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AVERTISSEMENT. 


J'ai  transporté  dans  la  troisième  Édition  de  la 
première  Section  de  l'Algèbre  y  quelques  Chapitres 
de  la  seconde  Section ,  qui  en  faisaient  naturellement 
partie ,  ensorte  qu'on  ne  trouvera  ici  que  des  choses 
absolument  étrangères  au  programme  d'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique  :  une  refonte  totale  de  la  pre- 
mière Édition  et  des  additions  considérables  font  de 
ce  second  volume  un  ouvrage  entièrement  neuf,  dont 
je  vais  rendre  compte  le  plus  succinctement  possible. 
Ce  Traité  se  compose  de  vingt-neuf  chapitres.JLe 
premier  sert  d'introduction  au  second^  qui  a  pour 
titre  :  des  Eacines  imaginaires ^  et  qui  est  y  à  quelques 
développemens  près  y  extrait  de  la  Résolution  des 
Equations  numériques  de  l'illustre  Lagrange.  Dans  le 
troisième  chapitre  y  on  trouve  la  suite  et  le  complé* 
ment  de  l'importante  doctrine  des  fractions  continues 
dont  j'ai  reporté  les  élémens  dans  la  première  Sec- 
tion^ où  ils  devenaient  nécessaires  à  l'effet  d'estimer 
le  degré  précis  d'approximation  sous  lequel  on  obtient 
chaque  racine  incommensurable  y  en  ne   prenant 
qu^une  portion  de  la  fraction  continue  et  inGnie  qui 
la  représente  exactement.  Le  quatrième  chapitre^  qui 
est  très-étendu^  contient ,  i*"  la  suite  de  l'Analyse 
indéterminée  déjà  ébauchée  dans  la  première  Sectiou  ; 


Tîij  AVERTISSEMENT. 

â""  la  résolution  de  ce  problème  général  de  l'Analyse 
indéterminée  qni  a  pour  énoncé  :  Étant  données 
entre  des  inconnues  des  équations  du  premier  degré  en 
moindre  nombre  que  ces  inconnues  y  trouver  pour  ces 
inconnues  ^   les  valeurs  entières  et  rationnelles   les 
plus  générales  qui  'puissent  satisfaire  aux  proposées; 
S""  assigner  tons  les  nombres  entiers  qni  peuvent 
satisfisiire  à  l'équation  la  pins  générale  du  second 
degré  entre  deux  inconnues  x  etjr  ^ei  les  plus  petits 
nombres  qui ,  substitués  pour  ces  inémes  lettres  x 
etjr^  rendent  la  même  fonction  la  plus  petite  pos- 
sible. Le  chapitre  cinquième,  qui  a  pour  objet  l'éva- 
luation des  sommes  des  puissances  entières  positives 
et  négatives  des  racines  d^une  équation  y  prépare  au 
•suivant  où  l'on  démontre  que  toute  fonction  symé- 
trique ou  invariable  des  racines  d'une  équation  , 
peut  toujours  être  exprimée  en  coefficiens  de  cette 
équation.  Le  huitième  chapitre  a  pour  titre  :  du  degré 
de  V  équation  finale  donnée  par  V  élimination  de  toutes 
les  inconnues  y  moins  une  y  entre  un  nombre  quelconque 
d'équations  de  degrés  quelconques  et  le  même  nombre 
d'inconnues  :  il  contient ,  outre  la  démonstration  du 
théorème  énoncé ,  due  à  M.  Poisson  y  une  méthode 
donnée  par  Lagrange  y  qui  a  l'avantage  de  réduire 
l'élimination  des  inconnues  à  des  formules  cfénérales  '.*; 
et  très-simples,  et  une  autre  méthode  pour  le  même-,  r 
objet ,  de  M.  Kramp,  Professeur-Doyen  de  la  Fa-^   • 
culte  des  Sciences  de  Strasbourg.  Le  chapitre  neu- 
vième offre  quelques  théorèmes  sur  les  racines  de 
r^quation  jr^ —  i  ;=o,  auxquels  nous  parvenons. 
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par  une  autre  voie  dans  le  onzième  chapitre  ^  et  ce 
théorème  de  Fermât  démontré  par  Eulery  savoir^ 
^e  p  étant  un  nombre  premier  ^  et  a  un  nombre 
moindre  que  Z'  ^  le  nombre  or-'  — -  i  est  nécessai* 
rement  divisible  par  p.  Les  théorèmes  établis  dans 
ce  chapitre  étant  nécessaires  et  même  indispen- 
sables pour  rintelligenc^  des  chapitres  suivans,  nous 
avons  cru  devoir  plutôt  les  réunir  en  un  corps  de 
doctrine  ^  que  de  \m  donner  à  mesure  que  le  besoin 
Texigerait.  Le  dixième  chapitre  ^  Fun  des  plus  éten- 
dus de  Touvrage  y  moins  peut-être  pour  l'utilité  que 
pour  la  dignité  de  la  Science ,  est  consacré  à  la  réso- 
lution générale  des  équations.  LagrangCy  après  avoir 
examiné  et  comparé  les  différentes  méthodes  con- 
nues et  relatées  dans  ce  chapitre  y  pour  la  résolution 
des  équations  des  quatre  premiers  degrés  y  a  trouvé 
que  ces  méthodes  se  réduisent  toutes  y  en  dernière 
analyse^  à  employer  une  équation  secondaire  qu'il  a 
appelée  équation  résolvante  y  et  dont  il  a  cherché  y 
à  priori^  le  degré  et  les  diviseurs  qu'elle  peut  arvoir, 
et  il  a  fait  voir  pourquoi  cette  équation  d'un  degré 
plus  élevé  que  la  proposée  y  est  toujours  susceptible 
d'abaissement  pour  les  équations  des  troisième  et 
quatrième  degrés^  et  peut  servir  à  les  résoudre. 
On  trouve  plus  loin  une  application  de  cette  méthode 
à  la  résolution  des  équations  binômes.  Je  donne  dans 
le  chapitre  onzième^  la  résolution  par  les  lignes  trigo- 
nométriques  des  équations  j:"db^=o^  x"  —  2pa^ 
+  4f  z=z  o  y  la  construction  des  racines  de  ces 
équations  y  due  aux  géomètres  Cotes  el^Moivre  y 
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et  une  démonstration  du  théorème  de  Cotes  ^  uni^ 
quement  fondée  sur  des  principes  connus  à  l'époque 
où  ce  Géomètre  écrivait.  Ainsi  que  je  Tai  annoncé 
plus  haut  ^  je  reviens  ici  sur  quelques  théorèmes 
déjà  démontrés  dans  le  neuvième  chapitre.  La  réso- 
lution trigonométrique  des  équations  des  second  et 
troisième  degrés ,  et  la  trisection  de  Fangle ,  font 
le  sujet  du  douzième  chapitre  ^  qui  ofire  les  moyens 
les  plus  simples  de  réduire  eil*  nombres  ,  avec  le 
secours  des  tables  trigonométriques  ^  les  racines  des 
eqtiations  ^  et  même  celles  du  troisième  degré  y  lors- 
qu'elles tombent  dans  le  cas  irréductible  ;  ce  qui  ne 
peut  se  Élire  autrement ,  à  moins  de  développer  les 
formules  générales  qui*  les  représentent  y  en  séries 
infinies  y  pour  les  avoir  sous  forme  réelle  et  conver- 
gentes y  à  l'effet  de  les  calculer  avec  l'approximation 
désirable.  Il  est  remarquable  que  les  équations  du 
troisième  degré  y  lorsqu'elles  tombent  dans  le  cas 
irréductible  y  peuvent  toujours  être  ramenées  à  une 
forme  telle  qu'elles  deviennent  comparables  à  l'équa- 
tion que  fournit  le  problème  de  la  trisection  de 
l'angle.  J'ai  repris  dans  le  treizième  chapitre ,  l'équa- 
tion jcf —  1=0,  pour  la  traiter  par  la  méthode  de 
Lagrangey  déjà  employée  dans  le  dixième,  et  qui 
peut  être  regardée  y  dit  ce  Géomètre ,  comme  une 
slfnplifîcation  de  celle  que  M.  Gauss  a  indiquée 
d*une  manière  générale  dans  l'article  36o  de  ses 
Disquisitiones  Arithmeticœ  :  puis  j'ai  décomposé  im- 
médiatement ,  et  de  diverses  manières  ,  en  facteurs 
qu'on  sache  résoudre ,  les  quotiens  de  la  division  de 
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li#—  1  par  a:— «  I ,  depuis  m=  a  jusqu'à  m=i5^ 
Cependant  il  sera  toujours  plus  avantageux  d'em-- 
ployer  y  pour'  la  résolution  de  toutes  les  équations  de 
ce  genre  9  les  formules  en  sinus  et  cosinus  ^  comme  on 
Ta  £Eiitdansle  onzième  chapitre.  Dans  le  quatorziènte 
chapitre  ^  j'ai  exposé  quelques  procédés  de  décom-* 
position  des  polynômes  en  facteurs  réels  d'un  degré 
supérieur  au  premier  ;  décomposition  dont  la  possi- 
bilité a  été  démontrée  dans  le  premier  chapitre  de 
cet  Ouyrage.  Ceux  qui  Teulent  approfondir  cette 
matière  y  doivent  consulter  la  note  X  de  la  résolu-- 
tion  des  équation»  numériques  y  note  que  Lagrange 
termine  par  cette  observation  :  a  II  faut  avouer  qu'a 
»  l'exception  de  quelques  cas  particuliers  où  la  dé- 
»  composition  de  l'équation  est  Êicile  y  la  méthode 
D  que  je  viens  d'exposer  est  impraticable  par  la 
»  multiplicité  et  la  longueur  des  opérations  qu'elle 
>i  peut  exiger,  d  On  voit  donc  que  de  quelque  ma^ 
nière  qu'on  ait  attaqué  la  résolution  des  équations^, 
les  efforts  ont  été  infructueux.  J'ai  généralisé  dans 
le  quinzième  chapitre  y  la  question  de  l'extractiou 
des  racines  des  quantités  en  partie  commensurables 
et  en  partie  incommensurables^  qui  y  dans  la  pre- 
mière Section  y  avait  été  restreinte  à  la  racine  carrée 
de  ces  sortes  de  quantités.  Dans  le  seizième ,  il  est 
question  de  l'évanouissement  des  radicaux  dans  les 
équations ,  quels  que  soient  leur  nombre  et  leurs 
indices  :  quelques  exemples  montrent  que  les  opéra- 
tions par  lesquelles  on  fait  disparaître  ces  radicaux  ^ 
introduisent  des   racines   étrangères   à  l'équation 
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proposée.  Le  chapitre  dix-septième ,  consacre  à  4s 
résolaiion  des  équations  littérales  y  est  enriclii  d'an 
mémoire  de  Lagrange,  dont  le  nom  s'attache  à  tontes 
les  théories  importantes.  Le  chapitre  dix-hnitième, 
où  je  donne  les  déreloppemens  en  séries  des  quan- 
tités exponentielles  et  logarithmiques^  offre  l'en- 
semble des  moyens  que  fournit  l'Algèbre  pour  calcu- 
ler les  logarithmes  des  nombres  premiers^  avec  une 
approximation  qui  dépasse  tous  les  besoins.  Entre 
autres  applications  de  ces  développemens ,  une  des 
plus  utiles  est  celle  qui  a  pour  objet  le  calcul  d'un 
terme  quelconque  d'une  puissance  définie  d'un 
infinitinome  ordonné  suivant  x;  et  comme  cette 
question  est  d'un  grand  intérêt  ^  j'en  ai  fût  la  ma- 
tière d'un  chapitre  de  cet  Ouvrage.  Dans  le  chapitre 
dix-neuvième,  qui  fait  naturellement  suite  au  précé- 
dent y.  on  trouve  les  séries  qui  expriment  le  sinus , 
le  cosinus  y  etc.  par  l'arc  ,  et  réciproquement  l'arc 
par  le  sinus  y  la  tangente  y  etc.  ;  j'y  donne  aussi  les 
développemens  suivant  l'arc  y  des  logarithmes  du 
sinus  y  du  cosinus  et  de  la  tangente;  et ,  à  la  suite  y 
un  aperçu  des  moyens  employés  à  L'ancien  Bureau 
du  Cadastre  pour  obtenir  les  sinus  et  tangentes  na- 
turels avec  une  très-grande  approxiination.  Un  des 
plus  grands  avantages  de  l'emploi  de  ces  méthodes 
que  les  Géomètres  de  ce  Bureau  ont  étendues  aux 
logarithmes  des  nombres  et  des  lignes  trigpnomé-^ 
triques  y  était  de  ^uVoir  mettre  à  la  fois  en  œuvre 
un  grand  nombre  de  calculateurs  de  la  plupart 
desquels  on  ne  pouvait  attendre  qu<e  la  pratique  des. 
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premières  opérations  de  l'Arilhinétique  :  suivent 
enfin  plusieurs  conséquences  curieuses  des  formules 
démontrées  dans  ce  chapitre  et  dans* le  précédent. 
Nous  avions  prouvé  dans  le  chapitre  premier ,  que 
toute  fonction  algébrique  de  la  forme  adtb  {/ —  i^ 
est  de  la  forme  P  db  Q  ^— ^  i  ;  dans  le  chapitre 
yingtième  ,  nous  étendons  cette  proposition  aux 
fonctions  transcendantes.  Le  chapitre  vingt-unième 
qui  a  pour  titre  ^  Formules  dwerses  ^  a  le  double 
avantage  d'exercer  au  calcul  trigonométrique  ^  et 
d^offrir  sous  forme  finie  ^  les  logarithmes  de  binômes 
élevés  à  des  puissances  fractionnaires  ,  ou  de  fonc- 
tions de  ces  binômes  y  ce  qui  ^  dans  plusieurs  cas  , 
favorise  des  réductions  et  donne  lieu  à  des  transfor- 
mées précieuses  ,  en  ce  qu  elles  se  prêtent  à  des 
évaluations  numériques  qui  deviendraient  labo- 
rieuses sans  leur  secours.  Le  chapitre  vingt-deuxième 
offre  diverses  formes  de  développemens  du  sinus 
et  du  cosinus  du  multiple  d'un  arc ,  démontrées 
dans  le  Calcul  des  Fonctions  par  Lagrange;  le 
développement  de  la  tangente  du  multiple  d'un 
arc  suivant  les  puissances  de  la  tangeate  de  lare 
simple  y  ceux  de  la  puissance  nth^  du  cosinus  et  du 
sinus  d*un  arc  suivant  les  cosinus  et  sinus  des  mul«- 
tiples  de  cet  arc  y  et  les  réciproques  de  ces  séries  ; 
la  décomposition  des  séries  du  sinus  et  du  cosi- 
nus suivant  les  puissances  de  l'arc  en  facteurs 
binômes,  d'où  Ion  déduit  l'expression  singulière 
de  la  demi-circonférence  trouvée  par  Wallis  :  vien- 
nent ensuite  des  formules  ti^igonomé triques  nou« 
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Telles  ou  peu  connues  ,  dues  à  M.  Duhourguût  y  et 
enfin  la  démonstration  d'une  série  curieuse^  due 
à  Eulery  et  qui  donne  l'arc  suivant  les  sinus  des 
multiples  de  cet  arc.  Il  s'agit  dans  te  chapitre  vingt- 
troisième  y  de  la  sommation  des  termes  d^une  pro- 
gression par  équi-differences  ;  de  celle  des  nombres 
figurés  et  des  inverses  de  ces  nombres;  de  la  for- 
mule sommatoire  des  produits  de  la  forme  i  .2.3...  py 

1.2.3 p  (/9  +  i)^  etc.,  qui,  indépendamment 

de  l'emploi  que  nous  en  ferons  dans  le  dernier  cha- 
pitre^ peut  avoir  d'autres  applications  utiles^  ainsi 
qu'il  arrive  de  plusieurs  recherches  analytiques  que 
l'on  est  quelquefois  tenté  de  regarder  comme  de 
simple  curiosité  ;  et  enfin  de  l'évaluation  des  sommes 
des  produits  différens  2à2y3à3^  etc.  qu'on  peut 
faire  avec  tous  les  termes  d'une  suite  par  différences 
constantes  9  d'où  l'on  déduit  la  résolution  des  équa- 
tions dont  les  racines  forment  une  pareille  suite.  Le 
chapitre  vingt-quatrième^  où  il  est  question  de  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  y  est  une 
introduction  au  suivant  :  j'expose  les  méthodes  algé* 
briques  les  plus  simples  pour  opérer  cette  décompo* 
sition  y  en  renvoyant  d'ailleurs  au  Calcul  différentiel 
qui  fournit  des  procédés  plus  expéditi&.Le  chapitre 
vingt-cinquième  offire  la  solution  de  ces  quatre  ques» 
tions  dans  lesquelles  consiste  la  doctrine  des  suites 
récurrentes  :  i"*  étant  donnée  une  suite  récurrente  et 
l'échelle  de  relation ,  assigner  la  fraction  génératrice 
et  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  d'une 
telle  suite;  2''  une  fraction  rationnelle  étant  donnée  y 
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trouver  le  terme  général  de  la  série  récurrente  à 
laquelle  elle  donne  lieu;  3*  étant  donnée  une  série, 
Recouvrir  si  elle  est  récurrente  ;  4''  ^^  terme  général 
d'une  série  récurrente  étant  donné  y  trouver  la  frac- 
tion génératrice.  Quelques  exemples  choisis  servent 
à  familiariser  le  lecteur  avec  les  méthodes  exposées 
dans  ces  deux  derniers  chapitres.  Le  chapitre  vingt*- 
sixième  qui  apour  titre:  Transformation  des  fractions, 
est,  extrait  d'un  mémoire  fort  curieux  du  célèbre 
Lagrange  y  mémoire  consigné  dans  le  cinquième 
cahier  du  Journal  de  tÉcole  Polytechnique  :  en 
partant  d'une  conclusion  de  l'auteur  y  je  démontre 
d'après  Haros  y  l'un  de  mes  collègues  à  l'ancien  Bureau 
du  Cadastre  y  l'importante  proposition  de  l'incom- 
mensurabilité de  la  circonférence  avec  le  diamètre.  ' 
On  trouve  dans  le  vingt-septième  chapitre  y  le  déve-* 
loppèment  de  la  théorie  donnée  par  M.  Laplace  y 
pour  l'élimination  au  premier  degi^é.  U  parait  que 
Cramer  est  le  premier  qui  ait  remarqué  la  loi  que 
suivent  lés  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations 
du  premier  degré ,  et  qui  ait  indiqué  des  méthodes 
pour  construire  ces  valeurs,  sans  passer  par  le  calcul 
de  l'élimination.  Postérieurement^  Bezouty  dans  sa 
Théorie  générale  des  équations  algébriques  y  a  apporté 
quelques  modifications  à  ces  méthodes  ;  mais  elles 
sont  demeurées  entre  ses  mains,  comme  entre  celles 
de  Cramer ,  le  résultat  d'une  simple  induction.  Ge 
n'est  seulement  qu'en  1772  que  M.  Laplace  y  dans  les 
Mémoires  de  V Académie  des  Sciences ,  a  démontré 
pour  la  première  fois ,  d'une  manière  générale  et 
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rigoorense ,  rexaclitode  de  ces  formules.  Noos  np- 
portoDS  ici  les  dëmmulrations  de  3QL  Gergotme  et 
Laplace^  dont  la  première  n  est  que  le  développement 
de  la  seconde.  Le  chapitre  vingt-hnitième  a  pour 
litre  :  Théorie  élémetUaire  des  probabilités  ,  matière 
qoi  jusqnlci  n  a  pas  trooyé  place  dans  les  élëmens. 
Après  avoir  résumé  le  plus  succinctement  possible , 
le  discours  qu  on  trouve  en  tète  de  la  Théorie  anafy" 
tique  des  probabilités  y  par  M.  Laplace ,  et  la  notice 
historique  qui  termine  VEssai  philosophique  des 
probabilités  j  par  le  même  Géomètre ,  je  pose  les  dix 
principes  qui  servent  de  fondement  à  cette  partie  de 
la  science ,  et  après  avoir  éclairci  immédiatement 
chacun  d'eux  par  la  résolution  de  quelques  questions 
simples  y  je  passe  à  une  série  d'applications  qui  ne 
supposent  cependant  que  les  médiodes  exposées  dans 
ce  volume  y  et  particulièrement  les  développemens 
d'une  puissance  quelconque  entière  d  un  binôme  et 
d'un  polynôme  y  et  l'interprétation  de  chacun  de  leurs 
termes.  En  reprenant  cette' importante  matière  dans 
un  ouvrage  particulier,  je  lui  donnerai  des  développe- 
mens qui  ne  pouvaient  entrer  dans  le  cadre  de  celui- 
ci  ,  qu'il  était  plus  difficile  de  resserrer  que 
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CHAPITRE  PREMIER. 

Une  équation  de  degré  quelconque^  ne  peut  avoir 
que  des  racines  réelles  ou  des  racines  imaginaires 
de  la  forme 

a  ±  b  v^IITT, 

a  e/  b  étant  des  quantités  réelles^ 

1 .  KJî9  sait (l'^sect. ,  ch.  XXVJII)  qtie  toute  équation  de  degré 
impair^  est  divisible  par  un  facteiir  réel  du  premier  degré. 
Il  suf&t  donc  de  prouver  que  toute  équation  de  degré  pair^ 
est  décompodable  en  facteurs  du  second  degré  de  la  forme 

m'ét  n  étant  des  quantités  réelles. 

a.  Nous  ferons  précéder  la  démonstration  de  cette  propo^ 
aîtion ,  de  quelques  théorèmes  préliminaires. 

Si  une  équation  algébrique  \a  pour  racine  une  quantité  dé 
la  forme  a  +  b  V^ —  i ,  elle  en  aura  nécessairement  un9 
autre  de  la  forme  a — b  k  — i. 

Soit  réquation 

a:"  —  Ax^  '  +  Bx«-*  —  Caf"^ . . . .  +  Tx  —  V  =  o . . .  (M)  ; 

a  +  &  V^ —  1  étant  I  par  hypothèse ,  une  des  racines  de  cette 

X 


s 
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équation ,  le  premier  membre  8*évanoiura  en  écnTant  a^b  )/— t 
pour  X  dans  QA}  ;  on  aiura  donc 


•  •  •  • 


— y  =  o (N): 

1    faut  donc  prouver  qu*on  a  en  même  temps  , 

(a— 4  v/^)"— A  (a— i  {/ZZ^)'^'^  B  (a-ri  |/^y 
—  V  =  o (NO. 

Or  en  eflectuant  les  déyeloppemans  indiqués  dans  (N) ,  le 
résultat  sera  composé  de  deux  espèces  de  termes ,  les  ans 
réels  donnés  par  les  premiers  termes  de  chaque  binôme  ^  et 

par  les  puissances  paires  de  +  &  l/*-*  ^  >  I^  autres  imagi- 
naires provenant  des  puissances  impaires  de  -|-  &  ^—  i  ; 
ensorte  que  le  premier  membre  de  (N)  sera  de  la  fonne 
p  ^  Q  K —  1 ,  en  représentant  par  P  la  somme  des  termes 
réels ,  et  par  Q  la  somme  des  coeiRcicns  aussi  reeb  de 
y^ — I.  Oli  aura  donc 

P  +  Q|/^^==o;    d'où    P  =  o,    Q  =  o, 

parce  qu'il  ne  peut  y  avoir  destruction  entre  des  termes  réels 
et  des  termes  imagbaires. 

Maintenant  qu*on  effectue  les  opérations  indiquées  pdr  (N^  : 
le  résultat  sera  >  comme  le  précédent ,  composé  de  termes  réeb 

et  de  termes  imaginaires  ;  les  puissances  paires  de  — -  &  |/ — i 

étant  les  mêmes  que  celles  de  -(-  &  v/-^  i  ,  et  les  premiers  termes 
des  binômes  étant  en  outre  égaux  dans  (N)  et  (N^) ,  on  aura 
de  part  et  d*autre  P  pour  la  somme  des  ternies  réels  :  les 
puissances  impaires  de  —  &  ^ —  i  ne  diff'érant  que  par  It 

signe  de  celles  dé  +  6  {/ —  i  ,  on  aura  —  Q  {/ —  i  pour 
la  somme  des  termes  imaginaires  :  ensorte  que  le  résultat  de 

la  substitution  sera  P  —  Q  \/ —  i .  Mais  on  a  trouvé 
P  =  o ,    Q  =  o ,    donc    P  —  Q  V^—  i  =  o> 


'Aont  la  ^dmtiti  a  — -  6  V^—  i  substituée  au  lîett  de  x  dans 
la  proposée >  réduit  aussi  le  premier  paembre  à  zéro. 

Toute  fonction  €itgébrique  de.SL  ±h  \^ —  i  ,   peut    être 

ramenée  à  la  forme  P  ±:  Q  ^^— T,  F  et  Q  étant  des  quan-- 
tiiés  réelles  (*). 

On  a 

l^  a±,b  \/:::riJ^a' ±.  V  |/— T  4-  etc. 

=  (a4-a'+etc.)db(i+6'-f  etc.)  V-^* 
doac        P=c+a'  +  etc.,      Q=i+i'+etc.  ; 

donc  P^aa'—blf,      q=:a'b+ab\ 

a±b  \/~i  _  (g  db&  v/=])<a'zHy  {^^ 

a'dcvy':^i     (û'±:ft'^— i)  (û'qiyi/irr 

—  g'MlTï  • 

^       aa'+bV        ^       Jb  —  ab' 
donc  P  =  __^,      Q  =  __g_.. 

Les  calculs  faits  pour  démontrer  le  premier  théorème  de 
ce  titre  ^  prouvent  que  la  fonction  (g  ±:  ft  |/ — i)"*  est  de  la 

forme  P  db  Q  v/^-. 

* 

Nous  fixons  voir  dans  l'un  des  chapitres  suiyans  que  ^ — i 

n'admet^  dans  le  cas  de  n   nombre  pair,   que  des  racines 

imaginaires,  et  que^  pour  n  nombre  Impair,  elle  comporte  - 

une    seule    racine  réelle.    Cela    posé,   si  dans   Texpressioa 

W    I      I     ■  I  "      !■      «         ■  *  l'  — — ■■■ — ■■■^^— — ^— 

{*)  Un  radical  imaginaire  peut  excéder  le  second  degrë ,  comme  ^— A^t 
viait  on  tait  qnc  l/— A«:=  y  KV"^  i« 


k         > 
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B  (p  -f-  f  y—i  )*,  où  N  e§t  un  polrnoinc  réd  ,  on  rein* 
place  |/— I  par  a+i  |/ — i ,  et  qn*on  pose 


(.  +  C|/-ir  =  P+Qi/-i=>(p +171^—1)-, 
P  et  Q  étant  des  quantités  réelles.  On  pronveraît  de  même 

=  P'+Q'  k-i  ), 

P^  et  Q'  étant  pareillement  des  quantités  réelles. 
Considérons  la  fonction  \a'\'b{/ — i  ,  et  posons 

jetant  au  carrée  il  vient 

aa  -4-  3  V^û*  +  i*  =z=  u» , 

qoantité  nécessairement  positive;  donc   u  sera  mie  quantité 
yéelle  :  élevant  ensuite  an  carré  la  différence 


\/a+  b{/—  1  —  V/û  —  by^—  1  =  r  .  •  .(a)  , 
ce  qui  donne 


aa 


—  a  t/a* 4- *•=«•, 


I*  sera  une  quantité  essentiellement  négative  :  donc  on  pourra 
poser  __ 

*•=— V*,      d'où      f  =  ±V/^i, 

V  étant  une  quantité  réelle  :  ajoutant  les  résultats  (i)  et  (a)  , 
il  viendra  
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et  retranchant  (a)  de  (i)  ^  on  aura 


a  Va  —  JV^— 1  =urp  Vv/^irr  ; 

ainsi  le  double  signe  de  Y  V^ —  i  répond  au  double  signe 
de  b  V^—  1 ,  et  on  a 

Considérons  encore  la  quantité 

*  d. 

Va  +  b^—  1  +  Va  —  AV/—  i  =  » (3)> 

on  obtiendra  par  l'éléTation  au  carré. 
Va  +  b^—1  4-  a/a«4-  6* 


4-  Va  — iV/— i=»4-aKa*+^=a*, 

quantité  essentiellement  positive  :  donc  z  sera  une  quantité 
réelle.  Si  on  élève  au  carré  les  deux  membres  de 

d. ——        ^. ■ 

Va  +  iV^—  1  —  Va—  iV/—  i  =  v (4), 

on  aura 

y 4 

Va+fcV^—  1  —  aKa*+6» 
+  Va  — 6i/^  =  u— aV/a*+6»=v», 
*  ^piantité  essentiellement  négative  ^  car  on  a  fait  plus  haut 

•nsorte  que 

u»  =  2a  +  fl  v/a*  +  6»  <  4\/a»+  6*  ; 
donc 

Soit  

v»  =  — X*      d'où      v  =  i:Xl/— 1, 
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X  itaat  vtae  quantité  réelle  :  combinant  les  éqoatioi 
(4)  par  addition  et  par  soustraction,  il  viendra 


c'est-à-dire , 

où  P  et  Q  sont  des  quantité»  réelles. 

3.  Nous  passerons  maintenant  à  la  démonstralîon  â««héorèine 
annoncé.  Soit ,  à  cet  effet ,  Féquation 

ar"  +  Ax— '+Bx-^4' +  Tx+V  =  o, 

m  étant  de  la  forme  a^,  /â  étant  un  nombre  impair,  et  con- 
séquemment  m  un  nombre  pair  une  fois  seulement  divisible 
par  3.  Quoique  les  racine»  a,  i,  c  ,  etc.  de  cette  éqwition, 
ne  soient  pas   conntci,  en  pourra  néanmoins  exprimer,  an 

moyen  des  coefficiens  A,  B T  et  V ,  ceux  tfune  antre 

équation  qui  aurait  pour  racines  toutes  les  combinaisons , 
telles  que  a+b,  ab ,  et  même  a+b  +  kab,  k  étjmt  un 
nombre  quelconque  (*).  Une  équation   ainsi  formée  sera  da 

degré  m  HLHi ,  nombre  impair  ,  puisque ,  par  hypothèse  » 

771  est  une  seule  fois  divisible  par  Q',  donc  elle  aura,  au  moins  > 
une  racine  réelle.  Biais  pour  que  la  proposée  soit  diyisib|e 
par  un  facteur  réeltel  gue  x*+  mx  +  n,  il  faiit  que,  dans 
la  combinaison  de  la  forme  a  +  6  -f"  f^^b ,  la  somme  et  le 
produit  aient  lieu  entre  les  mêmes  racines.  Tout  se  réduit 
donc  à  démontrer  que  cette  condition  peut  toujours  être  sa-* 
tisfaite.  En  effet ,  puisqu'on  peut  assigner  à  k  une  infinité  de 
valeurs  différentes  ,  on  pourra  donc  former  une  infinité  de  ces 
équations  dont  chacune  aura,  au  moins,  une  racine  réelle  ; 


{*)  Cette  question  fera  rc'solue  dans  Tan  des  chapitres  sniTani,  qoî  M 
i]D|»po«e  en  aucuM  numibe  la  doctrine  exposée  dinii> 


-\ 
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et  si ,  par  exemple ,  la  proposée  est  du  sixième  degri  >  on  11%^ 
pourra  nier  que  quinze  fois  de  suite  que  la  racine  réelle  oI>«. 
tenue  ^  soit  la  même^  à  la  diffénince  du  nombre  k,  que  l'une 
des  racines  réelles  déjà  troutées  :  oonséquAnmeat  ^  il  existera 
deux  racines  réelles  telles  que 

a  +  6  •+•  kab , 
a  +  i  4-  k'ab, 

qui  se  composeront  des  mêmes  lettres,  ensorte  qu^on  aura 

a  4"  ^  +  kab  =  m^ 
a  +  b  +k'ab=i  C, 

m  et  S  étant  des  quantités  réelles  :  on  déduit  de  là 

_C  .    .        k'm  —  ke 


T' 


Donc  réquation  du  degré  ^ ,  fê  étcuU  un  nombre  impair  quel* 
conque  f  admet  un  facteur  réel  du  second  degré. 

Si  la  proposée  est  dti  degré  4^,  fê  étant  un  nombre  impair 
quelconque ,  Téquation  d'où  dépendra  la  fonction  des  racines 
<>  +  ^  +  f^  >  sci'^  dtt  degré  A'  >  '  étant  un  nombre  impair  ; 
cette  équation  aura ,  d'après  ce  qui  yient  d'être  démontré  > 
un  &cteur  réel  de  la  forme  ^ 

qui,  par  sa  résolution,  donnera  l'une  des  fonctions 

Parmi  toutes  ces  racines ,  il  y  en  aura  une  de  la  foimè 

a  +  bV— T, 

et  donnant  à  k  une  infinité  de  valeurs  sueûe^slvés ,  cbaeune 

des  équations  résultantes  admettra  un  Sacteur  réel  du  second 

degré  qui  donneim   une   racine  de  la  même  forme  :  on  re- 

.liouyera   donc  nécessairement  deux  combinaiM»»  entre  le» 


■  » 
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mêmes  lettres 

a  +  b  +  kab  z=:  A  +  B  l/^^» 
a^b  +  k'ab=  A'+B'\/^^, 

d*où  on  déduit 

a  +  i  =  M  +  N  V/^^^,  .    ai  =  M'  +  N'  \/^^', 

donc  la   proposée  aura  un  facteur  du  second  degré  de.  la 
forme 

rfoù 


a:  = 


M+N^  ±  ^/M+WV^-.y__^,^y  ^^-^j 


réductible  à  la  forme 

a;  =  P  +  Q  V—  1 

Mais  une  racine  de  cette  forme  a  toujours ,  d'après  ce  qui  a 
été  démontré  précédemment ,  une  conjuguée  tellç  que 

X  =  P  -  Q  V^ITT, 

et  le  produit  des  facteurs  correspondans  est  a^  -f-  mx  +  n , 
m  et  n  étant  des  quantités  réelles. 

Donc  une  équation  du  defçré  ^f*,  ^  étant  impair ,  admet 
un  facteur  réel  du  second  degré. 

On  étendrait  facilement  cette  analyse  à  une  équation  d'un 
degré  trois ,  quatre ,  etc.  fois  divisible  par  â  >  et  on  en  con- 
clurait , 

i'^.  Quune  équation  de  degré  pair,  est  décomposable  en 
facteurs  réels  du  second  degré; 

q".  Quune  équatif^n  ne  peut  auoir  que  des  racines  réelles 
ou  des  tacines  imaginaires  de  même  forme  que  celles  du 
second  degré. 

Cette,  démoûstrotioi» ,  observe  M.  Lagrange ,  ne  laisse  rien 
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à  désirer  comme  simple  démonstration  :  mais  si  on  voulait  \ 
xé&oudre  effectivement  une  équation  en  ses  facteurs  réels  de 
deux  dimensions  >  il  serait  comme  impossible  de  suivre  le 
procédé  indiqué  par  cette  analyse.  (Voyez  résoL  des  équat^ 
numér,,  note  X  sur  la  décomposition  des  polynômes  d*un 
degré  quelconque  en  facteurs  réels,) 

4'  On  peut  déduire  de  la  proposition  précédente  que  toute 

fonction  algébrique  cfe  a  +  b  \/ —  1  est  de  même  forme  :  car 
égalant  la  fonction  que  Ton  considère  à  une  inconnue ,  et  fai- 
sant disparaître  les  radicaux  qu'elle  contient  par  Télévation 
aux  puissances ,  on  aura  pour  déterminer  l'inconnue  ^  une  équa- 
tion de  degré  pair ,  dont  les  racines  imaginaires  seront  de  la  ' 
forme  P  di  Q  i/—  1 .  Si  la  fonction  est  transcendante  ,  mais 
développable  en  une  suite  de  termes  qui  soient  algébriques, 
ou  du  moins  développables  eux-mêmes  en  séries ,  jusqu'à  ce 
qu  on  n*ait  plus  qu'une  3uite  de  termes  algébriques  ,  ces  termes 
seront  tous  de  la  forme  P  dz  Q  j/—  1  ;  donc  leur  somme  sera 
aussi  de  la  même  forme.  II  resterait  donc  à  prouver  que  toute 
fonction  algébrique  est  développable  en  série  « 
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CHAPETRE  n. 


Des  racines  imaginaires. 

5 .  J.  1  OU8  allons  assigner  des  caractères  qui  serrent  i  recon-* 
naître  si  une  équation  a  des  racines  imaginaires  et  des  règle» 
pour  déterminer ,  dans  certains  cas ,  le  nombre  de  ces  racmes^ 

6.  Lorsque  toutes  les  racines  d*une  équation  sont  réelles^^ 
les  calrés  de  leurs  différences  sont  tous  positifs;  par  consé- 
quent réquation  dont  ces  carrés  seront  les  racines ,  n'ajrant 
que  des  racines  positives  >  aura  nécessairement  les  signes  dt 
ces  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  (  P*  sect.  ,, 
chap.  XXVm  )  \  de  sorte  que  si  cette  condition  n*a  pas 
lieu ,  on  sera  assuré  que  Téquation  proposée  comporte  néces-* 
sairement  des  racines  imaginaires. 

Réciproquement^  si  Téquation  aux  carrés  des  différences  , 
n*a  que  des  variatioiy  de  signes,  la  proposée  nadmettra  que  des^ 
racines  réelles  ;  car  si  les  racines  n'étaient  pas  toutes  réelles  > 
il  y  en  aurait  au  moins  deux  imaginaires ,  que  nous  désigne- 
rons par  «+  Q  ^ —  1  et  «—  ^8  ^/ —  i  ;  le  carré  de  leur,diffé- 
rence  serait  -^  4^  :  donc  l'équation  aux  carres  des  différences* 
aurait  ^  au  moins  y  une  racine  réelle  négative  >  et  par  con- 
séquent y  au  moins  ^  une  permanence  (P*  sect,^  chap.  XXIX)  > 
ce  qui   est   contre  la  supposition. 

Puisque  chaque  couple  de  racines  imaginaires  de  l'équation 
proposée ,  introduit ,  au  moins  y  une  racine  réelle  négative  dans 
l'équation  aux  carrés  des  différences  >  et  qu'une  racine  réelle- 
négative  introduit  ^  au  moins  ,  une  permanence  dans  les  signes  ^ 
l'équation  proposée  ne  pourra  doiM:  avoir  un  nombre  de  racines. 
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imaginaires ,  plus  grand  que  le  double  du  nombre  de  perma-« 
nences  ^i  se  trouvent  dans  Téqu^tion  aux  carrçs  des  diffé- 
rences. Ainsi  on  pourra  toujours  reconnaître  à  Tinspection  deft 
signes  de  cette  équation ,  si  toutes  les  racines  de  Téquation 
proposée  sont  réelles,  et  le  plus  grand  nombre  de  racines 
imaginaires  que  cette  dernière  peut  admettre. 

Appliquons  ces  théorèmes   à  quelques   équations^  et  soit 
d*abord  celle  du  second  degré 

or*  —  Ax  +  B  =  G  : 
Véqnation  aux  carrés  des  différences  est 

jy  -  A'  =  o  , 
dans  laquéllq- 

A'  =  A*  — 4B: 

or  pour  que  les  racines  de  la  proposée  soient  réelles ,  il  faut 
que  les  signes  de  Téquation  aux  carrés  des  différences  >  soient 
dtenurtifi ,  ou  qu'on  ait 

A* 

A'>o      ou      —  —  B>o: 

4 
«Jks  seront  imaginaires  dans  le  cas  de 

'  A* 

A'<<o      ou      -p B<o: 

4 
L  pour  qu'elles  soient  égales  y  il  faut  qu'on  ait 


A'  ==  G      ou      —  —  B  =  G,  '* 


A* 

4 

conclusions  que  nous  ayons  déduites  immédiatement  de  l'exa- 
men des  racines  (P^  sect. ,  chap.  XIX). 

Pour  que  les  racines  de  Téquation 

x^  —  Ax*  +  Bx  —  C  =  G, 
»lioient  toutes  réelles  ^  il  faut  que  lëquation  aux  carrés  des 
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dilFérences  des  racines  y  savoir  > 

y  _  Ay  +  B'y  —  C  =  o , 
ne  contienne  que  des  variations  de  signes ,  ou  qu*oH  ait 
A'.>o,      B'>o,      C>o; 

si  Tune  de  ^  ces  conditions   manque  ,  la  proposée  ne  pourra 
avoir  toutes  ses  racines  réelles  ;  elle  en  aura  donc  deux  inuh- 
ginaires. 
Nous  avons  trouvé  (P*  sect.  ,  chap.  XXVIII)  que  Téquation 

a:'  —  ax  —  5  =  0, 

avait  pour  équation  aux  carrés  des  différences , 

y  _  lay  4.  Z6y  +  643  =  o  ; 

comme  cette  équation  n*a  pas  les  signes  alternativement  po« 
sîtifs  et  négatifs  ,  on  en  conclut  sur-le-champ  que  la  proposée 
a  nécessairement  deux  racines  imaginaires ,  et  par  conséquent 
une  seule  racine  réelle. 

7.  On  peut^  dans  certains  cas>  déterminer  le  nombre  dei 
racines  réelles  et  celui  des  racines  imaginaires.  Soient  a,  b^ 
c  y  etc.  les  racines  réelles  d'une  équation  ) 

ti  ±  fi  {/ —  1 ,       y  dt  i^  y —  1  ,     etc.. 

les  racines  imaginaires  :  les  carrés    des   différences  seront  j, 
4®.  entre  les  racines  réelles , 

(a  — i)%      (a  — c>*,       (a  — d)%      etc., 
ib  —  c)\       {b^dy,       ic^dy,       etc.;. 

â®.  entre  les  racines  imaginaires  conjuguées, 

—  4i8*  ,       —4^,       etc.  ; 

3^  entre  les  racines  réelles  et  les  racines  imaginaires  ,. 
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C( -  -  i  )  +  cv/^3»,    C(-  -  *)  -  ff v/^]', 

C(  «  __  c)  +  ci/^]',    [(«  _  c  )  -  cv/=r]», 

C(- -  d)  +  <rt/^3*,     C(—  rf)  -  W~^l\ 

etc.  etc.  ; 

4^.  entre  les  racines  imaginaires  non  conjuguées , 

etc.  etc. 

Soit  m  le  degré  de  l'équation  proposée  :  on  sait  que  celui 
de  réquation    aux   carrés   des    différences    des   racines ,  est 

^  ^  =  n  ;  soient  p  le  nombre  des  racines  réelles  ,  aq 

celui  des  imaginaires ,  ensorte  que 

il  est  facile  de  voir  que  parmi  les  n  racines  de  l'équation  aû^ 

carrés  des  différences ,  il  y  en  aura  nécessairement  ^  f^         ■ 

réelles  et  positives  >  q  réelles  et  négatives  ,  opq  imaginaires 
de  la  troisième  espèce  distinguée  ci-^lessus  ,  et  â(/  (  </  —  i  ) 
imaginaires  de  la  quatrième  espèce  ^  parce  que  du  nombre 

■  ^ — . — i  des  différences  entre  toutes  les  racines  imagi- 
naires y  on  doit  retrancher  q  différences  déjà  prises  :  on  aura 
donc  en  total ,  22^  (p  -f-  ^  —  1  racines  imaginaires. 

Qu'on  effectue  partiellement  les  produits  des  facteurs  cor- 
respcmdans  à  chacune  des  classes  de  racines  ci-dessus;  le  dernier 
terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  des  racines,  ,sera 
le  produit  de  tous  )es  derniers  termes  des  produits  ainsi  formés  ^. 
ft  il  est  clair. 
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i*.i  Que  le  prodait  des  facteurs  dus  aux  ^^ ^  racinei 

réelles  et  positives ,  aora  son  dernier  terme  positif  ou  né- 
gatif,  suivant  que  le  nombre  de  ces  racines ,  sera  pair  oo 
impair. 

a^.  Que  celui  des  facteurs  résultans  des  racines  de  la  seconde 
classe ,  aura  toujours  son  dernier  terme  positif,  quel  que  soit 
le  nombre  des  racines  ; 

S*'.  Que  celui  des  facteurs  correspondans  à  toutes  les  racbes 
imaginaires,  aura  toujours  le  dernier  tenue  poshtf,  puisque 

ces  racines  étant  deux  à  deux  de  la  forme  (  M  -f-  N  K  —  i^ 
et  (M  —  N  |/ —  1  )%  les  produits  des  seconds  termes  des 
facteurs  conjugués ,  seront  de  la  forme  (M*  4"  ^*)%  cnsorte 
que  le  dernier  terme  sera  essentiellement  positif. 

D'où  on  conclura  que  le  dernier  terme  de  Téquation  aux 
carrés  des  différences,  sera  positif  ou  négatif,  suivant  qiM  lé 

nombre  *- — ^^ sera  pair  ou  unpair. 

Supposons  1.**.  que  ce  dernier  terme  soit  pdsitif ,  auquel  cas 
le  nombre  '  ^^  doit  être  pair  :  Tnn  des  deux  factenn 

sera  nécessairement  pair,  et  on  aura  * 


P  _ 
ou 


^  =  îïA,         JoÙ        pz=4A, 


t- =  SA  ,      d'où     p  =  4a  -|-  I  ; 

d'où  il  suit  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée  » 
sera  multiple  de  4  >  ^'U  <loit  être  pair ,  c'est-4-dire,  si  le  degré 
de  l'équation  est  pair;  ou  multiple  de  4  augmenté  de  l'unité, 
si  le  degré  de  l'équation  est  impair.  H  sera  donc  impd^ible 
que  le  nombre  des  racines  réelles ,  soit  fi,  3,  6 ,  etc.  ou  de 
Tune  des  formes  4^-f-^  ou  4^  -f-3. 

Supposons  a^.  que  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  cair^ 
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des  difierences ,  soit  négatif,  auquel  cas  ^    '    — — ^  sera  un 
nombre  impair  donc  alors  ou 

^  =  aA  +  1  ,      d'où     p  =  4a  +  a  , 
ou 

2-^^  =  aA  +  1  ,      d'où      p  =  4a  +  3; 

d'où  il  suit  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  proposée 
aéra  nécessairement  un  multiple  de  4  augmenté  de  a,  si  le  degré 
de  la  proposée  est  pair ,  ou  qu'il  sera  un  multiple  de  4  Aug** 
mente  de  3 ,  si  le  degré  de  la  proposée  est  impair  ;  -de  sort* 
qu'il  sera  impossible  que  le  nombre  des  racines  réelles  soit 
i>4»  ^  >  S>  9>  ®^c*  >  ou  y  en  général ,  de  l'une  des  forme» 
4a  et  4a  +  i. 

Supposons  maintenant  que  l'on  sache  d'ayance  que  le 
nombre  des  racines  imaginaires  d'mie  équation ,  ne  peut  être 
plus  grand  que  quatre ,  et  que  cette  équation  soit  de  degré 
pair  ^=zak  :  on  pourra  d'abord  reconnaître ,  d'après  l'inspectioa 
des  signes  de  l'équation  aux  carrés  des  différences ,  si  toute» 
les  racines  sont  réelles  ;  si  elles  ne  le  sont  pas  ,  l'équation  doit 
donc  avoir  deux  ou  quatre  racines  imaginaires  ,  ensorte  que  le 
nombre  des  racines  réelles  est  aft  —  a  ou  a/t —  4>  ^^  nombre» 
«ont  pairs ,  et  ils  diffèrent  de  deux  unités  :  donc  l'un  des  deux 
sera  compris  dans  la  formule  4^>  et  l'autre  dans  celle-ci 
4a  -4*  3  â  ''^^  ^®  nombre  des  racines  réelles  est  de  l'une  de 
ces  formes  4^  ou  4^  -f-  s  >  suivant  que  le  dernier  terme  de 
réquation  aux  carrés  des  différence» ,  est  positif  ou  négatif  ; 
on  saura  donc  lequel  de  ces  deux  nombres  représente  celui  de» 
imcine».  réelles. 

Si  l'équation  proposée  est  de  degré  impair  :=  afc+  i  »  on 
reconnaîtra  de  même  si  toutes  les  racines  sont  réelles ,  en 
examinant  si  les  signes  de  l'équation  aux  carrés  des  différences , 
sont  alternativement  positifs  et  négatifii  :  si  cette  condition  n'est 
pe»  satisfaite,  la  proposée  aura,  d'après  ce  qu'on  sait,  à  priori, 
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deux  ou  quatre  racineâ  imaginaires  ;  donc  le  nombre  des  tft* 
eines  réelles  ,  sera  on  âA  — -  i  >  ou  a&  •—  3  ;  Tun  de  ces 
nombres  sera  de  la  forme  4^  + 1  ,  et  l'autre  de  la  forme 
4a  -|>  3  :  le  signe  du  dernier  terme  d^  l'équation  aux  carrés 
des  différences ,  fera  connaître  alors  celle  de  ces  deux  for- 
mules dans  laquelle  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  prop(H 
fiée ,  se  trouve  compris. 

Ainsi ,  à  la  seule  inspection  des  signes  de  l'équation  aux 
carrés  des  différences,  on  pourra  juger,  i**.  si  toutes  les 
racines  de  l'équation  proposée  sont  réelles  ou  non  ;  a^.  si  le  , 
nombre  des  racines  réelles  est  un  de  ceux-ci,  i  >  4>  ^  >  8  >  9^ 
19 ,  i3,  etc. ,  compris  dans  les  formules  4^  et  4^  +  ^  >  ^^ 
s'il  est  de  la  suite  a ,  3,6,7,  lo ,  1 1 ,  etc.  donnée  par  4^*4*^ 
et  4a -f-  3,  ce  qui  suffira  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 
réelles  et  celui  des  racines  imaginaires  dans  les  équations  qui 
ne  passent  pas  le  cinquième  degré ,  et  dans  toutes  celles  i 
l'égard  dtesquelles  on  saura,  â  priori ,  que  le  nombre  des  racines 
imaginaires  ne  peut  excéder  quatre.  • 

8.  Nous  allons  passer  à  la  recherche  des  racines,  imaginaires 
des  équations. 

On  a  prouvé   que  ces  racines  sont  toujours  de  la  forme 

^  "^  fi  V —  1  >  «  et  iS  étant  des  quantités  réelles ,  et  on  a  dé- 
montré que  la  substitution  de  «  -f-  /^  V^*~-  ^  pour  x  ,  donnait 

un  résultat  de  la  forme  P  +  Q  V —  i ,  P  et  Q  étant  des 
quantités  réelles ,  résultat  qui  ne  peut  être  égal  à  zéro  ^  i 
moins  qu'on  ne  pose  séparément 

p  =  O  ,        Q  :=  O. 

Mais 

P  =  *«  +  p'«m-i  j^  p'*»»-»  +  etc.  =  G (i)  , 

Q  =  7n^«"-"»  +  Q  *"*-»  +  Q' *"»-3  4.  etc.  =0 (a)  , 

P',  P",  etc. ,  Q',  Q",  etc.  étant  des  fonctions  connues  de  ^ 
et  des  coefliciens  de  la  proposée  :  la  question  se  réduit  donc. 
â  trouver  tous  les  systèmes   de  valeurs  réelles  de  «  et  /8  ^à 
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satisfont  aux  deux  équations  (1)  et  (a).  On  y  parviendrait 
en  éliminant  «  suivant  la  méthode  connue  (  P*  sect. ,  ch.  XXV)^ 
et  cherchant  les  racines  réelles  de  Téquation  en  ^8 ,  et  les  valeurs 
correspondantes  de  «. 

Or ,  on  sait  que  chaque  couple  de  racines  imaginaires  con- 
juguées «  +  /8  v/ —  1  ,  «  —  /8  y —  1 ,  donne  nécessairement 
dans  réquation  aux  carrés  des  différences ,  une  racine  réelle 
négative  —  4^>  ^*^^  ^^  ^^^  qu'en  changeant  dans  celle-ci  les 
signes  des  puissances  impaires  de  l'inconnue  ^  puis  cherchant  les 
racines  réelles  et  positives  y,  y"^,  y",  etc. ,  on  aura 

y  =  4fi\        /  =  4^S         etc.. 


d*où 


a  a 


Les  valeurs  de  fi  ainsi  connues,  on  opérera  sur  les  équations 
(1)  et  (a) ,  comme  pour  obtenir  l'équation  finale  en  fi  ,  qui 
donnerait  les  valeurs  de  fi,  â",  etc.  ;  mais  avant  d'arriver  à 
cette  équation ,  on  parviendra  à  un  reste  du  premier  degré  ^ 
de  la  forme  Am  —  B ,  A  et  fi  étant  des  fonctions  de  ^S  :  ce  reste 
étant  égalé  à  zéro  >  fournira  une  équation 

A-  —  B  =  0 , 

qui  donnera  une  valeur  de  « ,  correspondante  à  la  valeur  subs- 
tituée pour  ^. 

Lorsque  les  parties  réelles  «,  y,  etc.  des  racines  imagi*- 
naires ,  seront  inégales  entr' elles  et  différeront  aussi  des  racines 
réelles  a,  b  ,  c,  etc. ,  il  est  évident  que  l'équation  aux  carrés 
des  différences ,  n'aura  d'autres  racines  négatives  que  celles-^;! 
—  4^%  —  4^*>  etc.  *,  de  sorte  que  le  nombre  de  ces  racines 
sera  précisément  le  même  que  celui  des  couples  de  racines 
imaginaires  de  la  proposée ,  et ,  dans  ce  cas ,  les  équations 
(1)  et  (a)  ne  pourront  avoir  qu'une  seule  valeur  de  0,  cor- 
respondante à  chacune  des  valeurs  de  fi  ,  et  par  conséquent 
le  plus  grand  commun  diviseur  ne  pourra  être  que  du  premier 
degré. 
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Mais  8*il  arrire  que  ,  parmi  les  quantités  m,  y,  etc.  ^  il  s'en 
trouve  légales  entr'elles  et  aux  racines  réelles  a,  b  ,  c,  etc. , 
alors  réqnation  aux  carrés  de»  différences  aura  nécessairement 
plus  de  racines  négatives  que  la  proposée  n'aipra  de  couples  de 
racines  imaginaires.  En  eiTet ,  soit  a=:  « ,  les  deux  racines  ima- 
ginaires [(•— a) +/8ï/^^]%  [(«—-a)— i8|/:=T]»  de- 
viendront —  ^8%  —  ^%  et  pfflT  conséquent  réelles  négatives  : 
de  sorte  que  si  la  proposée  ne  contient  que  les  deux  imagi-< 

naires  «-f-/SV^—  i  ,  *  —  fi\/ —  i ,  l'équation  aux  carrés  de» 
différences  contiendra  ,  dans  le  cas  de  «  =?a,  outre  la  racine 
réelle  négative  —  4^8*  >  ces  deux  autres  —  /S*,  —  fi\  égales 
cntr*elles  ;  d'où  Ton  voit  que  lorsque  Féquation  aux  carrés  de» 
différences  a  trois  racines  réelles  négative»  dont  deux  sont 
égales  entr*elles ,  alors  la  proposée  peut  avoir  on  deux  racine» 
imaginaires ,  ou  six  ^  savoir  > 

Si  la  proposée  contient  quatre  racines  imaginaires 

alors  réqnation  aux  carrés  des  différences  contiendra  les  deux 
racines  réelles  négatives  —  4**,  —  4^*  ;  mais  si  a  =  « ,  elle 
aura  encore  les  deux  suivantes  —  ^8%  — ^^*  ;  si  de  plus  i=  y  ^ 
elle  en  aura  deux  autres  —  J^*,  —  /•  •,  enfin  si  on  avait  «=  y , 
alors  les  quatre  racines  imaginaires 

deviendraient 
_(^-/)%    -(/s-/^)*,    _(^+/)%    _(^  +  J^)», 

c*e8t^-dire ,  réelle  négatives  et  égales  deux  à  deux. 


\ 
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lyoù  âkrert  Aisé  de  oonclnre^ 

1^.  Que  lorsque  toutes  les  racines  réelles  négatives  de  Téqua- 
tion  aux  carrés  des  dilFérences  >  sont  inégales,  entr'elles ,  alors 
la  proposée  a  nécessairement  autant  de  couples  de  nacines  isMH 
ginaires  qu'il  7  a  de  cot  racines  ; 

a*.  Que  si,  parmi  les  racines  réelles  négatives  de  Téqtiation 
aux  carrés  des  différences  j  il  s'en  trouve  d'égales  entr'elles  , 
alors  chaque  racine  inégale^  s'il  y  en  a,  donnera  toujours  » 
comme  on  vien^  de  le  voir ,  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées ;  mais  chaque  couple  de  racines  négatives  égales ,  telles 
que  ^  4/^*,  —  4^®*  qui  résultent  de  ^  =x  /8 ,  indiquent  quatre 
racines  imaginaires 

tandis  que  celles-ci,  — ^% — #•,*— (/8— /)%  —  (^ — J^)%  etc; 
qui  viennent,  par  exemple,  de  a=«  et  de  «  =  y,  n'en 
donnent  aucune.  Trois  racines  négatives  égales  fourniront  six 
racines  imaginaires 

•  ltiS|/^^,         ydiJ^l/^^,         idzA^/irr, 

si  on  a  /8  =  /  =  A  ;  ou  deux  seulement ,  lorsque ,  par  exemple  »' 
a  =y  et  ^=a^ ,  auquel  cas  on  a  encore  trois  racines  égales 
chacune  à  — 4^.  Quatre  racines  négatives  égales  donneront 
huit  racines  imaginaires  1 

•rtCV/^^,    y±:J^/^^,    i±?i\/'^,    f^dtf\/^^^ 

si  on  a  Cz=zi':=x::^f\  ott  quatre  racines  imaj^n^ires ,  si 
«  =  y=i,  ^=:  22C,  A=  fiC;  on   enfin   elles  n'en  donneront 

aucune ,  si ,  par  exemple ,  les  coefficiens  fi  /  i"  de  k  —  1 
étant  égaux ,  on  a  de  plus  a  =  «,  b=y ,  «,  y  étant  les  termes 
réels  dans  les  racines  imaginaires. 

jOr  soient  —  y,  —  y  deux  racines  égales  négatives  de 
l'équation  aux  carrés  des  différences  ;  on  fera ,  comme  ci* 
dessus  I 

a.» 
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mais  il  ne  faudra  plus  substituer  cette  yaleur  dans  réquatfon 

A«  —  B  =  o  , 

parce  que  (F*  sect.)  on  en  déduirait  «=7^  ce  qui  ne  ferait 
rien  connaître  :  on  fera  donc  les  substitfltions  dans  le  reste  pré- 
cédent qui  sera  du  second  degré  en  «  ;  ce  reste  étant  égalé  à 
zéro  ,  donnera  ou  deux  racines  réelles  ,  ou  deux  racines  ima- 
ginaires. Dans  le  premier  cas,  nommant  «'  et  m"  ces  deux 
racines,  on  aura  les  quatre  racines  imaginaires 

Dans  fe  second  cas ,  les  valeurs  de  «  étant  imaginaires ,  contre 
rhjrppthèse ,  on  en  conclura  que  les  deux  raéines  —  ^',  —  y' 
se  donneront  pas  de  racines  imaginaires  dans  la  proposée.  Si 
Téquatiou  aux  carrés  des  différences  comportait  trois  racines 
négatives  égales  —  y,  — y,  — y,  à  la  yaleur 

fi  —  —  - ,  ♦ 

correspondraient  trois  valeurs  de  «  ;  d'où  il  suit  que  si  Ton 
substituait  la  valeur  de  fi  dans  le  reste  du  premier  ou  du 
second  degré ,  on  aurait  deux  équations  qui  se  réduiraient  à 
zéro ,  indépendamment  de  «  :  on  fera  donc  la  substitution  dans 
le  reste  du  troisième  degré  en  «  *,  ce  reste  égalé  à  zéro ,  don- 
nera ,  pour  « ,  ou  trois  valeurs  réelles ,  ou  une  réelle  et  deux 
imaginaires  :  dans  le  premier  cas ,  on  aura  six  racines  imagi- 
naires ,  et  deux  seulement  dans  le  second ,  les  valeurs  imagi-* 
naires  de  «  devant  toujours  être  rejetées. 

9.  Appliquons  ce  qui  vient  d'être  dit,  1^.  à  la  recherche 
des  deux  racines  imaginaires  de  l'équation 

jc^  —  ax  —  5  =  G , 

traitée  (T*  sect.  ) ,  et  pour  laquelle  nous  avoxis  trouvé  l'équa^ 
tion  aux  carrés  des  différences 

y  p-,  lay  +  56y  +  G43  =  o  : 
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changeant  y  en  »-  y,  puis  les  signes  ^  on  aura 

y  +  lay  +  36y  —  G43  =  o  ; 

et  il  ne  8*agîra  plus  que  de  chercher  une  racine  réelle  et  po-* 
aitiye  de  cette  équation  qui  comporte  bien  une  telle  racine  : 
sa  partie  entière  sera  5,  et  par  la  méthode  donnée  (P*  sect.^ 
chap.  XXX) ,  on  trouvera 


5  + 


6  +  etc. 
d*où  Ton  tire  ces  fraction» 

5       3i        160       991 
1        6         01         19a 

Ck>miaissant  ainsi  y,  on  aura 

substituant  «  -4~  ^  i^ —  ^  P^"''  ^  ^^"^  ^^  proposée ,  et  faisant 
deux  équations  séparées  Tune  avec  les  termes  réels  ,  l'autre 
avec  les  coefhciens  de  ^—  1  ^  on  aura 

3«*  —  C»  —  a  =  o  ; 

8Î  Von  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux 

j^lynomes  ,  et  qu*on  ne  pousse  la  division  que  jusqu'au  reste 

du  premier  degré  en  «  ^  on  déduira  de  ce  reste  égalé  à  zéro 

(!'•  sect.) 

i5 


ainsi  on  aura  en  nombre  les  deux  racines  imaginaires  t^^C^-^i^ 
m, —  C  V^—  1  de  l'équation  proposée* 

st^.  Soit  l'équation  proposée  ^ 

a^  —  3x*,4-  4%  — •  a  ==  o  ;. 
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composée  avec  les  facteurs  x^— i ,  a>— i— V'^-i ,  a>— i+V'""'* 

et  dont  les  racines  sont  x=  i ,  x  =  i  +  V/^i  >  J^=  i — l/ — ^  > 
si  l'on  y  substitue  n+C  |/-^  i  pour  x^  on  aura  à  éliminer  enbre 

les  deux  équations 

3(*  — 1)^4.11»— 3«»+4«  —  a=o* 
?— 3n*  +  6«  — 4=  o, 
et  on  trouvera  pour  équation  finale  en  • , 

4«'  —  laji*  +  i3«  —  5  =  a, 
et  pour  reste  en  C, 

C*  ^  3«*  4.  6«i  —  4 1 

de  l'équation  finale  qui  est  du  trobième  degré  »  quoique  ta  pro* 
posée  ne  donne  que  deux  racines  imaginaires  ^  on  tire  ces  trok 
racines 

^  la  première  répond  C  =:  di  1 ,  et  oonséquemment  ^ 

♦  +  C  |/—  1  =  I  ±  |/—  1  :     V 
pour  la  seconde  racine  •  =  1  -f-  j>  |/— 1 1  ^  on  trouve 

C  =  ±  i  ; 
d'où  l'on  conclut 

*  +  C  V/—  1  =  14.  ]/—  1  ,       i,  +  C  V/—  1  =  1  ; 

enfin  pour  «(=  1  -^^  ^-*-  1  >  on  obtient 

Ç=d:i    et    #  +  Ct/~i=ri,    «+Cv/— 1  =  1— y*— ». 

Ainsi  ^  en  définitif  ^  les  valeuis  mêmes  imaginaires  de  «  et  C 
ramènent  a  des  racines  de  la  proposée^  mais  il  est  inutile  d*exi 
tenir  compte.  Remarquons  qu'en  posant  x  =  4  +^  V^**~  1  ^  cm 
nlexprime  pas  essentiellei&ent  une  racine  imaginaire ,  puis^ 
qu'elle  devient  réelle  par  C  =  o^  et  par  C imaginaire  on  de  1^ 
fop;^e  7  ^— - 1  ,.  lorsiju'on  ne  veut  cpe  les  racines  imaglLoai^eft 
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àB  la  proposée ,  il  ne  faut  prendre   pour  «  et  C  que  det 
walenn  réelles. 
3^  5oit  récmation 


X*  +  4^  -f-  6x*  -|-  4^  -f-  5  =  o  : 

en  posant  toujours  07=  «  -4~  ^  V^ —  ^  i  ^^  égalant  toujours  i 
zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire ,  on  obtient  ces 
deux  équations 

^♦4.4^4.(6— S?)  «•+  (4—  iflf)  «  +  e4_  6CM.5  =0 , 
on  déduit  de  la  dernière  ', 

m 

cette  valeur  substituée  dans  la  première  équation ,  donnera  la 

euiyante , 

4^  -f.  i&ji  4  a4*«  4-  iÇ«  =  o  , 

qui  a  pour  deux  de  ses  racines  o  et  —  a.  Ces  deux  valeurs 
de  m,  reportées  dans  l'expression  de  S^  donnent  Tune  et  Tautre, 

C^  =  1 ,      ff  où      C  =  d:  1  ; 
donc 

a:  ==  —  a  ±  |/—  1 ,      x  =  ±:  |/ —  i. 
Or, 

(x+a  — ^_i)(x-f  a  +  V^— i)  ss  a:*  +  4x  +  5, 
(a?  — V^— 1)  (x  +  4/— 1)  =  x*+  1  ; 

et  ces  deux  facteurs  doubles ,  multipliés  entr*eux ,  donnent  la 
proposée  :  on  remarquera  que  les  deux  autres  racines  de  «  ^ 
étant  imaginaires ,  doivent  être  rejetées* 

On  peut  aussi  parvenir  au  même  résultat  par  les  considé- 
rations suivantes  :  le  facteur  double  résultant  du  produit  des 
facteurs  imaginaires 

a?  =  •  +  C  J/—  1  ,      X  =  «  —  C  v/—  I 
sera 


■s 
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la  propotée  devant  être  divisible  par  ce  Cacteur  doable ,  ri 
on  exécute  la  division ,  et  qu*on  la  pousse  jusqu'au  reste  du 
premier  degré  en  x ,  il  faudra  dire  que  ce  reste  est  nul  » 
indépendamment  de  toute  valeur  de  x  ;  donc ,  ce  reste  étau^ 
de  la  forme  Ax  —  B ,  on  devra  poser 

A  =  G,       B  =  G, 

équation  au  moyen  desquelles  on  évaluera  «  et  C. 
Soit^  pour  exemple^  l'équation  traitée  précédenmient^ 

x^  +  4x^  +  6x^  +  4a;  +  b  =  o: 
en  la  divisant  par 

on  aura  pour  quotient 

a:»  4.  (4  +  a^)  X  +  6  +  8«  4-  3-*  —  C», 

et  pour  reste  du  premier  degré , 

_(^*-j-C*)(6  +  8«  +  3«*  — C*)  +5; 
d*où  résultent  les  deux  équations 

(«♦  +  **)  (6  +  8*  +  3«»  — C*)  +  5  =  0, 

La  valeur  de  C*  tirée  de  la  première  et  substituée  dans  b 
seconde  ^  donne 

4«^  +  i6«'  +  24«*  +  16*  =  G, 

d*où  on  déduira  les  valeurs  de  «^  et  C  trouvées  ci-dessus. 
4°*  Soit  enfin  l'équation 

j^  —  a:*  +  3x  +  5  =  o> 
la^quelle  divisée  par  x* —  s^x  +«•  -f-  ff*,  donne  pour  quotient 

a:  -+*  air  — ^  1 , 
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et  pour  reste  ; 

(3 H-ii»— fl«  —  C»)  X  +  5  —  a«»4- «•+ (  1  —  an)  C*, 
d*où  l'on  déduit  ;  d'aprèâ  ce  qu*on  dit  plus  haut , 

Substituant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  C*>  prisa 
dans  la  première ,  on  trouye  une  équation  en  «  qui  donne 


ij 


racine  à  laquelle  coirespond 

Le  facteur  doiible  est  donc 

X*  —  2X  +  5  =  o , 
qui  donne 

X  =  1  dz  a  |/—  1 

pour  les  deux  racines  imaginaires  de  la  proposée. 

Lorsque  Tétpiation  dont  on  cherche  les  racines  imaginaires» 
est  d*ùn  degré  plus  élevé  que  le  quatrième  >  les  équations  qui 
donnent  «  et  C^  sont,  pour  Tordinaire,  d*un  degré  tellement 
élevé  j  qu*ellea  ne  sont  d'aucune  utilité  dans  la  pratique. 
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CHAPITRE  m. 

Suite  des  fractions  continues. 

10.1.1  01J8  ayons  doniié^(P*  sect. ,  chap.  XXXI)  les  élémens 
des  firactions  continues;  nous  allons  continuer  et  compliter 
Texposition  de  cette  importante  doctrine. 

1 1 .  Nous  appliquerons  d'abord  la  règle  donnée  (diap.XXXI)y 
au  déyeloppement  de  la  fraction  \ 

b^V  +  V'{'ir+ etc. 
a  +  tf'+ fit* -f.  a^-l- etc.  ' 

dont  les  deux  termes  sont  des  suites  infinies  :  divisant  le  d& 
nomiilateur  par  le  numérateur ,  et  ne  prenant  C[n*na  terme  au 
quotient^  on  aura 

A  -i-  y  +  i*  ^  etc. 

_.      (■^-i^+(.--Ç)-H(.--^)  +  «c- 
~b'^  b  +  V-^-V-^  etc.  '. 

* 

Posant 

a  "^-r-  :=^  c ,      a— -Tr-  =  c,       a   ^^  —r- z=z  c  ,       etc.. 


on  aura  le  second  quotient 

&+y +  y4-y^+etc. 

c-^-c  -{-c'  +  c*  +  etc. 


c-f^c  +  ?  +  eta 
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Faisant  d«  nonrean 


c  c 

on  aura  le  troisième  cpotient 


-^  — —"=2  a  ,        etc.  j 


C'^c^+c'  +  c^  +  etc. 
d+tT  +  dr  +  d'  +  etc. 

3"^  d  +  d^  +  d'  +  eto. 

et  ainsi  de  suite.  De  ces  quotiens ,  on  conclut 


—  3  + 


J  +  y4.i•  +  fc•^-etc.       1 
a+  û^  +  û*  +  û*  +  etc. 


V^ 


l 


3+ 


d 

e 


.+  ctc. 


et  on  aura  pour  déterminer  les  quantités  c ,  d,  e,f,  etc.  ; 
ces  équations 


.,   «y 


=«--^ 


c'=a~ — 


ab' 


il». 


ab 


IT 


.It 


ai' 


«to. 


d=V 


bc' 


d:=b*-~ 


c 
bc' 


^= 


c 


IT_ 


6 


Clf 


^#.—  /%*_ 


ed" 


ete. 


«te. 


«r 


/=rf'- 


*1 

e 


cto. 


etc. 


etO< 
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Soit  rexpression  l/      à  réduire  en  fraction  contiimB : 

on  trouvera  après  avoir  développé  (j^ —  i)* ,  et  comparé  CfCQ 
la  proposée  y 

6  =  x,    6'  =  o,  V-=zOy  b'=o,    etc. 

«*'=— T4gr^>  ô^=— îliry^>  «te.,, 

« 

d'où  résultent,  d'après  les  relations  ci-<lessu8^ 

faisant  ces  substitutions  dans  l'expression  générale  de  la  frac* 
tion  continue  ^  on  trouve  d'abord 


XX  .  1 

T 


--r-'"*'-i:y- 


+ 


et ,  tontes  réductions  faites ,  en  donnant  la  plus  grande  att«i-> 
tion  aux  signes,  on  obtient 

V   y*— 1  1 

y r 


^y  — 


1 


ay  —  —  •  etc. 


Prenons  pour  seconde  application  la  série 

X  +J_^çM-  '-  r^  +  7  x7  4-  etc.    . 
1  +    o    +  o    +    o    -f-  etc.  ' 


\ 
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qui  représente  (P*sect. ,  diap.XX)  le  déyeloppement  de 

— —  \ ,  l  désignant  ici  logarithme  népérien  ,  déye- 
loppement que  nons  démonterons  autrement  dans  ce  Traité  : 
on  a  dans  ce  cas , 

a=ri,  afz=:o,  a*  =  o,       a^zno,  etc., 

b  =  x,         Vk^^x^,      b''  =  ^a^,   br\=:^x%  etc., 

«=— 5^>«fc=— 1^^>«=+7^^i/=4•7r^T5*^  etc.; 

donc   - 


■ 

1 

• 

-xj 

1 

1       ^ 

* 

X 

1 

■ 

9 

,           » 

1 

3.^.7.9 

7?  +  etc. 

1 

1 

J? 

3        4 

X      5 

X 

7 

■75 

a;      j 

JE 

a5 

• 

etc. 

X 

Lorsque  x  =  tang  f ,  on  a  (Trig.  ) 
désignant  la  demi-circonférence  ;  donc 


3o 


ANAL 

1 

1                                        1 
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tang^          3                     4 

» 

tang  f'^      5 

9 

tangf 

7 
Ungf 

i6 

9"         a5 
taj)&^        11 

CtC 

taDgf 

Nous  démontrerons   aussi  par  la  suite  que  x  étant  un  arc 
dont  la  tangente  z=:^^  on  a 

donc 

J  =  ^y=— ^t3,    6'=it*,    6'=-^r,    i''=it^  etc., 
c  =  it*,       d  =  i^t3,    c  =  ^t4;     etc.; 

â*où  Ton  conclut  »  après  les  réductions  , 

1 
x=:« 


tangx    .     5       , 


tangx         5 

tangx 


tangx  Q        ,     ^ 

o         — 2 —  u-  etc. 
tangx 

Dans  Tun  des  chapitres  suiyans,  nous  déyelopperons  la  taft-* 
gente  en  fraction  continue  >  suivant  les  puissances  de  Tare. 

On  voit  donc ,  par  ce  qui  précède ,  qu'on  pourra  résoudre 
en  fraction  continue  toute  expression  qu'on  saura  développer 
en  une  série. 


..  m 


• 


12.  Soit  —7  une  fraction  dont  le  dénominateur  m'   soit 
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moindfe  quê  le  dénominateur  Ç^  d^une  des  fractions  conver'» 

gentes  ^ ,  je  dis  que  la  fraction  ^  exprimera  plus  exacte 


m 


wnent  que  —, ,  la  valeur  totale  Side  la  fraction  continue. 

Pour  que  la  fraction  —7  tombât  entre  ^  et  a^  il  faudrait 
qu'on  eût 

et,  à  fortiori, 

abstraction  fiiite  ëa.eigpie.(P*  aect. ,  diap.  XXXI)  :  cette 
inégalité  reyient  à 

or  Q,  Q^  m,  ni  étant  des  nombres  entiers,  le  numérateur 
Qm'  -7-  Q^m  ne  peut  être ,  abstraction  faite  du  signe ,  un 
nombre  moindre,  que  l'unité  :  on  a  d'ailleurs ,  par  hypothèse , 

ni  <  ly,      d'où      mV  <  Q'»  ; 

donc  on  aurait ,  au  contraire  ,  ' 

Qni—  q^m       _i 

'donc  la  fraction  —7  ne  peut  tomber ,  comme  on  Ta  supposé , 

Q 

entre  ^  et  a. 

^  i3.  n  résulte  de  cette  proposition  que  la  différence  entre 
deux  fractions  consécutives  ,  est  aussi  petite  qu^il  est  possible , 
ensorte  qu  entre  ces  fractions  ,  il  ne  peut  tomber  aucune  autre 

^fraction  quelconque,  à  moins  quelle  nait  un  dénominateur 
plus  grand  que  ceux  de  ces  fractions,  ^ 


t 
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En  effet,  soient  les   deux  firactioiis  consétntiTes  p/t  ^î 

on  aura 

P  _Q i_ 

P'       Q"  "~  Q'R'  ' 
mais  la  différence 


et  la  difl^érence 


m 


R         mR'—  mil  ^      1 


> 


jîi .       R'  m  R'  ^i  R 

donc  la  première  différence  ne  peut  devenir  ^  fpTr  »  ^*AV* 

tant  que  mf  sera  >  R',  et  la  seconde  ne  peut  être  <  7v5/t 
que  sous  la  condition  m' ^  Q'. 

14.    Les   fractions  ^ ,  g; _^  _.     V  ^  ^^    ^j^^  ^^ 

appelées  frcLctions  principales ,  parce  qu'elles  convergent  le 
plus  qu*il  est  possible  vers  la  valeur  totale  a  .de  la  firaction 
continue  :  on  a  vu  (  T*  sect.  )  que  ces  fractions  principales 
sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  a;  d*oà 
il  résulte  qu'on  pourra  les  séparer  en  deux  classes  , 


f  »         à-^f  9         i,v  >         etc.  f 


A  C^  E 

A"         C*         E 

B  D  F 

la  première  composée  de  fractions  toutes  plus  petites  que  a, 
et  qui  iront  en  augmentant  vers  a ,  et  la  seconde  de  fractions 
toutes  plus  grandes  que  a ,  et  qui  reviendront  en  diminuant 
vers  a. 

Examinons  maintenant  chacune  de  ces  deux  séries  en  par« 
ticulier. 
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Daiis  la  première  >  oa  aura  (P*  sect.) 

C       A  _  CA^— AC  _  A^(By+ A)  -  AÇB^y+AQ  _     y 
C""r~       A'C      "■  A'C  ""TC^* 

E       C  _  EC—  CK  _  C  (Dt+<:)— C  (lyj+C)  _     i 
E'      C  ~"^  E^C      ~  (E'E'         '^  CE' * 

etc. 

l3ans  la  seconde  ^  on  aura 

B       D  _  BD  —  DB^  _  B  (C/^+BQ  ■-  B^  (C  J^  4  B)         j^     ^ 

B'     iy~     B'iy    ~  B'iy  "^B'iy  • 

D  ^  F  _Dr— Fiy_D(n+iy)— DXE^+D)_    S 

etc. 

Si  les  nombres  y,  ^,  • ,  etc.  sont  égaux  à  Funité  y  il  sera  im- 
possible ,  comme  on  Va  démontré  ci-dessus  (i3) ,  qu'entre  deux 
fractions  consécutives  quelconques  de  l'une  ou  de  l'autre  des 
deux  séries  précédentes  ;  il  se  trouve  aucune  autre  fraction 
dont  le  dénominateur  tombe  entre  ceux  de  ces  fractions  ,  on , 
en  général ,  dont  le  dénominateur  soit  moindre  que  le  pl^is 
grand  des  deux 'dénominateurs.  Mai^  il  n'en  sera  plus  ainsi 
lorsque  les  nombres  y^  /">  t ,  etc.  seront  dilFérens  de  l'unité  : 
supposons  >  par  exemple  ,  que  y  soit  4  :  on  aura 

C  =  4B  4.  A, 
C'=  4B'+  A', 

A     C 

et  on  pourra,  entre    les    fractions  •pi.pj  insérer  les  trois 

factions  intermédiaires 

B4-A         flB+ A       3B  +  A 
F+1?*     aB'+T'     3B'+X'' 

or  il  est  clair  que  les  dénominateurs  de  ces  fractions  forment 
une  suite  croissante  par  différences  égales  depuis  A'  iusqu'àC, 
et  les  numérateurs  depuis  A  jusqu'à  C ,  et  nous  allons  yoir 

3 
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que  les  fractions  elles^-mêmes  croissent  aussi  eontiniieUement 

A  C 

depuis  -^  jusqu'à  ^  ^  eusorte  qu'il  serait  maintenant  impossible 

d*insérer  dans  la  série 

A^       B^-A        aB  +  A       5B  +  A       4B4:A  _  C 
A'*     B'-f-A'*     aB'+A'*     SB'+A"     4B'+A'~C* 

aucune  fraction  dont  la  valeur  tombât  entre  celles  de  deux 
fractions  consécutives ,  et  dont  le  dénominateur  se  trouvât 
aussi  entre  ceux  des  mêmes  fractions  ;  car  si  Ton  prend  les 
différences  entre  les  fractions  précédentes  ^  on  aura>  i  caust 
deBA'— AB'=i, 

A  +  B  _  A^  _  1 

B'  +  A'        A'  ""A'CB'  +  A')' 

aB+A  _  B+ A 1 

aB'-HA'        B'  +  A'  ""  (B'  +  A')  (aB'  +  A')  * 

5BH-A        aB  -f  A i 

3B'+A'  ""  aff+A'  —  (2B'+A')(3B'  +  A')  ' 

€        5B4-A  _  1 

C       3B'+A' ~(3B'+A'>C' 

tfoû  Ton  voit  d'abord  que  les  fractions  -77  ,  -,,   ,    .> ,  etc. 

A      »  -f-  A 

vont  en  augmentant ,  puisque  leurs  différences  sont  toutes  posi- 
tives  ;  ensuite ,  comme  ces  différences  sont  égales  à  l'unité  di- 
visée par  le  produit  des  deux  dénominateurs  ,  il  est  impossible 
qu'entre  deux  fractions  consécutives  de  la  série  précédente , 

il  puisse  tomber  ui^  fraction  quelconque  — j,  si  le  dénomi- 

711 

nateur  m  tombe  entre  les    dénominateurs  de  ces  fractions  1 
ou ,  en  général ,  s'il  est  plus  petit  que  le  plus  grand  des  deux  i 
dénominateurs ,  comme  nous  l'avons  démontré  précédenmient. 
De  plus^   les  fractions  dont  il  s'agît  sont  toutes  plus  petites 
que  la  vraie  valeur  de  a  ;  en  effet ,  (  I"  sect. ,  chap,  XXXI} 

B  1 

î;;  —  a 


B'       "*—  h'iBy  +  A')' 
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la  ifal«iir  de  y  itaat  définie  («den»)  :  en  divisant  B  4-  A 
par  B'^f'A',  on  tronro 


d*où 


donc 


B  +  A  _B 1 

B'4- A"  ~ S        B'(B'+ A^)  • 

B        B  +  A  _  1 

V  ~  F+A'  ~  FCB'+A')* 

B  B        B4-A 

^  ""  "*  <^  r  ""  B^ry 


et  comme  ces  diflFérences  sont  de  même  signe  ,  on  doit  côih 
dure  que  =f  étant  ^  a,  on  a ,    au  contraire  ,   ^  .    .  /  <  « , 

ce  mii  est  vrai  des  autres  fractions      p^^  ,, ,   etc.  :  donc 
^  aU  -f-A 

j      rL^.         B  +  A     âB  +  A     5B-hA 
cbacune   des  frictions    gr:^^,   SqiT'    âF+T  '  ^^^'^ 

d'ailleurs  croissantes  ,  approchera  plus  de  a  que  de  ^.  Qr 

on  trouve 

A        B        — i 


A*^       B'  ~  A'B'  • 

B  +  A       B  _         —1 

F+T       h'~  i B'+  A')  V 

aB^"  A  _B  _         —  1 

SB-f»  A       B  _         — ,  i 
3B'+  A'^^  B^  ~  (3B'+A')B' ' 
C        B        —  1 


/n/   * 


C       B'  ^  C'B 

donc ,  pubque  ces  différences  sont  aussi  égales  à  l'uaité  divisée 
par  le  produit  des  dénominateurs»  on  pourra  prouver  de  la 

même  manière  que  ci-dessns^  qu^aucone  fraction  —7  nt  pourra 

3.. 
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tomber   entre   Fime   quelconque  des   fractions  -p ,  ^  ^   ^,  l 

^,  .  ., ,  etc.  et  la  fraction  =^ ,  si  le  dénominateur  •?»'  est 
sB +A  B^ 

plus  petit  que  celui  de  la  même  fraction;  'd*où  il  suit  que 

chacune  de  ces  fractions  approche  plus  de  la  veûeur  a  que  ne 

pourrait  en  approcher  toute  autre  fraction  moindre  que  a  ,  et 

qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit ,  cest-^L-^re ,  qui  serait 

conçue  en  termes  plus  simples. 

Nous  n  ayons  considéré  que  les  fractions  intermédiaires  entre 

A        C 

-T7  et  T^  :  il  en  sera  de  même  des  fractions  intermédiaires  entre 

A        Cl 

CE  E        G 

j=7  et  =r, ,  entre  ^  et  7^ ,  si  i ,  f ,  etc.  sont  des  nombres  plus 

grands  que  l'unité. 

B     13     F 

On  peut  aussi  appliquer  à  Tautre  série  w>  f^>  p;>  etc.  tout 

ce  que  nous  yenoçs  de  dire  relativement  à  la  première  série 

A     C 

T?  »  j=v>  ^tc. ,  de  sorte  que  si  les  nombres  /">  {,  etc.  sont  plus 

B        D 

grands  que  Tunité ,  on  pourra  insérer  entre  ^  ^^  jy>  entre 

D       F 

=r7  et  ^ ,  etc.  ,  différentes    fractions    intermédiaires  >  toutes 

plus  grandes  que  a ,  mais  qui  iront  continuellement  en  dimi- 
nuant ,  et  qui  seront  telles  qu'elles  exprimeront  la  quan- 
tité a  plus  exactement  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  frac- 
tion plus  grande  que  a  y  et  qui  serait  conçue  en  tehnes  plus 
simples. 

De  plus ,  si  *fi  est  aussi  un  nombre  plus  grand  que  l'unité, 

B 

on  pourra  pareillement  placer  ayant  la  fraction  ^,  les  fractions 

A+i    aA+i    gA  +  i      ....   CA+i        B       ^ 
— l — >  — - — »  — g — ,  etc.   jusqua  — ^ —  =  g?,  et  ces 

factions  auront  les  mêmes  propriétés  que  les  autres  fractions 
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iatermédiairea.  De  cette  manière  /on    aurai  ces  deux  suites 
complètes  de  fractions  conyergentes  vers  la  quantité  a  : 

Fractions  croissantes  et  plus  petites  que  a. 

A      B  +  A       aB  +  A  (y_,)B  +  A 


A"  B'+A'*  flB'+A'* (y— i)B'+A'*^ 

C  D  +  C  flD+C  (,  — ;)D,fK: 

C  jy+c  aD'+e (,_i)iy4.c^» 

E  F  +E 

Fractions  décroissantes  et  plus  grandes  que  a. 

A+i  flA+i  5A4-  I  (g— i)A+i  V 

__,  — .,  g       .......  J-— ^^  ^ 

B  C  +  B  ,  flC  +  B  <j-— i)C4-B  . 

B'»  C+B'*  flC'+B'" (i^— OC+B'* 

D  E+D 


D"'     E+iy  ' 


etc. 


Si  la  quantité  a  est  irrationnelle  ^  les  deux  séries  précé- 
dentes iront  à  l'infini  y  puisque  la  série  des  fractions  principales 

T7  >  5?  >  cte'  ▼*  d'elle-même  à  l'infini. 
A      B 

Les  fractions  intermédiaires  sont  appelées  fractions  second 
daires. 

i5.  Mais  le  nombre  a  étant  rationnel  et  égal  à  une  fraction 

V  . 

quelconque  ^  y  on  sait  que  la  série  des  fractions  principales 

est  terminée  y   et  que   la  dernière  fraction  de  cette  série  y  est 

V 

la  fraction  —,  -y  donc  cette  fraction  terminera  nécessairement 

aussi  Tune  des  deux  séries  ci^dessus  ^  mais  Tautre  série  pourra, 
toujours  aller  à  l'infini. 
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En  eiFety  8iippo8on8  que /"sohledermerdéxiomniateiirdela 

baidon  continae ,  fy  sera  la  dernière  de9  fracti<»i8  principales» 

et  la  série  des  fractions  pins  grandes  que  a ,  se  tronvera  terminée 

par  cette  même  fraction  =^  ;  or  l'astre  série  des  fractions  plus 

petites  que  a ,  se  trouvera  naturellement  arrêtée  à  la  fraction 

^  qui  précède  »  ;  mais  pour  la  continuer  >  il  n'y  aura  qu'à 

prendre  l'infini  pour  le  dénominateur  f  qui  doit  suiyre  i"  (P*  sect.)> 

E  D 

de  sorte  que  la  fraction  =:;  qui  suivrait  ^r;  dans  la  série  des 

fractions  principales  9  serait 

•    E  _  ooD-fC  _p 

or  par  la  loi  des  fractions  intemiédiaires ,  il  est  claùr  qu'à 

cause    de    i  =  oo  ,   on   pourra    entre   les   fractions  ^  »  ip  • 
insérer  les  fractions  intermédiaires 

D  +  C       flP  +  C       5D  +  C 
W+i^'   .sjy+C*     31X4- C"    ^'' 

c 

ainsi  on  pourra ,  à  la  suite  de  la  fraction  p ,  placer  las  firae^ 
tions  dont  nous  parlons. 

16.  On  peut  donc  résoudre  cette  question  :  Une  fraction 
exprimée  par  de  très^ands  nombres ,  étant  donnée ,  trouver 
toutes  les  fractions  en  moindres  termes ,  qui  approchent  si  près 
de  la  venté ,  quil  soit  impossible  d'en  approcher  davantage 
par  des  fractions  plus  simples. 

D'après  la  théorie  précédente ,  le  problème  sera  résolu  eu 
réduisant  la  fraction  proposée  en  fraction  continue ,  puis  fior^ 
mant  les  fractions  convergentes  ,  et  intercalant  les  fractions 
secondaires  (Voyez  les  additions  par  l'illustre  IjOgrange^  *U 
«econd  YOÎtane  de  l'Algèbice  i'Euler). 
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17.  Représentons  >  pour  pins  de  commodité^  par  p",  p', 
p"^  etc.  les  numérateurs ,  et  par  ç*,  9',  q'^  etc.  les  dénomi- 
natemrs  des  fractions  principales  coùTergentes  vers  la  quantité 
a  résolue  dans  cette  fraction  continue  | 


a  =:  A  -f-- 


v+i 


».     ï 


^  A*  +  etc: 

nous  avons  démontré  cett«  loi  d«  foniuti(Hi  des  firacâons 
convergentes 

(0 p'  =Ay +  p-,       9*=^  +«r (3). 

(3) pP=AY+p'.  q'=*V  +  < (-0, 

(5) p"=A-p-+p'.  fl"=AV+9' (6), 

etc.  etc. ,    , 

où  p®  =  1  et  ^  =  0.  Si  Ton  mdtîplie  (9)  par  a  «  et  qu*on 
retranche  (1)  de  ce  produit  ^  on<  trouvera 

m 

en  opérant  de  la  même  manière  snr  (^  et(/Q,  (5)  et  (6),  ete.> 
on  aura 

*-«r-p--5^*r:F* 

etc. 

Mais  on  a  vu  (P*sect.)  que  ladifférenceentre  la  fraction  totale  a 
et  une  fraction  quelconque ,  est  moindre  que  la  différence 
entre  a  et  la  fraction  qui  précède  immédiatwwal  celUJà  ; 
â*où  il  résulte  que  les  quantités 

9  fl  9  T, 


*x 
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c'est-iNlire  (*)  » 

p^  —  a<f,      p'—aq\    p'—aq",    p'—atf,      etc.  ; 

formeot  une  suite  de  tennes  qui  vont  en  âiminuant  ^  et  qoi 
sont  alternatiyement  positifs  et  négatif  :  donc 

atf  —  p  aq  —p 

p"—aq"  ^ 

Vw__^^  >  o    et    <  1,        etc., 

et  conséqnemineiit. 


A» 


OU  bien 


p'—aqr        p'—  aq'  _  ^ 
o^* — p*       aq' — p*  * 

p'— «M/*       p'—aq' 
"^  0^=1::^  -^  a^— p*^  ~     • 

etc., 
p'—  g«?' 


*'<^::r-^.< 


09'  —  p'  ^  a— A* 


^  p"—aq"  ' 
etc. 


(*)  En  effet,  «yint,  par  exemple,  lei  io^alité*  p*  —  aii'<_ p'—aq»  «t 
^ >ï»,  OB  «m  «hmï  C^  <  ^''—t  c'«»«rà-di« ,  ^  -a  <  ^  - «. 
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où  le  signe  ^  dénote  le  nombre  entier  immédiatement 
moindre  que  la  valeur  de  la  quantité  placée  à  la  droite  de 
ce  signe. 

On  observera  que  9^  étant  =  o  >  il  est  indifférent  d*écrire 
—  aq°  ou  —  q^. 

Ainsi  connaissant  déjà  p^mi ,  q^:=o,  p'=zx,  nombre 
entier  immédiatement  au-dessous  de  a ,  q'  znz  i  ,  et  conséquem^ 
ment  ?f  quotient  de  1  par  a  —  A  >  on  déduira  des  relations 
(1)  et  (pi)  p^  et  q",  et  des  relations  (3)  et  (4)  les  valeurs  de 
p"  et  q'  ',  puis  le  quotient  dep* —  aq"  p^  aq" — p"  donnera 
A*,  et  au  moyen  de  (5)  et  (G),  on  connaîtra p'^  et  ^^,  et  ainsi 
de  suite. 

Qu'on  ait  a  ^  1 2  toutes  les  relations  précédentes  ont  encore 
lieu  ,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer  :  car  d'abord  x=o, 
et  conséquemment , 

^  <  a; 
d'autre  part ,  dans  ce  cas  ^ 

p*  =  i,    ^''  =  0,    p':=o,    9^=1,    pf—i,    9"=  a'; 

donc 

>'<2;r:a!<i,    d'où   a<^: 

^  a<l'—p'  ^  a  *  ^  A 

La  troisième  inégalité  devient 

A»  <  — 2_  ,      d'où      o  >  -t    * 


La  qaatrième  donne 

7  +A  7  ^,j^i 

I 

et  ainsi  de  suite. 


I 
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18.  Maia  on  peut  tcnix  la  fraction  eontiniM 


c±i 


1 


y  3^ 


^±:  etc.  ' 


€«9  tortet  de  fimcdons    qui  procèdent  ainsi  par  adi£tion  et 
par  soustraction ,  peuvent  toujours  se  changer  en  d'autres  qui  1 
ne  soient  formées  que  par  addition.  I 

Supposons,  en  effet, 

p  et  P  deTant  être  des  nombres  entiers ,  et  I  et  TdmMmbres 
plus  grands  ^aa  runité  :  on  aura  donc 

donc ,  à  cause  de  -  <  1 ,  ^  <  i ,  on  aura 

J-  +  T  <  a; 

conséquemment  on  ne  pourra  faire  que  Iltypothèse 

p  —  P  ==i  1 ,       d'où      P  =  p  —  1  ; 
donc 

de  là 

et  cette  transfonnation 


T  =  i 


1—1* 
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qui  servira  à  faire  disparaitrs  les  signes  molu  dans  une  frao* 
tion  continue  quelconque. 

Soit,  par  exemple ,  la  fraction 


c  +  l 


y  +  etc. 


[   en  faisantp  =  «,  f=C-f-—  ^  cette  fraction  devient 

^**"  /-+-  etc. 

et  substituant  pour  t  sa  yaleur  >  <»i  a  œtte  transfrmnfe 


=  «  —  1  -I :  (0- 


^+'-^r=r  i+i 


''  +  ***•  C-i+i 


- 

I .      La  fraction  continue 

1 


y+ 


J'+eto. 


c-i 


y+' 


^•—  etc. 
r  #e  c:kange  d'abord  en 


«— 1 


1 
1  + 


y+  etc.  • 


f 


^  celle-ci  devient 
e-i+- 


(a); 


»  +7 1  + 


^'-  .+■ 


r— 1  +etc. 


f 
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Que  la  fraction  à  transformer  toit 


.  +  • 


+  etc.  • 

on  4rottYera>  en  faisant  C:=:  i  dana  (i)^ 

1 


—  1 

1 


$ï  l'on  désigne  par  y  le  reste  de  la  fraction  continue  qui  suit  y^  et 
qu'on  multiplie  par  y-f"  j^  les  deux  termes  de  la  dernière  frac* 

tion ,  on  aura  pour  transformée  de  la  précédente, 

'y+y 

*—  1  +_-i— _  c=  I,  —  1  H 1 (3)- 

La  fraction 


=    «  —  1  + 


y+etc  1 

o  +  - 


1  +  ' 


y— i  +  etc. 


en  faisant  dans  (s)  le  quotient  C=  2  ;  mais  d'après  la  trans- 
formée (  3) ,  en  y  faisant  y  =  1 ,  ^=  y  _  1  ^  cette  dernière 

fraction  devient 

1 


«—  i 


.    1 


y  —  1  -f-  etc. 


on  yoit  donc  que  ^  dans  ce  cas  >  la  fraction  est   simple 
fiée. 
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Cette  égalité  identique 

I 

fait  voir  qu'une  fraction  continue  dont  tons  le3  termes  ont  le 
éigne  + ,  peut  quelquefois  être  simplifiée  ^  en  y  introduisant 
les  signes  —  :  c*est  ce  qui  a  lieu  lo^rsque  quelques  dénomina^ 
teurs  sont  égaux  à  Funité  :  car  ^  par  exemple^  la  fraction 


«  + 


1  +  ^ 


y  +  etc. 

pourra  se  réduire  par  la  formule  précédente  ^  a  celle-ci 


+  1  - 


y  +  1  etc.  * 

qui  comporte  un  terme  de  moins  :  ainsi  la  fraction 

1 


-  + 


x  +  i 


1+^ 


^+  etc. 
se  réduirait  à 

•  +  1  —  — 


a+^ 


^"4-  etc.  ' 
en  observant  que  ye=  i* 

Et  la  suivante , 

1 


1  -(- 


fie  réduira  d*abord  i 


•  •j^etc. 
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/  "^«  H-  etc.  * 
et  ensuite  à 


3-1 


+  i  «te/ 


La  fraction  continue  qui  eiqprime  le  rapport  de  la  ci 
rence  au  diamètre  étant»  con^me  on  Tayu  (P*  sect.)  > 


I 


3  +  — 


1 


7  + ; 

i5+- 


i  +  i 


1 


.+i 


i  +  * 


s  ^  etc.  f 

peut  se  réduire  i  une  autre  qui  ait  trois  termes  de  moin», 
et  qui  sera 

-      3  +  -^' 


7+-i 


,6-J. 


394  —  - 


3-1 


-f-etc. 

m 

19,  Pour  pouvoir  comprendre  sous  une  même  formule  générale 
les  fractions  où  les  signes  sont  tou:i  positifs ,  '  et  celles  qui 
renferment  des  signes  négatifs ,  il  est  bon  de  transformer  ces 
dernières ,  de  telle  manière  que  les  signes  négatifs  n'affectent 
que  les  dénominateurs  »  ce  qui  est  facile  ;  car  ayant ,  par 
exemple  »  la  fraction 
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ff+i 


1 

y — 


^+etc.^ 
on  pourra  d*abord  la  changer  en 


•  +  _c_l. 

1 

y" 

celle-ci 

.V  ■ 

/+etc.^ 

.«b  -f-  -r 

y  +  K  .   

«t  ainsi  de  suite. 

20.  Nous  ay(»s  trouvé  (I**  sect.,  chap.  XXXI) 

B   _  A  1    ^, 

F  ""  A'  "^  A'B'  * 

d'où      {G  ~  F       FC^* 

etc.  ; 

et  9  à  cause  de  A'  =  i ,  on  aura ,  en  désignant  par  ^  Une 
des  fractions  convergentes    , 

^  —  A  j-  *       JL.  a.     ^  -f-     * 

et  on  tait  que  Terreur  sera  moindre  que  |p;  (P*  sect.). 


B      A 

B'—A'  — 

A'B' 

C       B 
C      B' 

1 
B'C 

D      C 

1 

ciy 

etc. 

\ 
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Pour  la  fraction  continua 


7  +  i 


iG  +  i 


—  ^94+- 


^  — 3  +  etc.* 

qui  exprime  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  >  on  a 

A  =  3,,A'=i,    B'=7,    C'=7.i6  +  i  =  ii3, 
D'  =  1 13  X  —  394  +  7  =  —  33ai5 , 
ET  =  —  33fl  1 5  X  3  +  1 1 3  =  —  gjiBa , 
F'  =  —  9953a  x  — 3  —  333i5  =  a6538i  ; 

de  sorte  que  la  isérie  cherchée  sera 

3  +  i L^_    • 


7   7.113   ii3.33ai5   33ai5. 9953a 
1 


9953a. a6538i 


etc. 


ai.  Lorsqu'on  développe  une  quantité  en  fraction  condune, 
il  arrive  quelquefois  que  les  mêmes  dénominateurs  reviennent 
toujours  dans  le  même  ordre  :  dans  ce  cas  ,  la  fonction  continue 
est  dite  périodique ,  et  elle  peut  toujours  être  considérée 
comme  la  racine  d*une  équation  du  second  degré.  Soit  la 
fraction  périodique 


X 


P+^ 


P+'- 


pH — i ' 

^^p+etc. 

puisque  le  nombre  des    fractions    intégrantes  est  illimité,  il 
est  clair  qu'on  peut  suVtituer  Jc  à  Ténâernble' des  fraction» 
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intégrantes  qui  suivent  la  première ,  enawte  qu'on  aura 


X  = 


d'où  

x.+;«:=x       et      x  =  =£  +  i^>±i. 

La  fraction  continue  ci-dessus  servira  donc  à  trotiyer  la  ra^ 
cine  carrée  du  nombre  — £ 2  ^ 


puisquon  a 


''"^p  +  etc. 
En  faisant  p  =  a  >  on  obtient 


«+' 


a  +  otc. 
Soit  encore  Ja  fraction 


1 


^=P  + 1 

9  +  - 


P+' 


47+  etc.. 


dont  les  dénominateurs  reviennent  périodiquement  de  deux  en 
deux  :  on  aura  / 

X  =  p  +         ■ 

,1 

d'où  résulte  Téquation  du  second  degré 

^x*  —  pqx  —  p  ==  o. 

n  en  serait  de  même ,  si  la  période  était  composée  d'un  plut 

4 
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grand  nombre  de  termes  ;  c  est-i-dire ,  qu'on  serait  tovjonn 
conduit,  pour  la  détermination  de  x^  à  une  équation  du  second 
degré. 

11  peut  arriver  aussi  que  la  fraction  continue  soit  irrégor 
lière  dans  ses  premiers  termes ,  et  qu'elle  ne  devienne  pério- 
dique qu*à  une  certaine  distance  du  conmiencement.  Soit, 
par  exemple ,  la  fraction 

r+- 


s  +  '^ 


r+' 


s  -|-  etc. , 
et  posons  , 

y  =  r+ 


r  +  ' 


on  aura 


s  +  etc. , 

a:— p 


X  =  p  H ,       d  où      y  =  —- r  ; 

ç^i  -^         i_ç(x— p) 


y 

mais 


1 


y  =  r  +  ^ ,      d'où      sy*  —  rsy  —  r  =  o  ; 

et  remplaçant  y  par  sa  valeur ,  il  viendra 

^(pi:-Vy—rs(x^p)  [i  —  9 (x-p)]  —  r[i  —  (/(x— p)]*=o , 

équation  qui ,  dé^loppée  et  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  Xf  montera  au  second  degré.  £n  la  résolvant  «t 
égalant  la  valeur  de  x  à  la  fraction  continue  qu'elle  représente , 
on  aura  le  développement  en  fraction  continue  de  la  racine 
carrée  des  nombres  représentés  par  la  formule  qui  se  tronven 
«ous  la  radical. 


•] 
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S<Ht  h  {(utàoa  périodique 

P 


X  ^  a  -f- 


<!+'- 


9-^- 


'■•■fl  +  etc.' 
d-où 

X  —  a  ^  — - — 


'"*"9  4-etc/ 
on  en  déduira 

P 


q  -i-  X  —  a  • 
donc 

et  con^équemmênt 

—  g  +[/^^+4^_     p     4^ 

'"'"9+ etc.* 
ou  ^  faisant  q  =z  aa  y 

V^^*+P  =  a  +  — ^ 


«a+^ 


aa  +  etc. 

Si  on  réduit   en  fraction  ordinaire  la  portion  de  fraction 
continue  correspondante  à  sept  périodes ,  on  trouvera 

i/rrr^  —  .  .   (3«);p + 5  (3«)y  +  7  (««)y + 3(aa)p« 

Proposons-nous  d'extraire ,  par  approximation ,  la  racine 
carrée  de  d  :  nous  ferons  dans  la  formule  précédente ,  a:=zi , 
*p  =  1  ^  ce  qui  donnera 

—  ia8  +  5.5fl  +  7»8  +  5.a       _  70 

y^-  ^  +  ^56+6.644-11-16+7.4+1  —  *  +69' 

résultat  exacte  &  moins  d'un  cent-çiillième  près. 

4.- 


1 

1 
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Qu'il  s'agisse  d'extraire  la  racine  carrée  de  97  :  on  faa 

dans  la  formule , 

a  ==  10      et     p  =  97  —  100  =  —  3. 

A  l'elFet  d'extraire  la  racine  carrée  de  m*  +  n*,  on  fera  dans 
la  formule , 

a  ^^  m  "^  n  ,      p  z=z  ^^  flnuf . 

SQ.  EIxaminons  maintenant  dans  quel  cas  une  des  raciDCi 
réelles  d'une  équation,  développée  en  fraction  continue > 
sera  donnée  par  une  fraction  continue  périodique.  On  sait 
(  P*  sect. ,  chap.  XXX)  que  chaque  racine  réelle  sera  de  la 
forme. 

X  =  0  + 

r+ : 


^  ^  +  «  +  etc.' 


q  f  T  9  s ,  t ,  etc.  étant  les  valeurs  entières  approchées  de  la 
racine  réelle  de  chacune  des  transformées  (N),  (P),  (Q),  etc. 
Or,  pour  que  cette  fraction  soit  périodique,  il  faut  qu'à  partir 
d'un  certain  terme ,  les  mêmes  dénominateurs  déjà  trouvés , 
deviennent  dans  le  même  ordre  à  l'infini ,  ou  qu'il  y  ait  deux 
termes  à  partir  desquels  les  mêmes  dénominateurs  se  repro- 
duisent ,  et  dans  le  même  ordre.  Donc  »  pour  que  la  fraction 
soit  périodique,  il  faut  que,  parmi  les  transf  rmées,  il  s'en 
trouve  deux  qui  aient  les  mêmes  racines  ;  ainsi ,  lorsqu'on  verra , 
dans  une  fraction  continue,  reparaître  un  des  nombres  déjà 
trouvés ,  il  n'y  aura  qu'à  examiner  si  les  racines  des  tran^iformées 
qui  ont  ce  nombre  pour  valeur  entière  approchée ,  sont  les 
mêmes ,  c'est-4-dire ,  si  ces  deux  transformées  ont  une  racine 
commune  ,  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément  en  cherchant  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  premiers  membres, 
lequel  doit  nécessairement  contenir  toutes  les  racines  com- 
munes aux  deux  équations ,  s'il  y  en  a.  Or ,  comme  nous  avons 
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yn  précédemment  que  toute  fraction  périodique  se  réduit  à  la 
racine  d'une  équation  du  second  degré  ^  il  s*ensuit  que  le 
commun  diyiseur  sera  nécessairement  du  second  degré.  On 
pourra  donc ,  lorsque  cette  condition  sera  satisfaite ,  prolonger 
la  fraction  continue  aussi  loin  qu'on  voudra  >  en  répétant  seu- 
lement les  mêmes  nombres^  sans  être  obligé  de  calculer  de 
aouyelles  transformées. 

fl3.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  une  méthode  très- 
simple  pour  réduire  en  fractions  continues ,  les  racines  des 
équations  du  second  degré.  * 

Ptenons  l'équation 

Ax*  -^  Bx  •+•  C  =  o , 

dans  laquelle  A  ^  B ,  G  soient  des  nombres  entiers  :  on  sait 
que  sous  la  relation 

B*  -^  4AC  >  o , 

les  deux  racines  sont  réelles  :  cette  équation  étant  résolue  ; 

donne  

_  _  B  +  y/B*  -^  4ÂC 


>»      «r     — «^     i : p 


où  le  radical  peut  être  pris  positivement  ou  négativement  i 
ai  A  est  le  nombre  entier  immédiatement  plus  petit  que  x  j^ 
on  fera 

x  =  x  +  ^, 

et  on  aura  la  transformée 

AV  +  B'x' +  A  :=  o, 
dans  laquelle 

A'  =  Aa*  +  Ba  +  C,      V  z=z  aAx  +  B, 
et  on  aura  pour  racine 

^  -  ^ • 
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Si  a'  Mt  la  Talenr  entièie  la  pins  approciiéc  d»  jif,  au  ten 

a'  =  *'  +  4  . 

X 

et  ainsi  de  suite.  On  obsenren  que 

B*  —  4AC  =  B'*  —  4AA'  =  B^*  —  4A'A^  s=  etc.; 

donc  la  quantité  radicale  sera  la  même  dans  toutes  les  yaleon 
de  X ,  x^,  x',  etc.  Ainsi,  désignant  B*— 4AC  par  D^  onaora 
les  transformées  successives 

A V*  +  B V   +  A  =  o , 
•      A'x^*  +  BV  +  A'=  o, 
A*x**+B*x^+  A'=  o, 
etc. , 

et  ce  tableau  des  valeurs  de  A',  A',  A*,  etc. ,  B',  B",  B*,  etc.  ; 

—  B+v/D 


et  A,  a',  a",  etc 


A'=  Aa*  +  Ba  +C  I  B'=  aAA  + 


B 


A''=AV*+BV+A 

A*=AV*+BV+A' 
etc. 


B''=aAV+B' 

B*=2AV+B'' 
etc. 


A< 


aA 


etc.. 


où  A  ^  ,  x'^,  etc.  indiquent  qu'on  doit  prendre  pour  A  le 

plus   grand  nombre  entier  contenu  dans  — — "\  "  ..  .  ete.  ; 

aA 
mais  parce  que 

B'«  —  4AA'  =  D  =  B"  —  4A'A'  =  B*»—  4A'A-  =s  ete. , 

on  Toit  que  les  Yaleùrs  de  A',  A',  A*,  etc.  peoTent  se  dédnir» 
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beaucoup  plus  facilement  de  ces  formules 

-^  —    4A   '         4Kr'  z^"   ' 

Nous  supposerons  que  la  proposée  n*ait  qu'une  seule  racine 
réelle  positive  ^  auquel  cas  chacune  des  transformées  en  j/, 
x",  etc.  n'aura  qu'une  seule  racine  réelle  plus  grande  que 
l'unité  :  considérons  la  transformée 

AC")  (  xC")  y  +  BC"»)xC«)  +  AC"»-0  =  o (i)  , 

et  soit  T  la  partie  entière  de  la  racine  plus  grande  que  l'unité  t 
la  transformée  suivante  sera 

AC-n+O  (x(«-+-Oy  4-  BC»-^•>)xC'^0  +  AC"»)  =  o . . . .  (a) , 
et  on  aura ,  entre  les  coe&îciens  et  le  nombre  «-  ^  la  relation 
AC'n+O  =  AC-V  +  BC"'>T  +  AC*»-'). . .  .(3). 

à 

Mais  la  transformée  (i)  ayant  une  seule  racine  plus  grande 
que  TT ,  si  dans  cette  transformée  on  écrit  successivement  «-  et 
la  limite  des  racines  supérieures  positives ,  on  aura  deux  ré- 
sultats de  différens  signes  (I'*  sect.^  chap.  XXVIII)  ;  or  la 
limite  supérieure  donne  un  résultat  de  même  signe  que  A^*")^ 
et  la  substitution  de  s*  donne  ^  d  après  (3), 

AC"»)»*  +  BC'-V  4-  AC"»-0  =  AC«-*"0  ; 

donc  AC"")  et  AC"»+0  auront  des  signes  différens ,  et  l'on  dé- 
montrera de  la  même  manière  que ,  dans  les  transformée» 
suivantes  ,  les  signes  changeront  en  passant  de  A^'^^O  à  A^""*^, 
de  A^"*"*^)  à  A^"*"^),  etc.  C^la  posé ,  parce  que 

D  =  B^"»-*-')  BC'"-+-0  —  4AC'»)    AC^-^0  - 

=i  BC"'-^)  BC'"^-»)  —  4A^"^^0AC'«^)  =  etc. , 

et  que  les  produits  AC'")AC'"-+-0^  AC"»^OAC'^*)  sont  tousnégatifi, 
nécessairement 

BCm^O  <;  y/jy  ^        bc^^+O  <  v/D ,        etc.  y 


5S  ANALYSE 

et  d^ailleun  les  nombres  A^'"^  AC"^*^,  etc.  étant  tous  entiers  ; 
on  aura  encore 

AW  <  D,        AC"+0  <  D,        etc.  ; 

et  oomme  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  déterminé  et  fini 
de  nombres  entiers  et  moindres  que  D  et  que  |/D  ,  les  coeffi- 
oiens  BC*^'),  B^"^*),  etc. ,  AC»),  A("^0,  etc.  ne  pourront  avoir 
qu'un  certain  nombre  de  valeurs  différentes  ,  ensorte  que  si 
l'on  pousse  ces  séries  à  l'infini ,  il  faudra  nécessairement  que 
les  mêmes  termes  reviennent  une  infinité  de  fois  ;  et  par  la 
même  raison  ,  il  faudra  qu'une  même  combinaison  des  mêmes 
termes ,  se  reproduise  une  infinité  de  fob  ;  d'où  il  soit  qu*on 
aura  y  par  exemple , 

mais 

et  d'ailletu-s  ^ 

D  ±=  BC")»— 4AC"»-»)  AC")  =  BC"""^)*— 4AC*+-"-"0AC'"-<"»)  =  etc.  -, 
donc ,  à  cause  des  deux  égalités  ci-dessus ,  on  aura 
AW  =  AC*""*"")        et        a:C«)  =  xC"+«), 

et  dès-lors  la  fraction  continue  sera  périodique. 

Nous  appliquerons  ce  qui  vient  d'être  dit  au  développe^ 
çient  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée  de  ^ ,  pour 
laquelle  on  a 

X  =  l/Y        6^        5x*  —  11  =  o; 
conséquemment 

A  =  3,      C  =  —  11  ,      B  =  o; 
on  trouver^ 
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i«).  A=3,  A<-Î^=i,    B'=6, 

a»)-   A'=3— ii=— 8,         A'<i^±?=i,    B»  =-i6+6=-io, 
3«).  A''=— 8+64.3=1 ,        ^'<:^^^=io,  B'=ao-io=io , 
4^.  A»=ioo-ioo— 8=-8,A*<l^Çt5=i,    B"=^i6+i 

O 

B»).A"=^-8+io4-i=3,      A"<-i^5^=3,    B'=ia— 6=6. 

en  observant   que  les  nombres  x ,  ?<',  x",    etc.  doivent  être 
positifs.  On  s'arrête  ici  à  cause  de 

B^  =  B',  A'^  =  a;        d'où        A'  =  A', 

ensorte  que  n=i  J^yX''=x'  et  par  conséquent  la  fraction  conti** 
nue  périodique ,  racine  carrée  de  ^ ,  est 

X  =  1  +  — 


.^+'- 


xo  +  i 


»+i 


«+i 


>+' 


10  4-  etc.  ; 
on  déduit  de  là  les  fractions  convergentes 

1  »  •!  «3  R7.  12.  967  i»?)?  ^|.^     . 

T  >      1*      77>       j:â>       a5>      47»      DO?  >        5o»   *  » 

vers  la  racine  carrée  de  ^, 

On  fera  bien  de  consulter  sur  cette  matière  ,  le  part-* 
graphe  I**"  des  Additions  à  l Algèbre  dEuler,  par  Lagrange, 
le  chapitre  YI  de  la  Résolution  des  Équations  numériques ,  par 
le  même^  et  la  Théorie  des  Nombres,  par  M.  Legendre. 


] 
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CHAPITRE  IV. 


Suite  de  Vanaljse  indéterminée. 

â4.J'Al  déjà  fait  remarquer  (P*  sect.,  chap.  XVIII)  qn*Q 
suiluait  de  connaître  deux  valeurs  quelconques  p  et  </  de  x 
et  y^  pour  obtenir  tous  les  systèmes  de  solution  en  nombres 
entiers  et  positifs  de  Téquation 

ax  ''^  by  :=z  dl  c (i), 

et  que  ces  solutions  étaient  généralement  exprimées  par  ce» 
formules 

X  =z  p  '^  mb ,      y  -=1  q  ^  ma. 

Mais  la  recherche  des  nombres  p  et  (/  est  laborieuse,  si  ce 
n*est  dans  le  cas  de  c  =  i  ,  ou  de  l'équation 

nx  —  A^  =  ±  1 (a). 

Or  si  Ton  convertit  la  fraction  -  en  fraction  continue  oar  la 

a  * 

méthode  connue ,  et  qu  on  forme  la  série  des  fractions  prin- 
cipales convergentes  vers  -  ,  la  dernière  de  ces  fractions  sera 

-,  et  si  on  désigne  l'avant-^ernière  par  -  ^  on  aura^  d*après 
la  loi  connue  de  ces  fractions  , 

bq  -^  ap  z=z  ±  1  , 
le  signe    supérieur  correspondant   au  cas  où  -  est  de   rang 
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impair  >  et  Finférieur  ayant  lieu ,  aï  -  est  de  rang  pair , 
«n  observant  qu*ici  nous  ne  tenons  pas  compte  de  la 
fraction  hypothétique  -.  Si  on  veut  repasser  à  la  différence 
€qff — bq  ,  il  faut  écrire 

ap  —  bq  =  zç:  1 (3), 

et  alors  on  prendra  le  signe  supérieur ,  si  le  quantième  de  la 

fraction  ^  est  impair  y  et  l'inférieur  y  si  ce  quantième  est  pair. 

On  repasse  de  Inéquation  (1)  à  Téquation  (2))  en  posant 

X  =  +  pc,      3^  =  +  çc, 

^*où  résulte  y  après  la  division  par  c , 

ûp  -r-  6<7  =  ±:  1  : 

«nsorte   que   les  formules   des   solutions  de  Téquation  (  1  )  y 
seront  plus  généralement 

(4) . . . .  a:  =  p^  +  mb ,      jr  =  (je  +  ''w^»  •  •  •  (5) ; 

€t  le  rang  de  la  fraction  ~  fera  connaître  les  signes  des  quan-* 

tités  pcy  qc  y  comme  on  va  le  voir  sur  des  exemples. 
Faisons  une  première  application  à  Téquation 

pour  laquelle  on  a 

fl  =  3g,        &  =  56  ,        c  =  n. 

56 
On  réduira  donc  la  fraction  =-  en  fraction  continue  ;  et  ^  à  cet 

effet ,  on  cherchera  les  quotiens  successif  qui  sont  1 ,  a ,  3 , 
9 ,  a ,  à  Taide  desquels  on  formera  les  fractions  convergentes 


1, 

a. 

3. 

a  , 

> 

a, 

1 

3 

10 

7* 

ï6» 

56 

1 
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la  pénultième  qui  est  de  rang  pair  ^  c*e8t-i-dire^  —x  ,  een  ^; 

ib  ^ 

d'où  l'on  conclut  p= a3 ,  <7  =  1 6 ,  et  x  =  +  i  ip,  ^  ss  +  iiç,' 
Ainsi  les  formules  (4)  et  (5)  deviennent 

X  =  a3.ii  +  56m,        ^^  =  16.11-!-  3ynz 

les  plus  petites  valeurs  entières  et  positives  de  x  et  y ,  cor- 
respondent à  m  =  —  4  >  ^^  ^^"^  X  =  39  ^  ^  =  flo.  On  troan 
les  autres  en'  faisant  m  = — 3,  =  —  fl,=— 1  ,  =  0,  etc. 

Quelquun  achète  des  chevaux  et  des  bœufs  ;  il  paie  ks 
premiers  3i  pièces  de  5  francs  chaque  »  et  les  autres  se.*  d 
se  trouve  que  le  prix  total  des  bœufs  surpasse  de  7  pUeef 
celui  des  chevaux  ;  on  demande  le  nombre  des  bœufs  el  celai 
des  chevaux? 

En  désignant  par  x  le  nombre  des  bœufs ,  et  par  y  ceM 
des  chevaux ,  on  trouvera 

flox  —  5iy  =  7. 

:      .  .       3i 

La  fraction  irréductible  —  ,  réduite  en   fraction  cootimie . 

ao  ' 

donne  les  quotiens  1 ,  1 ,  1  ,  4 ,  a  ,  ensorte  qu'on  a  les  firao- 

tions  élémentaires 

1  *         ï  >         1  >  4»  a* 

1  a  3  j4  3i 

7'         i'        a'         J'         S3* 

d'où  résulte -  =  ~,  ensorte  que  p=  i4>  f  =  9;  cons4- 
quemment , 

X  =  7.14  =  98  =pc,      jf  =  7.9  =  63  =  flt, 
et 

*  =  98  +  m.3i  ,  y  =  63  +  m  201 

ensorte  que  les  valeurs  entières  et  positives  de  je  et  de  jr. 
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1»  =  —  5\  /x=:      S\       (  y  =      3]j 

m  =  —  al  lt=:36|        I       =fl3 

m=        oi  |=g8f         1=63 

pour  ^  >  sont  <  /  et  <  o't 

^m=        i[  1=  *^9  (         j      =    83 

m  =        al  I     ^^  ^^^  11^^  ^^^ 

m  =        3  1  I     ^^  ^9^  I        I       ^^  ^^^ 

etc.  y  ^    etc.        j        ^      etc. 

^  Dans  les  denx  exemples  précédens ,  la  fraction  -  était  de 

rang  pair;  supposons  maintenant  qu*on  ait  à  ti^aiter  Téquation 

lax  —  ag^  =  i3  : 

[es  fractions  convergentes  vers  —  y  sont 

a,         a,  a,  a, 

a  5  la  ag 

!•         5*  5"'         Tïï' 

la  fraction  ^  est  de  rang  impair  ;  et  alors 

ap  —  A<7  î=  —  1  ,      ou       lap  —  ag</  =  —  i  : 

on  doit  donc  faire  ,  dans  la  proposée ,  ces  hypothèses 

X  =  —  iSp ,      y  —  —  iZq-, 

pour  en  revenir  à  lâp  —  ag</  =  —  i  -,  et  à  cause  dep=3  la, 
q  z=z5  ,on  aura  les  formules 

a?  =  —  la.  i3  +  m.ag ,      j'  =  —  5.  i3  +  "»•  la  , 

et  les  plus    petites    valeurs  de    x  et  y  sont  données    par 
m  =  +  6. 

£n  supposant  toujours  le  terme  en  j^  ^  positif  dans  le  second 
membre^  prenons  le  caa  où  le  terme  tout  connu  est  négitfif ,  et 
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considérons ,  par  exemple  ^  Téquation 

en  se  reportant  au  premier  exemple  >  on  a  toiqoniB^  i  cause 
de  -  de  rang  pair , 

ap  —  A</  =  +  ï  >      ou      Zgp  —  SGç  =  +  i. 

Mail  pour  en  revenir  à    cette  réduite ,   il  faut   faire  dazu 
la  proposée  , 

a:  =  —  pXii,       y  =:  —  g  X.  il  3 

en  observant  que  le  terme  tout  connu  a  été  pris  absolument 
dans  les  formules  (4)  et  (5)  :  or  on  a 

et  conséquemment , 

a:  =  —  «3. 11  +  56.711,       ^  =  —  i6.ii  -f-  Sgm  : 

les  moindres  valeurs  de  a:  et  ^  correspondent  à  m  =  5. 
Pour  l'équation 

lar  —  Q^y  =  —  i3^ 

réquation  auxiliaire  ,  savoir  , 

ap  —  bq  ■=>  —  1 ,       ou       i  ap  —  agg  =  —  i  , 

est  donnée    par  les    substitutions  a:  =  -j-i3p,  jr=  +  i3î 
dans  la  proposée ,  et  Tavant-dernière  fraction  convergente  qui 

est  -p- y  donne  p  =  iîî  ,  (7=5,  d*où 

a;=ia.i3  +  ''*'39,      j^  =  5.i3  +  7ii.i2: 

les  moindres  valeurs  de  a:  et  ^  correspondent  à  m  =  —  4* 

Examinons  maintenant  le  cas  où  le  terme  de  y  est  négatif 
dans  le  second  membre  :  nous  observerons  avant  tout,  qu'une 
telle  équation  ne  peut  Être  satisf«iite   en   nombres  entien  «t 
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positifs ,  qu'àntant  que  le  tenne  tout  donnu  n'est  pas  moindre 
que  la  somme  des  coefiiciens  des  inconnues  x  et  y.  Soit 
donc  réqnatîon 

2x  +  5y  =  +  i3  : 

par  le  changement  de  ^  en  —  y,  on  aura  la  transformée 

ax  —  Sy  =  -f-  i3, 
cpii  donne 

X  =  —  i3.p  ,      y  -=,  -^  i3.qf  ;     . 

d'ailleurs  p  =  a,  9=1;  donc 

a:  =  —  i3.a  +  m. 5,      y  =  —  i3.i  +  m. a  , 

et  pour  la  proposée  , 

X  -=,  —  i3.a  +  m. 5  ,      y  =  iS.i  —  m.a: 

on  n'obtient  qu'une  solution  donnée  par  m  =  6,  valeur  à 
laquelle  correspondent 

Supposons  enfin  l'équation 

iix  +  5y  =  a54, 

déjà  traitée  (  P*  sect. ,  chap.  XYIII  )  et  que  nous  écrirons 
comme  il  suit: 

5^  +  lia;  =  a54  : 

changeant  x  en  —  j/,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  l'exemple 
précédent  ^  nous  aurons  à  résoudre  l'équation 

^  5^  —  iix'  =  a54 , 

pour  laquelle  on  a  ces  formules  générales  de  solutions 

^  =  —  a.a54  +  m.  II  ,      x  =  —  1  X  a54  +  /n.5  : 

pour  repasser  à  celles  qui  conviennent  à  la  proposée  ,  il 
sufilra  de  changer  le  signe  de  x  ,  ensorte  qu'on  aura  celles-ci 

^  --.  _  a.a54  +  m.ii ,      x  =  +  i.a54  —  n».5: 


} 
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les  plus  petites  yaleuft  de  3^  et  x  coirespondent  k  m^sj^j, 

et  sont  ^  =  9,  x=  19. 

Supposons  qu*on  soit  conduit  à  une  seule  équation  du  pre« 
mier  degré  entre  trois  inconnues  ,  telle  que 

ex  +  6^  +  yz  =  rf  : 
on  en  déduira 

ax  +  by  z=z  d  '^  YZ  =:  c  , 

et  alors   supposant  le   nombre  c  déjà  connu  ^  les  fonnoles 
générales  (4)  et  (5)  deviennent 

X  =  p  (^d  —  yz)  +  mfc...,.(6),  ^ 

—  y  =  q  (^d-^yz)  +  ma (7). 

Soit  l'équation  particulier^ 
ox  +  Sy  +  jz  •=.  5o,      d'où      5x  +  8jf  =  5o  —  7*; 

ou 

5x  —  Sy  =  5o  —  7*  =3  c  , 

8 
en  changeant  y  en  — y.  Si  l'on  opère  sur  la  fraction  ? , 

on  trouvera  ces  quotiens  successifs    1 ,  1 ,  ^  >  2»  &u  moyei 
desquels  on  formera  ces  fractions  convergentes  , 

1        fl        3        8 
1'      7'      2'      5* 

ensorte  qu*il  faudra  prendre 

5p  —  &/  =  —  1 , 

ce  qui  exige  qu  on  fasse  dans  la  proposée  les  substitutions 

x  =  —  pc,        y  =^  qc, 

et  parce  que  p  =  3  et  q-=!i ,  on  aura  les  formules 

3P  =  —  3c-f-mi,      y  =  -*ac  +  maj 
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on  enfin, 
àc  =  fli£  — *  i5o  +  8m ,        J^  ^^  loo  —  \i^  —  5m, 

expressions  dans  lesqaelles  on  pourra  prendre  s  et  m  arbi» 
trairementj  mais  de  manière  cependant  à  n'avoir  pour  x  ety 
^e  des  nombres  entiers  et  positifs. 

En  cherchant  de  combien  de  manières  on  peut  cottyrir  la 
suiface  d*une  sphère  avec  des  polygones  égaux  et  réguliers , 
M.  LapUice  a  été  conduit  à  cette  équation 

X  désignant  le  nombre  des  côtés  de  Tun  des  polygones  régu« 
liers  qui  recouvrent  la  spbire ,  y  le  nombre  des  angles  qiii 
s'assemblent  autour  d'un  même  point,  et  a  le  nombre  des 
polygones.  On  déduit  de  la  précédente , 


cette  expression  devant  être  positive ,  il  faut  que  le  dénomi- 
nateur soit  positif ,  ou  qu*on  ait 


xiy  —  fikXay, 
d'où 


4    . 


X  <  —-2— ,      ou      X  <  fl  +  — ^ 
^jf— a  >     ^jr— a 

Mab  la  plus  petite  valeur  àe  y  est  3 ,  d'où  il  suit  que  la  plus 

grande  valeur  de  a  +  — ^ — ,   ou  de  x  ,  est  a  -f-  4  ^^  S* 

Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  2  et  y  qui  correspondent 

aux  nombres  3,  4  j  ^  >  .^  >  V^^  ®^°^  '^>  valeurs  possibles  de  x  : 
réquation  (1)  donne  ^  pour  x  =:  3 , 
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on  voit  par  cette  équation  qu*on  ne  pent  prendre  pour  y, 
que  Tun  des  nombres  5,4»^*  6  ^  et  que  les  valeurs  de  % 
correspondantes  à  ces  nombres  ^  sont  4  »  ^  »  ^o  et  l'infini. 
Pour  X  =  4  >  on  ne  peut  prendre  pour  y  que  ]*nn  dee  deœc 
nombres  3  et  4  »  auxquelles  répondent  pour  z ,  les  valeurs  6 
et  Tinfini.  Pour  x=  5,  on  trouve  3  pour  ^  et  la  pour  z. 
Enfin  pour  x  =  6,  on  trouve  y^=^Z  et  £  =  oo. 

Terminons  ces  applications  par  la  recherche  des  tolndons 
des  deux  équations 

X  —  ajr-|-jB  =  5,      ax  +  jr-*-«=:7; 

multipliant  la  première  par  a  ^  et  du  produit  retranchant  h 
seconde  j  on  a  la  suivante 

Zz  —  hy-^  3. 

En  appliquant  la  méthode  du  plus  grand  eonnmm  di? iaeni  â 

5 
la  fraction  = ,  on  trouve  les  quotiens  i  ^  i  ^  a  ^  et  les  firactions 

1         a         5 
T'      T'       3' 

ensorte  que 

p  =  a ,        <7  =  1  ; 
donc 

a  =  a.3  +  5m  =  6  -j-  5m  ,      y  =  3  +  5m. 
Mais  de  la  première  des  deux  équations  proposées  >  on  déduit 

X  =  5  +  ajf  ^-  z, 

et  par  les  substitutions  des  valeurs  précédentes  de  jr  et  de  Sj 
elle  devient 

X  2=   5    -l*   TH. 

Ainsi  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  x,  ^  et  «, 
correspondront 
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bjpotfaèses Imr-"  i  m= 


aux 
pour  lesquels  on  aura 


=  5 
=  3 

2  =  il  »  6 


X  =  4 

-y  =  p 


m=:22 


=    6 


=    9 


=s  ii:=s  i6 


7n=ft=3 


=    8= 


m=4 


=  i& 
s  SI 


etc. 


MiM**Mi» 


MMaMMk^flMl 


25.  Nous  allons  résoudre  ce  problème  général  de  l'analyse 
indéterminée  :  Étant  données ,  entre  des  inconnues,  des  équa-^ 
fions  en  moindre  nombre  que  ces  inconnues ,  sans  radicaux  ni 
dénominateurs,  trouver  pour  ces  inconnues ,  les  valeurs  entières 
et  rationnelles  ks  plus  générales  qui  puissent  satisfaire  aux 
proposées. 

Pour  que  les  valeurs  qu'on  attribuera  aux  inconnues ,  soient 
réputées  exactes  ,  il  suffit  évidemment  que  ces  valeurs  ,  substi- 
tuées dans  les  équations  proposées^  rendent  ces  équations 
identiques  :  pour  que  ces  mêmes  valeurs  soient  réputées  com- 
plètes ,  il  est  nécessaire  qu'elles  soient  fonctions  d'autant  de 
nouvelles  indéterminées  ,  au  moins ,  qu'il  y  a  d'inconnues  au- 
delà  du  nombre  des  équations  à  résoudre.  En  elFet ,  les  équa- 
tions proposées  doivent  être  considérées  conune  le  résultat  de 
l'élimination ,  entre  les  valeurs  des  inconnues ,  des  indéter- 
minées dont  ces  valeurs  sont  fonctions  :  on  observera  que  rien 
ne  s'oppose  à  ce  que  ces  indéterminées  soient  en  plus  grand 
nombre;  car  l'essentiel  étant  que-  les  indéterminées  puissent 
«tre  éliminées  entre  les  valeurs  des  inconnues ,  et  que  de  leur 
élimination  résultent  les  équations  proposées  et  point  d'autres , 
on  conçoit  que  ces  indéterminées ,  quelque  nombreuses  qu'elles 
soient  d'ailleurs^  peuvent  être  tellement  combinées  dans  les 
valeurs  des  inconnues  ^  que  l'élimination  d'un  certain  nombre 
d'entr'elles  ,  fasse  disparaître  tontes  les  autres. 

Soient  les  équations 
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a*  +  fta  -4-  cv  +  dr  -(-  elc.  ^  ^  \ 
a't  +  l/u+  cV+  «fx-i-  etc.  =  IC  I       >^  . 
art+  i'tt+  cV+  «fx+  etc.  =s  *•  f*  * '''  '' 

etc.  y 

«p  nombre  n  et  entre  les  m  inconnues  t^  u^  i'»  x>  etc.,  m 
mnt  supposé  pins  gian^  que  n ,  et  tons  les  coeflBciens  a , 

i étant  supposés  entiers. 

D*après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus ,  ces  équations  seraient 
complètement  résolues  »  si  Ton  trouvait  pour  les  inconnues 
qu'elles  renferment ,  des  valeurs  de  cette  fonne 

«  =  T  +  Am  4- A'f4- AV  +  AV4-etc.> 
tt=U+B«4-B'ff  +  BV  +B*/  +  etcJ 
v  =  V4-Gi+Cff  +  C''y4-C/  +  etc.>-'-W' 
X  z=  X  +  !>• + iy;+ DV  4- DV4- etc.  j 

etc.  J 

m,C,y étant  des  indéterminées  an  nombre  de  m  -—  a, 

au  moins,  et  T ,  U  ,  V,  X,  etc  ;  A,  B,  C ,  D,  etc.;  A',  B', 
C,  etc.  ;  A',  B',  C%  etc.  ;  A''',  V",  C'\  etc.  étant  des  fono- 
tions  entières  dçs  coeiCciens  des  équations  (i).  La  substitution 
de  ces  valeurs  (s)  dans  les  équations  (i),  donne  celles-ci  : 

aT  +  AU  +  cV  +  rfX  4-  etc. 
4-(aA   +  AB   +  cC   +  dD   +  etc.)» 
+  (aA'  +  bV  +  cC'  +  dD'  +  etc.)  ff 
4-(aA"  +  bB'  +  cCr  H-  dD'  +  etc.)y  ^  — *  ' 
+  (aA'"+  bBf"+  cC''+  dïy''+  etc.)  / 
-f-etc. 

a'T   +  bV  +cy  +  dK  +etc. 
+  (a'A  +  b'B  +  c'C  +  <fD  +  etc.)  «I 
+  (a'A'  4-  b'V  +  c'C  4-  dD'  4-  etc.)  cl 
4-(a'A''4-  *'B"4-  c'C'+  c/^D"+  etc.)  y/  =  *"» 
4-  (a'A'^'+  yr'4.  c'C''+  cf iy"4-  etc.) 
4-  etc. 


6» 


Afin  donc  que  «,  C,  y,  etc.  demeurent  indétenninées ,  on^ 
devra  égaler  à  zéro  ,  dans  chacune  dea  équation»  ci-dessus , 
le  coeiRcient  de  chacune  des  indéterminées  m,  Ç>  y  i  etc. , 
ce  qui  donnera  ces  groupes  d'équations  : 

aT  +  iU  +  cV  4-  rfX  +  etc.  =  ft 
a'T  +  brv  +  c'y  +  «f  X  +  etc.  =  fc'  I         jgv  , 
arT+  b''U+  c'y  +  drX+  etc.  =  k' 

etc. 

âA  -f-  AB  +  cC  +  rfD  4-  etc.  =  o^ 
a'A+  yB  +  c'C  +  £rD+  etc.  =  ol         ^ /v  , 
a'A+  &*«+  c''C+  drD+  etc.  =  ,^r  •••W> 

etc. 


aA'  4-  W  4-  cC'  -t-  rfiy  4-  etc.  =  o^ 
«C'A'  +  l/V  4-  e'C  +  rfD'  +  etc.  =  o(  .5. 

a^A'+  A-'B'4-  c'C  +  if  ly  4-  etc.  =  of'"^  ^^ 

etc.  ^ 

oA'  4-  AB*  +  cC"  +  dD"  +  etc.  =  o) 
tf'A*  +  b'B'  +  c'C*  +  d^D"  +  etc.  =  o(        ,g. 
a''A''4-  A'B^4-  c'C      d^iy  +  etc.  =  or"  '^  -'^ 

etc.  J 

oA*  +  fcB*  +  cC*  4-  éŒT  4.  etc.  =  o^ 
c^A-'4-  1/V+  c'Cr+  dD^+  etc.  =  ol         .  . 
«•A^+  iV4-  c'C-+  !«)-+  etc.  =  of--^^ 


etc« 


-o  ANALYSE 

Vax  oïïct ,  si  clans  la  première  équation  dont  le  second  membre 
est  k,  on  suppose  aux  indéterminées  «,  C,  y....  d'antres 
vah'uri  «  ,  C,  y\  etc. ,  et  qu'on  retranche  cette  équation  de  h 
procrdcnte ,  on  obtiendra 

(fiA  +  iB  +  etc.)  (•  —  «h 
+  (i;A'+  fcB'+etc.)  (C— C)l=o. 

etc.  J 

or  m •',  C — C  ,  etc.  étant  de  nouvelles  indéterminées,  lenn 

coelKoîoiis  doivent  être  séparément  nuls  ;  d'où  on  conclut  Iw 
rquations  du  groupe  (4) ,  et  Véquation  dont  le  second  membre 
«Ht  il:  ,  dvMuie  ovMnnie  conséquence ,  la  première  dn  groupe  (3). 

UeoipuHiuoment ,  ,<i  T ,  V ,  V ,  X ,  etc.  ;  A  ,  B ,  C  ,  D ,  etc.  ; 
\\  lî ,  C  .  IV,  etc.  ;  W  B-,  C\  D\  etc.;  A"',  B"\  C",  D"',  etc. 
.v>:il  Iv  l>  que  ce*  i^quation^aiert  lieu,  les  valeurs  (a)  seront  la 
5v>Uîtï*M)  ivnipîète  do>  tK] nations  (i). 

I  .e  4;riHipe  (5)  prouve  que  T ,  I.-  ,  V ,  X ,  etc.  peuvent  et 
«loi\  ont  être  des  nombres  quelconques  satitkEsisant  aux  équa- 
tiiMi'»  (iV  Les  groupes  suivans  prouvent  que  A,  B  ,  C,  D,  etc. 
,V  .  \\\  C\  D' ,  etc.  ;  A",  B",  C,  D^,  etc.  -,  A"\  B"',  C",  D"',  etc. 
iioi\iMit  satisfaire  aux  mêmes  équation»  privées  de  lenrs  derniers 
tiMines  ,  et  ne  doivent  conséqiiemment  renfermer  aucune  des 
««uaiitités  /:,  k\  k',  etc.  Nous  ne  nous  occuperons  que  de  la 
i.Mmation  des  valeurs  de  A,  B ,  C ,  D,  etc.  ;  A*,  B'jC,  I^jetc.; 
A'',  ir,  C",  etc.  ;  A'",  B'",  C",  etc.  ,  d'autant  que  la  détermi- 
nation de  T,  U ,  V,  X,  etc.  suppose  des  équations  en 
nombres ,  et  que  la  manière  de  les  obtenir  est  connue. 

La  recherclie  des  quantités  A,  B ,  C,  D ,  etc.  ;  A',  B',  C, 
D',  etc.;  A^  B^  C",  D%  etc.;  A'".  B'",  C",  D"',  etc.  se 
réduit  évidemment  à  celle  d'une  «uile  de  fonctions  des  coeffi- 
ciens  des  premiers  membres  des  équations  (i)  ,  qui  soient  toutes 
nulles  d*elles-mémes  ,  et  qui ,  en  outre  ,  puissent  être  mises 
5uccessiveraeut  sous  les  diverses  formes  qu'alTcctent  les  premien 
membres  des  équations  (4),  (5)  ,  {S)  ,  (7)  ,  etc.  C'est  à  quoi 
en  peut  par^-euir  facilement ,  à  Taide  des  observations  &ites 
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par  Bezûut ,  dans  sa  Tliéorie  des  Équations  algébriques , 
page  181  ^  et  déyeloppées  postérieurement  d'une  manière  plus 
générale  et  plus  lumineuse ,  par  M.  Laplace,  dans  les  Mé^ 
moires  de  tAtadémU  des  Sciences  de  Paris,  pour  1779'j 
page  394. 

Dans  le  cas  d'une  équation  unique 

at  '\'  bu  '\'  cv  -^  dx  r\'  etc.  =  A , 

on  ne  doit  prendre  que  la  première  équation  de  chacun  des 
groupes  (4)  >  (5)  ,  (6)  ,1  (7) ,  etc. ,  et  alors  les  fonctions  nulles 
et  sous  les  mêmes  formes  que  ces  équations ,  sont 

ia  —  ta  +  oc  +  od  +  etc.  =  o> 
oo+o^  —  ra  +  o<i  +  etc.  =  o , 
oa  4-  ^«^  -^  ^i  +  oii  +  etc.  =  0^ 
ad  +  ci  +'  oc  —  da  +  etc.  =  o , 
oa  4"  Arf  +  o<^  —  db  +  etc.  =  o, 
oa  +  oA4"«'^  —  dc  +  etc.  =  o> 

etc. 


Ainsi  on  pourra  poser 

A  —  A, 

B   = 

—  a  , 

c  = 

0, 

D  = 

o« 

etc. 

A'=c, 

B'  = 

0  > 

C  =  — 

^  > 

jy  — 

0, 

etc. 

A"  =  0, 

B''  = 

c  , 

C  =  — 

i. 

D""— 

0, 

etc. 

A'"=  d, 

B"'= 

0  , 

(/"= 

0  9 

iy''= 

— 

^> 

etc. 

A'^—  0, 

BIT  — 

dy 

C»'  — 

0, 

D»^  = 

— 

i, 

etc. 

A^=:  0, 

B^  — 

0  i 

etc« 

rf> 

D'  = 

— 

c. 

etc. 

La  proposée  étant  donc 

o/  4*  Al'  =  A  > 
on  a 

c  =  o ,      d  ^  o  f      ctc, , 
conséquemment  A=:A^B=  —  a,  et  tous  les  coefliciens  A 
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et  B  aocentafa  sont  nuls;  d'^illeon  las  sniTuns  Cj  D^  efee: 
n'^trent  pas  ^  parce  qu'on  n'a  que  deux  inconnues  ;  ainsi  les 
formules  résolvantes 

«  =  T  +  A-  4-  A'ff  +  AV  +  etc. , 
u  =  U  +  B-  +  B'C  +  BV  +  etc. , 

se  réduisent  à 

l'élimination  de  m  entre  ces  deux  équations ,  donne  la  pro- 
posée ^  après  avoir  remplacé  aT  +  bXJ  par  k. 
Soit  l'équation 

at  '^  bu  '{^  cy  =:  k  : 

les  formules  résolvantes^  au  nombre  de  trois ^  8<mt 

t  =  T+AM+A'S+  AV, 

V  =  V  +  C«  4-CC  +  Cy: 

■ 

on  a  ici  A=:  &,  A'=c,  A*  =  o-,  B:=-r-a,  Vzso^B'szo; 
C  =  G  ,  C'=  —  a,  C  ==  —  b;  d'ailleurs  ,  comme  rf=  o  , 
•  =o^  etc. ^  les  coefficiens  A^  B^  C  qui  ont  plus  de  deux 
accens ,  sont  nuls ,  ensorte  que  les  formules  ci-dessus  det* 
viennent 

«  =  T  4-  A*  +  cC , 

u  =^V  —  a»  +  cyy 

V  =  V  —  aC  —  by', 

éliminant  m  entre  les  deux  premières  équations ,  on  trowa 

at  +  fci*  =  aT  +  AU  +  ccff  +  boy} 

remplaçant  dans  cette  dernière  C  par  sa  valeur  tirée  de  la 
troisième  des  équations  ci-dessus ,  les  termes  en  y  se  détmilwnt^ 
et  après  avoir  écrit  k  en  place  de  aT  +  AU-f-cY  ^  on  retomba 
sur.  la  proposée. 
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Pour  réqnation  déjà  traitée 

5x  +  8y  4-  7»  =  5o  ; 
on  a 

a  =  6^      b  =z  8,      0  =  7,      ft  =  5o; 

donc 

X  =  X  +  8#  +  7ff,  • 

y  =  Y  —5m  +  7y, 

«  =  Z  —  5C  —  8y  ; 

or  d'après  les  formules 

a:  =  aiz  —  i5o  -^  8m  ,      J^  =  loo  -"  i4*  +  5m  ; 
trouyées  (a4)  >  on  obtient  pour  2=ti  etm=i7^ 

X  =  7,      Y=i,      Z:^i; 
donc 

x  =  7  +  8-  +  7ff, 

y=  1  —  5m  +  yy, 

'     jf  =  1  —  5ff  —  8y  ; 
pour  * s=  1  ,  C=z=  —  fl ,  y  =  1 ,  on  trouve 

Soit  enfin  l'équation 

a^  +  fcu  +  cv4"d^  =  ft: 
les  formules  résolvantes 

•  «  =  T  +  A«  +  A'C  + A'y  +  A"7  +  A"i  +  A'-Ç  , 
u  =  U  4-  B-  4.  FC  +  B'y  +  B'"/  +  B"i  +  B»?  , 
V  =  V  4.  G.  +  ce  +  C'y  +  C'J^  4-  C"i  +  OX, , 
x  =  X  +  D«  +  D'C  +  D»y  +  D"'/4-  D"i  +  D'{, 

perdent  les  termes  en  A ,  B ,  C ,  D  qui  ont  «hdeU  de  cinq 
«ccens ,  «t  elles  derienneut 
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u  =  U  -^a«  +  rv+A, 

v  =  V—  ûC  —  fry+dÇ, 
X  =  X  —  a^  — *•  it  —  cÇ  ; 

si  entre  les  deux  premières  équations ,  on  élimine  «  ^  on  obtient 
at  +  bu=  aT  +  bu  +  atC  +  adi"  +  bcy  +  bd%  : 

si  de  la  troisième  équation  on  tire  C ,  etde  la  quatrième  I^,  pour 
en  substituer  les  valeurs  dans  la  précédente  ,  les'  termes  qnî 
renferment  les  indéterminées  y ,  i  et  Ç  se  détruisent  ^  et  cm 
retombe  sur  la  proposée ,  en  observant  toujours  que 

flT  +  AU  +  cV  4-  rfX  =  Jk  ; 

et  ainsi  de  suite.  On  observera  qu'il  né  faut  supposer  dan 
les  formules  résolvantes  ,  que  le  nombre  des  indéterminées qm 
peuvent  être  éliminées  au  moyen  de  ces  mêmes  formules ^  ainsi 
qu'on  Ta  observé  dans  l'exposition  de  la  méthode,  ce  qni 
exige  qu'après  avoir  déduit  des  rh  -—  i  premières  formulo 
résolvantes ,  les  valeurs  d'autant  d'indéterminées  pour  les  subs- 
tituer dans  la  dernière  ,  les  termes  qui  'contiennent  les  indé- 
terminées restantes  disparaissent  d'eux-mêmes  ;  en  procédant 
ainsi  ^ur  le  dernier  exemple ,  on  déduira  des  trois  premiires 
équations 

^=  d • 

u  —  U  -h  0«  —  ry 
•    =  d '' 

^  —  5  • 

valeurs  qui  ,  substituées  dans  la  troisième ,  donnent  une  équa- 
tion dans  laquelle  les  termes  en  • ,  C  et  y  s'entredétroisent  ^ 
cnsorte  qu'on  retrouve  la  proposée. 

Passons  au  cas  de  deux  équations  :  on  ne  doit  prendre  alon 
que  les  deux  premières  équations  de  chacun  des  groupes  (/0> 


I 
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(5)>  (6),  (7),  etc. ,  c'est-à-dire, 

aA  +  bB  +  cC  4-  dD  +  etc.  =  o  , 
aX'  +  bV  +  cC  +  diy  +  etc.  =  o  , 
aUr  4-  iB"  4.  cC  +  (10"+  etc.  =  o  , 

etc. 

a'A+  VB+  c'C  4-  ^TD  +  etc.  =  o  , 
C'A' 4-  6'B'4-  t/C+  rf'D'4-  etc.  =  o, 
û'A''4-  ^8"+  c'C+  cf  D"4-  etc.  =  o , 

etc.; 

et  il  8*agit  de  trouyer  des  yaleurs  des  coeillciens  A ,  B  ^  G  , 
D ,  etc.  ;  A',  B',  C ,  IX,  etc.  ;  A%  B\  C\  D",  etc. ,  telles  que 
ces  éqqatioQS  soient  satisfaites  :  mais  bous  nous  bornerons 
a  les  relater  ici  y  parce  qu'il  sera  facile  de  lire  dans  les  résultats 
la  loi  de  leur  formation  :  on  a 

( bc^'-^b')  a  —  (^ac^ca')  b+{aV—ba')  c  4-  o . rf4-etc.  =0 , 
ibd'—db')  a  —  (fld'^doT)  b+o.c  +  {aV—ba')  d  +  etc.  =  o , 
icif-^dc')  a  +  o.b  —  {ad—da')  c4- (ac'— ra  )  rf  4-  etc.  =  o, 
o,a4-(cd'— A/)  *  —  (W'—^'*')  c +(fcc'— c6') ^  +  etc.  =  0, 

etc. 

ibc'—cb'^a'—{ac'—ca!)V+{flV^ba!y  +  o.d'4-etc.  =  o, 

Çbdf—dV)  a'—  [ad[—da')  y  4-  o.  c'  4-  {ab'-^bc^)  d!+  etc.  =  o , 

(rrf— rfc')a'+o.y— (acT— .ia')c'4.(ac'— ca')  d'4-etc.  =0, 

o.af^Çcd—dc')  V—{^bd:—dU)c  +  (bc'—cb')  rf'4-etc.=o, 

etc. 
ensorte  que 

A  =(ftc'— cftO>  B=:— (dc— raO,  C=(ai'— W),  D=o,  etc. 
K={bd:^db%  B'=:—(ad—dd\C=o,  ïyz=(^ab'—ba%  etc. 
A"  =(rri'— de'),  B''=o,  C"=—(^ad:—da% D*=(ac  — ca'),  etc. 
A*:=o,  B''=(ccf — dcO,  Cz=^{bd:—db'),  Yf=z{bc'—cb%  etc. 

etc. 
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Les  équations  proposées  étant 

at  +  bu  +  cv  ^=  k^' 
cCt  i-  Vu  +  cV  =  J/, 

les  formules  résolvantes  sont 

<  =  T  +  Am  +  A'ff  +  etc. 
u  =  U  4-  B-  +  B'ff  +  etc. 
V  =  V  +  Gi  4-  ce  +  etc. 

Mais  à  cause  de  Jsâo,  ^f  =o,  etc.,  on  a 

A' =;  o,      A*=o,    etc.;      B' =  o,.     B*=o,    etc.; 

d'ailleurs  les  inconnues  n*étant  qu'au  nombre  die  trois ,  les 
coefficiens  D,  D'^  etc.  n'entrent  pas  :  ainsi  les  formules  ci' 
dessus  se  réduisent  à 

t  =  T  +  A«  =  T  +  (  Ac'  —  cy  )  « , 
u  =  U+B«  =  U  —  (ar'— ccO  «/ 
V  =:  V  +  €•  =  V  4-  (oA'—  *^)  «. 

En  effet ,  si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  a ,  la 
seconde  par  h  y  la  troisième  par  c\  si  l'on  ajoute  les  trois 
produits  ,  et  qu'on  observe  que  aT  +  BU  -+■  CV  rr  A ,  on 
retombera  sur  la  première  des  deux  proposées  :  on  obtiendrait 
la  seconde  d'une  manière  analogue. 

Nous  avons  résolu  (a^)  les  deux  équations 

X  —  ay  +  z  =  5,       flj?  +  ^  —  £  —  7, 

pour  lesquelles  on  a 

a=i,      fc  =  —  a,      c=i,  A=z=5> 

a'=fl,      6'=i,  c'=-i,      ^=7,     ' 

et  conséquemment  ^ 

a:  =  X  +  «,      j.  =  Y  +  3-,      »=:Z  +  5ir-^ 
f 
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f>r  en  partant  des  Taleurs  X  =  4^Y  =  o^Zz5i^on  trotnre 

fct  faisant  snccessÎTement «=  i  ,  =  a,  =  5,  etc. ,  on  obtient 
les  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  trouvés  plus  haut. 
Dans  le  cas  de  deux  équations ,  si  les  proposées  sont 

a^  +  6u  +  Cl/  4*  ^  =  A, 

a't  +  ya  +  cV  +  cf  X  =  k\ 
on  aura 

«  =  o  ,      f  =  o  ,      etc. , 

et  les  formules  résolvantes 

<  =  T  +  A-  +  A'C  +  AV  +  A'"/+  A»^  +  etc. 
M  =  U  +  B-  +  B'C+  BV  +  B"'4^^-  B'U  -f  etc. 
V  =  V  +  C*+  CC+  CV+  C"J^+  0\  +  etc. 
X  =  X  +  Bm  +  Tye  +  B'y  +  iy'l+B'U  +  etc. 

deviendront 

t=  T  +  (ic'— ci')»  4-  {bd—dV)  :  +  {ci—éUr^y^ 
M  =  U  —  (ac'— ca')«  —  (acT— Ai')  C  +  {cd—tU/)l, 
V  =  V  —  (a*'— AaO  •  —  (a«f— da')  y  —  [bd—JM)  l, 
x  =  X+  {flV-^ba')  C  +  (oc'— ra')  y  +  (*c'—  é/) 4^, 

et  ainsi  de  auite. 

I9ous  terminerons  par  le  cas  de  trois  équations  ;  mais  nous  ne 
composerons  que  les  coeiEciens  A ,  B  ^  C  ^  D  ^  etc. ,  parce  qu'il 
sera  facile  de  former  ^les  coefEciens  accentués  A',  B',  C, 
ly,  etc.  •,  A',  B",  C^  D",  etc.  ,  ensorte  que  nous  n'écriront 
que  les  équations  du  groupe  (4)  : 

(Jc'rf'—  bd!c''+  db'c"—  cVâ'+  cdb"—  dc'V)  a" 

^{aifi'^adc''+dJc''--'  ca'dr+cda'—dc'a'^  b\ 

+  (d/d*—  a^b'^  da'b"^  bad'+  bda'^  db'a")  cï  —  ^i 

—  iat/c"—  ac'A'+  ca'b"—  AaV+  6cV—  c6V)  d\ 

etc. 


] 
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(fce'd'—  M'c'4-  dl/c'—  cb'4F+  oTb'—  dc'b")  a' 
— iac'^—  adc"+  da'c'-"  ca'd'+  cda'—dc'a')  V 
+  (ai' «T— arf'6'4-  da'b'—  ia'rf'+  bda'—  di/i^  c' 

—  (ab'c'—ac'b'+  ca'b'—  ba'c'+  bc'a'—  cb'aT)  i 

etc. 

{bc'ée—bdc'-\-  db'c"—  cb'd"+  cdb'—  dc'b')  a' 

—  (  ac'dr—  adc'+  da'c'—  c(^<e+  cda'—  dc'a')  V  i 
+  {ab'd—adb'Ar  da'b'—  ba'tf+bda'—  dl/a")  c'V  =  o: 

—  [^ab'c"—ac'b'+  ca'b'—  ba'c'+  bc'a'—cb'a")  rf»' 

etc. 

Ainsi  ponr  les  trois  équations 

at  -i-  bu  -\-  cv  -^  dx  =z  k , 
a't  4-  b'u  +  c'v  +  «f  X  =  ft', 
a't  4-  b'u  +  c'v  +drx=  k', 

les  résolvantes  seront 

t  =  T  +  A», 

«  =  U  +  B«, 

H  V  =  V  4-  c. , 

.T  =  X  4-  D«  ; 

car  les  cocfTicieas   A  ,  B ,  C ,  D  accentués ,  renfermant  en 
facteurs  e ,  e',  e',  etc.  «ont  nuls  :  on  a  donc 

t  =  T  -i-(,bc'd"—bdc'+db'c''—cb'dl'+cd'b'—d,/l^m, 
u  =  U  —  iac'd'—ad'c'+ da'c'— ca'dr+cda'— dc'a*)  é, 
V  =  V  +iab'd'—adrb"-j-da'b'-^a'd'+bda'—dl/a')*, 
X  =  X  —  iab'c''—ac'b''+  ca'b'—  ba'c"-^  bc'a'—  cb'a')  » , 

et  ain&i  de  suite. 

Il  est  aisé  de  déduire  de  cette  théorie,  qu'en  général  m 
étant  le  nombre  des  inconnues ,  et  re  le  nombre  des  équa- 
tions ,  le  nombre  des   bidétermiuées  dont  les  valeurs  de  cet 
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inconnues  derront  être  fonctions ,  sera 

m    m^— 1     m— Q  m —  n 4>  i     m — n 

T'~ — ~3~ ""^     •;rrr' 

et   que  ,  dans  la  valeur  de  chacune  des  inconnues ,  il  n'en 
sntrera  quun  nombre 

m— 1     m  —  22  m — n 

^■^^■"^  •  ~— ~^~~  •••••••  ■-^— •—  - 

1  fl  n 

ensorte  que  chacune  de  ces  indéterminées   n'entrera  ^  à  son 
tour  y  que  dans  les  valeurs  de  n  -f-  i  inconnues  seulement. 

Si  les  termes  connus  k ,  k\  etc.  sont  nuls ,  on  pourra  sup- 
poser T  ^  U ,  y  ^  etc.  nuls ,  et  alors  les  équations  seront  sus- 
ceptibles d'une  résolution  générale. 

a6.  On  propose  de  trouver  pour  x  et  pour  y ,  tous  les 
nombres  entiers  qui  peuvent  satisfaire  à  l'équation 

ou  à  la  suivante  , 

ay  +  (*^  +  ^  J'  =  —  ^^  —  ^^  — f' C^)- 

A  cet  effet,  qu'on  multiplie  de  part  et  d'autre  par  4^ ,  puis- 
qu'on ajoute  aux  deux  membres  (bx  +  d)^,  et  on  aura 

4ay+Jla{bx'i^)y+(bx+d)^=ibx-^d)*'^4a^cji^+ex+^ 

dont  le  premier  membre  est  un  carré  parfait.  En  extrayant  la 
racine  carrée  dé  part  et  d'autre ,  il  viendra 

aay+bx+d=±^[ibx-\^dy^4a(cx-+ex+f):i. . .  .(3). 
c'est-à-dire  , 

s^ay  -^^  bx'^d=±:^(^mx^'{'  nX'\'p) , 
«n  posant 

i*  — 4*ic=in,     abd  —  ^ae^^n,    d^''^4af:=p. 
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La  question  se  réduit  donc  à  trouver  les  ymkuxtn  ratiomidDar 

de  X ,  qui  rendront  rationnel  le  radical  t/mx^-^nx^-Pi 
parce  que  ces  valeurs  reportées  dans  (3) ,  donneront  nile  équ« 
tion  dont  on  tirera  des  valeurs  de  y ,  pareiUement  jation- 
nelles.  Soit  

on  aura 

d'où  Ton  déduit 

a7nx+  nsBih  v4™*^^^"VHp^î 
et  il  ne  s*agira  plus  ,  en  posant 

h  =  4'»>       i  =  »•  ^  4"V» 

que  de  rendre  rationnelle  la  quantité  radicale  V^Au^-f-i.  S 
le  binôme  Au'  +  ^  peut  être  décomposé  en  fiictenn  qu-^r^ 
ffu  -f-  1 9  tels  que 

h  •=  qs  ,      i  =z  rt ,      qt  +  rs  =  o  , 
on  fera 

(.qu+r)isu+t)  =  iqu  +  rYz\ 

d*où  résultent 

par  conséquent , 
donc 

quantité  rationnelle,  si  r ,  q ,  s  eX  t  sont  pareillement  dér 
quantités  rationnelles. 
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Si  m  étant  pontif ,  on  a 

■ 

les  deux  facteurs  de  hu*  +  i  deyiennent  imaginaires  ;  mais  ^ 
dant  ce  cas^  cenx  de  mx^-f-  tu:  -f-  p  sont  réels ,  et  si  on  les 
représente  par  qfx 'j^/ ,s'x+tfy  on  aura^  comme  ci-dessus^ 

{(fx + /)  i/x +n=  w^ + r'r%\ 

d*oà  Ton  tire 

et  comme  précédemment  ^ , 

Vmod^+nx^P  ±=  »  X  $£^. 

^Supposons  que  le  trinôme  sons  le  radical ,  soitCx^-f^ix-f-SS^ 
dont  les  deux  facteurs  sont  3ar-|-  5  ^  sa?  +  7  î  I^  comparaison 
donne 

oonséquemment , 

Si  le  trinôme  était  gx*  +  3ox  +  74  >  dont  les  deux  facteurs 
«ont  imagbaires  ^  on  aurait 

n»  =  9  >      n  =r  3o  ,      P  =  74; 
d'où 

A  =  56  ,      i  =  —  1764  =  —  (4a)«. 

•Les  deux  (acteurs  de  36tt*— (4^2)*  seraient  6u — 4^  et  6u  4-4^; 
donc 

17  =  5  =  6^      T  =  —  ^,      ^  =  4»* 

6   , 
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•  a 

partant , 

,8x  -4-  3o  —     ^^  X  —        '^  ^ 

9x«  +  3ox  +  74  =  43  (g^y, 

a*  +    1 

dont  la  racine  carrée  serait  7  X  -; . 

227.  Proposons-nous  de  trouver  pour  x  tous  les  iMnbmr 
entiers ,  tels  que  le  trinôme  ifix^-f-  nx  4-  p  devienne  on.  carré 
parfait  :  on  peut  supposer  ' 

mx*  +  Tio:  4"  P  ^=  «i (1^;  * 

et  si  on  représente  Tun  des  nombrea  en  questk>i|'  par  f,  on 

aura  aussi 

^f*  +^nf+p  =  es (2)- 

Retranchant  la  seconde  équatkm  de  la  pmwèfe ,  3  vient 

m  (x*  — /•)  +  Il  (x  —f)  =zzz  ^  », 

d»   » 
ou 


Soit 


on  aura 


"l(^+/)+  'l 

z_» 

:    2i  +  g 

— / 

• 

B 

*.+« 

~~A» 

x—f       A 

• 
> 

partant 
z 


étant  la  seconde  équation  de  la  première  ;.  on  prouve  peut 
différence  « 

9gAB  =  (  i»A»  ~  B»  >  X  4.  (  mA»  +  B^J/^.  n AT 
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«t  conséquemment  ^ 

\._^AB-^(mA»+y)/-FiA^ 

g  (m A^  +  B'  )  —  AB  (  2m/4-  n) 
mA*  —  B'' 

•  Pour  avoir  les  yalears  de  x  et  de  z  en  noml^es  entiers  ,  la 
supposition  la  plus  simple  est^  i*.  thA^ —  B*  z=  i ,  à  laquelle 
vépoadent 

X  =  QgAB  —  (  mA*  +  B»  )  /  —  «AS 
z  =  g  (mA»  +  B*)  —  AB(am/+n)v 

2^.  mA*—  B*  =  —  1  ,  pour  laquelle  on  a 

a:  =  7iA*+  (n*A»+B*)/—  agAB  , 
z  =  AB  (  flm/+  n)  —  g  (mA*  +  B»). 

La  question  est  donc  ramenée  a  celle  de  trouver  pour  A  deux 
nombres  entiers  propres  à  rendre  m  A*  —  i  et  mA*  -|-  i  det 
carrés  parfaits ,  parce  que  les  conditions  (i^.)  et  (a*'.)  donnent 

mA"—  1  =  B*,       mA*+  i  =  B*. 

Prenons  pour  exemple  >  le  trinôme 

5a:»  +  7x  —  8 , 

qu*il  s*agit  de  rendre  un  carré  par&it  par  des  nombres  entier^ 
pour  X  :  on  aura 

m  =  5,      w  =  7,      p  :=  —  8, 

et  les  deux  conditions 

5A"—  1  =  B«,       5A*  +  i'=  B% 

auxquelles  il  faut  satisfaire  en  nombres  entiei^s.  Pour  la  seocMide^ 

A  =  4  donne  . 

^  5A«  +  1  =  8i. 

Ainsi 

B,2=  9,    wiA» -f  8^  x=  i6i ,    nA«^  ira,    AB  =  38^: 

e.. 
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de  ces  Taleors  résultent 

(3)...x=iifl+i6i/— 731^,    »=36(iqf:f7)— i6ig...(4); 

mais  â  l'égard  du  trinôme  proposé ,  on  recomiait^  après  aroir 
essayé  quelques  nombres  sous  les  deux  signes ,  que  la  snbsti* 
tution  *4  pour  x,  donne 

5x*  -}-  7x  ^  8  =  100  ; 

on  prendra  donc  4  potir/*  et  lo  pour  g^  d'après  (si),  et  cm 

aura 

jp  =  36  9      z  ==  8fl. 

Ces  valeuts  de  x  et  de  z,  substituées  pour/  et  g  dans  les 
formules  (3)  et  (4)  >  donneront 

X  =  4>      2=1* 

Nous  ne  trouvons  jusqu'ici  que  les  nombres  4  ^  36  qui ,  substi* 
tués  poiBT  X,  rendent  le  trinôme  proposé  un  cairé  pazfiut. 
Mais  il  est  permis  de  prendre  g  négativement^  et  de  poser 

X  =  1  la  +  161/+  7ag,      «  =  36  (  10/+  7)  +  161^ , 

formules  dans  lesquelles  on  écrira  d'abord  pour  /  et  r  les 
nombres  4  ^^  ^o,  qui  donnent 

X  =  1476 ,       z  =  33ofl. 

Ces  valeurs  de  x  et  e  ^  écrites  pour  f^t  g  da^s  les  formules 
précédentes  y  conduiront  à 

X  =  47549a  ,      *  =  io68a34. 

En  continuant  de  la  même  manière ,  on  trouvera  une  infinité 
de  nombres  entiers  propres  à  rendre  le  trinôme  un  carré 
parfait» 

On  rendra  5A»—  1  un  carré,  en  prenant  A=  i  »  ce  qui 

donne 

B  =  a,      mA*+B*  =  9,      nA^^j,     AB==a^. 
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Taleurs  auxquelles  répondent  les  formules 

*  =  4ff  — af— 7>      «  =  98r—  a(iqf+7), 

flâns  lesquelles  on  écrira  d*abord^  pour  y  et  ^  «  les  nombres 
4  et  lo^  et  on  aura 

Ces  valeun  de  x  et  de  s,  reportées  pour  f  fit  g  dans  les 
mêmes  formules,  fourniront 

mais  en  prenant  g  ayec  le  signe  «^ ,  on  a 
qui  ,  pour  /=-«-  3  et  j^ s=3  —  4  »  donnent 

■ 

a;  ss  36 ,      s  =  8a  ; 

ces  nombres  36  et  8â  ^  substitués  pour/*  et  g  dans  les  deux 
dernières  formules ,  donnent 

a;  =  —  65^ ,        «  =  —  147a  ,, 

et  on  trouve  de  cette  manière  une  autre  série  de  nombres  en-> 
tiers  qui  résohrent  la  question  proposée. 

aS..  Proposons-nous  encore  de  trouver  les  plus  petits  nombre» 
entiers  qui ,  substitués  pour  «  et  pour  y,  rendront  la  quantité- 


Ajçr+  Bya:— «4-  C/x^^-l- +  Ny (i), 

la  plus  petite  possible^  A^  B  ,  C,  etc.  étant  des  nombres  entier» 
positifs  ou  irégati&.  Si  Ton  ùàt  x-ssyz  ,  ce- qui  diange  le 
polynôme  (1).  dans  le  suivant 

et  qu*on  désigne  par  a ,  a',  a%  etc.  les  racines  réelles ,  et 
par  «4^  C  V^—  1  >  1/  d;  C  ^—  I,  etc.  ^  les  racines  imagi^ 
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naires  de  ' 

A*"  +  Bz"^»  +€»•-*+ 4.11=  o <ft), 

le  polynôme  proposé  pourra  (  P*  sflct.  )  se  nettn  tons  là 
forme 


Ait-ayXr-a'y) . . . C(*-^^)*+^y3C(j'>— 'j^y-KyD,  «te- 

La  question  se  réduit  donc  à  fiâra  entocte  que  le  pnidut  jti^ 
cèdent  soit  le  plus  petit  possible.  Que  p  et  f  soient  iks  ▼alcoit' 
de  X  et  de  ^  correspondantes  au  minimum,  ou  à  la  plus 
petite  valeur  du  produit  >  et  qu'on  prenne  potur  x  et  pour  y 
des  valeurs  plus  petites^  il  faadra  que  le  prodak  defieme 
plus  grand;  car  autrement^  pour  x  =p  et  yi^q  »  il  ne  sendt 
pas  le  plus  petit  possible  :  il  faudra  donc  que  quelqu'un  de 
ses  facteurs  augmente  de  valeur.  Or  si  a  «  par  exesqifej  cil 
une  quantité  négative,  le  facteur  p-—  cuf  qui  devient p+of  , 
diminuera  par  p  et  par  q\  et,  dans  le  même  cas^le  facteur 
(p  —  êui  )^-4~  ^9*  diminuera  ,  si  «  est  un  nombre  iiégidf.  Dooo 
les  seuls  facteurs  qui  puissent  croUrei  lorsque  p  et  4  dimi- 
nuent ,  sont  ceux  qui  correspondent  aux  racines  réelles  posi- 
tives ,  ou  aux  racines  imaginaires  qui  ont  la  partie  réelle  posi- 
tive ;  et  y  par  rapport  à  ces  derniers  ,  il  est  dair  que  leur^ 
accroissement  ne  dépend  que  de  la  partie  p  —  «9  ,  puisque: 
Ç^q^  diminue  avec  q.  Ainsi  y  dans  le  cas  du  minimum  y  les 
valeurs  de  p  et  de  ^  doivent  être  telles  ,  quep  et  q  venant  a 
diminuer ,  la  quantité  p^^aq  augmente ,  en  prenant  pour  ^ 
une  des  racines  réelles  positives  de  Téquation  (a) ,  ou  une 
des  parties  réelles  positives  des  racines  imaginaires  de  la 
même  équation  ,  si  elle  en  comporte. 

Soient  r  et  j  deux  nombres  entien /positifii  et   premiers 
entr'eux,  moindres  que  p  et  q\  il  faudra  donc  qu'on  ait 

r  —  as>  p  —  aq  , 

abstraction  faite  des  signes  de  ces  quantités  :  or  si  Ton  din's** 
le  premier  membre  de  Tinégalité  par  s  et  le  second  par  9 1^ 
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5»  anni* 

a  >  ^  —  flt 

'  9 

Ainsi  (P*  sect. ,  chap.  XXXI)  -,  -  seront  des  fractions  prin*- 

cipales ,  consécutives  et  convergentes  vers  a ,  ensorte  que 

p#  —  çr  =  ±:  1  , 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  (P*  sect. ,  cbap.  XXXI)  ,  lors^ 

que  la  fraction  -  est  de  rang  impair  ^  ou  lorsque  -  est  >•  a  ; 

ou  bien  encore  lorsque  p  —  a^  est  une  quantité  positive  ,  et 
i*inférienr ,  lorsque  p^^aq  est  une  quantité  négative  -,  donc 
p--^  aq  fT-^  as  seront  de  différens  signes. 

n  faudra  donc  réduire  chacune  des  quantités  a ,  af,  a",  etc» 
en  fraction  continue  par  les  méthodes  connues ,  et  eu  déduire 
ensuite  les  fractions  convergentes  dont  il  s*agit  ;  après  quoi 
on  fera  successivement  p  égal'  à  tous  les  numérateurs  de  ces 
fractions ,  et  q  égal  aux  dénominateurs  correspondans ,  et  celle 
de  ces  suppositions  qui  donnera  la  moindre  valeur  de  la  fonc-- 
tion  proposée^  sera  nécessairement  aussi  celle  qui  répondra 
au  minimum  cherché.  » 

Nous  avons  supposé  que  les  nombres  p  et  q  devaient  être 
tous  deux  positifr  ;  il  est  clair  que  si  on  les  prenait  tous  deux 
négatifs  ,  il  n*en  résuherait  aucun  changement  dans  la  valeur 
absolue  de  la  formule  proposée  ;  elle  ne  ferait  que  changer 
de  signe  dans  le  cas  de  m  impair ,  puisque  la  proposée  re-^ 
vient  à 

r(A^+B^+ +  n)» 

et  elle  demeurerait  absolument  la  même  pour  m  pair.  Ainsi 
il  nimporte  quels  signes  on  donne  aux  nombres  p  et  <}-lors* 
qu'on  les  suppose  de  même  signe. 

Mais  si  Ton  donne  kp  et  q  des  signes  dinérens ,  les  tçrme» 
alternatifs  de  la  proposée  changeront  de  signe ,  ce  qui  en  fera 
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changer  aux  racines  a ,  cf,  etc. ,  m  ±:  Cfc/—  i ,  •  ±:  CV*-^  t  ; 
de  sorte  que  celtes  des  quantités  a ,  d^  etc.  m ,  m,  etc.  qui  étaient 
négatives ,  et  par  conséquent  inntQes  dans  le  premier  cas , 
devront  être  positives  dans  celni-d ,  et  employées  à  la  plies 
des  autres. 

Donc ,  en  général ,  si  l'on  recherche  le  minimum  de  Ufi^ 
mule  proposée  y  sans  autre  restriction  sinon  que  p  et  q  soient 
des  nombres  entiers ,  il  faudra  prendre  successivement  tontei 
les  racines  a^  a,  etc.,  et  toutes  les  parties  réelles  «^  «^  etc. 
des  racines  imaginaires  de  Féquation 

Aa"»  +  B»"-*  +  C«"^+ +N==o, 

en  faisant  abstraction  des  signes  de  ces  quantités  ;  mais  ensuite 
il  faudra  donner  à  p  et  à  9  les  mêmes  signes  ou  des  signes 
difré]:ens ,  suivant  que  la  quantité  qu*on  aura  prise  pour  a , 
aura  eu  originairement  le  signe  plus  ou  Iç  signe  moins ,  parce 
que ,  dans  ce  dernier  cas,  les  substitutions  -^-p  ^  ^-~9>  on 
^^p ,  ^  q  pour  X  et  y,  changent  chaque  racine  nég^ve  en 
racine  positive  qu'on  doit  employer. 

Lorsque  parmi  les  racines  réelles  a  ,  a^,  etc.  ^  il  y  en  a  de 
commensurables ,  alors  il  est  clair  que  la  quantité  proposée 

deviendra  nulle ,  en  faisant  -  égal  à  une  de  ces  racines  »  de 

sorte  que  dans  ce  c^  il  n*y  aura  pas  ^  à  proprement  parler  ^ 
de  minimum  ;  dans  tous  les  autres ,  il  sera  impossible  que  la 
quantité  dont  il  s'agit^  devienne  zéro^  tant  que,p  et  q  seront 
des  nombres  entiers. 

-Faisons  une  application  de  ces  principes  à  la  recherche  da 
minimum  des  fonctions  du  second  degrés  de  la. forme 

question  qui  revient  à  celle-ci  :  Trouver  les  valeurs  depetti 
qui  rendront  la  quantité 

Aç»  +  Bpq  +  CqL% 
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2a  plus  petite  qiiil  est  possible  f  dans  thypothèse  efvhn  iiad-' 
mette  pour  p  e^  q  gue  des  nombres  entiers. 
Suivant  la  méthode ,  il  faut  cherchet  les  racines  de  Téquation 

A**+  B»  4-  C  :;=  o, 
lesqualles  sont 

_  —  B  ±:  •b^—  4AC  _  —  B  ±  t/P 
aA    '  "^         aA 

Or,  j^  si  B*^->4^C  est  un  carré,  les   deux  racines  seront 
conunensurables ,  et  il  n*y  aura  pas  de  minimum,  parce  qne^ 

par  la  substitution  de  £  pour  £  ,  on  aura 

a2^  +  b2  +C  =  o=Ap»  +  BM  +  (V. 

d^.  Si  B*—  4A.G  n'est  pas  un  carré ,  les  deux  racines  seroiit 
irrationnelles  ou  imaginaires ,  suivant  que  B' —  4^C  sera  ^ 
on  ^  o ,  ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  faut  considérer  séparé- 
ment. Nous  commencerons  par  le  dernier  qui  est  le  plus 
facile  à  résoudre* 

■D 

Les  deux  racines  étant  ima^aires ,  on  aura j  pour 

la  partie  toute  réelle   de  ces  racines  ,   laquelle  devra,  par 
conséquent  j  être  prise  pour  d  ;  ainsi  il  n*y  aura  qu'à  réduira 

*     '  B 

en  fraction  continue,    la  fraction  — -  -7- (prise  abstraction 

fiiîte  du  signe  )  ,  et  en  déduire  la  série  des  fractions  '€onvec:« 
gentes,  laquelle  sera  nécessairement  terminée  :  cela  fait,  on 
essaiera  successivement  pour  p  les  numérateurs  de  ces  frac- 
tions ,  et  pour  q  les  dénominateurs  correspondans ,  ayant  soin 
.de  donner  à  p  et  à  9  les  mêmes  signes  ou  des  signes  diiFér 

rens ,  suivant  que  —  —  sera  un  nombre  positif  on  négatif. 

On  trouvera  de  cette  manière  les  valeurs  de  p  et  </,  propres 
4  rendre  Ifi  formule  pn^osée  un  minimum. 


I 


Soit  proposée ,  pour  exemple,  la  quantité 

49^  —  aS&xy  +  ago^  : 


on  a  ICI 


A  =  49  ,      B  =  —  a38  ,      C  =  ago  ; 
B«_4AC  =  -,96,      _»=5  =  1Z: 


aA 
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Opérant  donc  sur  cette  fraction  —  ,  on  trouvera  les  qoodeitf 
!À ,  2  ,  3,  à  laide  desquels  on  formera  ces  fractions  , 

a,      a,       3, 
1        a        5        17  ^ 


de  sorte  que  les  membres  à  essayer  seront  1  ,  a  ^  5,  17  pour 
p,  et  G  ,  1 ,  a ,  7  pour  q,  Sï  donc  on  désigne  les  résultats  da 
ces  substitutions  par  R,  on  aura  ce  tableau  : 


p 

9 

R 

1 
a 
5 

ï7 

0 
I 

a 

7 

49 

10 

5 
49 

d*où  Ton  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  R  est  =  S,  yalenr 
due  aux  suppositions  p  =  5  ,  </  =  a. 

Qu*on  ait,  en  second  lieu,  à  chercher  le  minimum  de 

yx^  -f"  aax^  +  aoy*  : 
on  a  ,  dans  ce   cas , 
A  =  7 ,    B  =  22  ,     C  =  20 ,    B*  —  4AC  =  —  76  ; 

B  II 

le  radical  est  donc  imaginaire.  L*a  fraction  -^  —  =  — -— 
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donnera  ce^  quotiei^s  i ,  i  ,  i  >  S  ,  désqueb  on  dédoira  eetfe 
« uite  de  fractions  convergentes , 


11 


mais  comme  la  fraction  est  négative ,  on  devra  prendre  p 
et  q  avec  des  signes  diffërens  ',  et ,  par  exemple ,  q  négatif  > 
ce  qui  est  indifférent  ponr  la  résultat  :  on  aura  donc  ce 
tableau  : 


p 

9 

R 

l 

• 

o 

7 

1 

—  1 

B 

a. 

—  1 

4 

3 

—  a 

11 

11  ' 

—  7 

i33 

», 


le  minimum  ^  qui  est  4  >  répond  aux  suppositions  a ,  —  i  : 
pour  ce  cas,  1^  proposée,  en  remplaçant  or  par  p^  et. y 
par  q ,  devient 


'  [('  +  T  ')  + 1  '•]• 


Soit,  en  second  lien,  B^ — J^C  >  o  ou  D>  o  :  sî  Téqua-^ 
tion  a  ses  deux  racines  positives ,  il  faudra  les  prendre,  suor 
céssivement  pk)ur  a ,  et  faire  la  même  opération  sur  chacune 
d'elles  \  comme  on  le  veira  dans  les  exemple»  d-^iessons  > 
mais  si  Tune  des  deux  racines ,  ou  toutes  deux  étaient  néga- 
tives ,  on  les  rendrait  positives  ,  en  changeant  seulement  le 
signe  de  B  >  puis  on  opérerait  comme  ci-dessus  ,  en  obser- 
vant de  prendre  les  valeurs  de  p  et  ^  avec  des  signes  dif-« 
férens. 

pQur  faciliter   les    déterminations  ,    nous  reprendrons    les 
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valeim  de  A,  V>  A',  etc.,  trouyées  (i7)-,  aavoir^ 

A  <  o, 

*  <  V=ïr<  A(flV-V)7V-p')' 
.    ao'— /    ^  A  (m'-*')  (P'-^) 


A* 


*  ^  «7--p-  ^  A  («/•-p-)(6qr-<)  • 

.1         .  ,     ,  — B+t/D   — B— VT> 

or ,  a  et  6  représentant  les  deux  racines .         » JT""* 

ai  Ton  considère  d'abord  les  dénominateim ,  on  trimye  en  et 
fectuant  les  opérations  ^ 

A  (a^-p'  )  (  V  -P^)  =  V-A<a  +4)  j/if  +AalHf'^ 

A  (p*—  aq')  (  p'—  V)  =  Ap*^— A  (a + *)  p'if-^kabq'* 

=  Ap'«+^fl'+Q7'«. 
etc. 

Passant  ensuite  aux  numérateurs ,  on  trouve 

A(p«— Afl")  (ftç'— /)  =— Aa— iB— H/D, 

à  cause  de 

^=1,    q''  =  o,    p^  =  A,    9'=i,    4=g""    2Â 

(17)  ;  [ensuite ,  en  tenant  compte  des  valeurs  de  a  et  4  j  on  a 

A  (  aq'—f)(j>'—bq')  =  —  Ap'p'  +kap'<f'\-Mrf(q'^Âab<fit 

~_  Ap'p*  _G,V  -  i  B  (pV  +,(f) 

A  (p'— oqOCV-f» ")  =  —  Apy+AapTq'+AfyY 

—  AabqY 

_  «.  Ap'-p'-G/ V- i  B(  P V+9V) 

-fiV/i>(pY-9'p'). 
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«insi  de  mite.  Qa'on  pose ,  pour  àbréga , 

po=  A, 

r  =  V  +  Vt'  +  f^'» 

etc.  ; 
b 

<y=    Aa    +iB, 

Ç-=  Apy+  i  B(pV+  9>")  +  CçY. 
etc.  j 

I  inégalités 

,       A(£^--fljO(V=lP') 

*'^A(p'-0(p'-6<7')* 
,.^A(;r-V)(V-p*) 

etc. 
duites  d'après  les  relations  «connues 

transfonneront  dans  celles-ci 

etc. 
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Or ,  si  dans  l'e^onreasion  de  Q^,  on  écrit  pow  f^  ét^tjf  lau9 
valeurs  connues  A'p' +  i  et  x'q^,  elle  deviendra  A'P'-t"Q'; 
celle  de  Q'" ,  en  remplaçant  p'"  et  q"'  par  A*p'  +  p', 
a"9"  +  q',  deviendra  a"?"  -j-  Q*,  et  ainsi  àa  reste  ;  de  sort» 
que  Ton  aura 

Q'  =  AP»  +  Q« 
Q"  =  VK  +  Q' 

.  elc. 

Si  d*abord  .  dans  P'  on  remplace  p'  par  A  ^  ^  par  l'anité  • 
et  B  par  aQ^,  on  aura 

P'  z=  >«P*  +  flxQ»  +  C  ; 

si  dans  Texpression  de  P^^  on  substitue  les  valeurs  de  p'  et  tj^, 
elle  deviendra  a'^P'  +  a/Q'  +  A  ;  Texpression  de  P"',  par  la 
substitution  des  valeurs  dep'",9'",  deviendra  A'^P'+aA^Q'+P^, 
et  ainsi  de  suite  \  de  sorte  que  Ton  aura       '' 

P'  =     A*P     +      2AQ«    +  C  ^ 

P"  =  a'«P'  +   sa'Q'   +  P% 

.     P'"=  a"*?''  +  2/'Q^  +  P', 
piT_  /''*P"'+  2A"'Q'''4.  P", 

etc. 

Mais 

Q/a_  pop'  _  (;,^  +^B)«—  A(a*A  +  aB+C) 

=  ^B^  -  AC  =1  (B»-4AC), 

Q"«_  FP"  =  (  a'P'+  Q'  y  —  F  (a'*F  +  aA'Q'  +  A) 
=  Q'   —  AF  =  Q'*—  P«F,  . 

et  ainsi  de  suite. 


•40b  tke  de  \i. 
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Si  Ton  se  reporte  aux  notations  et  à  l'analyse  employée» 
(n*.  a3)>  ou  reconnaîtra  •  facilement  que  les  formules 

B'  =    ûAa  +  B  / 
B*'  =  sAV  -f-  B',         . 
B'"=  aAV  +  B", 
etc. 


A'  = 


A''  = 


A'"= 


4A'     ' 
4A"    ' 


dans  (N)  et  (P)- 


On  demande  quels  nombres  entiers  il  faudrait  prendre  poor 

ap  mt  y ,  aCn  que  la  quantité 
►  - 

gx*  —  ii8x^  +  378^ 

it  un  minimum?  On  a 

1 

A  =  9,      B  =  —  118,      €  =  378,      D  =  3i6,    , 

•i  .  •     ■        • 

lî  les  deux  racines  sont  positives ,  ensorte  qu'on  devra  le» 
>loyer  successivement.  ^ 
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Soit  donc  pris  »  en  premier  lieu ,  le  radical  atec  le 
pliu  :  on  fera  le  calcul  suivant ,  fondé  sur  les  formules 
(N)  et  (P). 


•59 


P'=9 


A     < 


qr  t=+9.7-59=  4P'  = 


Q"=—  3.5+7=— 8 


Q'  =+  5.3—8=    7 

Q"=— 6.3+7=:>-5 


Q"'=+ 9.1—5=    4 


etc. 


P*  = 


P*^/_ 


9 

9  —  79 
—  7 

49—79. 
10 


=    10 


A'  < 


A'< 


59  +  V 
9 

-4-V 


3  +  1/ 


10 


3lA"'<_Z_V 


p.,  _  64—79 
—  3 

PT  _49— 79 
5 

m.— g5— 79 
—HT" 

9 
etc. 


=     5 


=     9 


A"< 


A''  < 


«  +  • 
5 

— V 


—6 


^        9 


etc« 


Ck)mme  Q^^rrrQ"  et  P^"  =  P',  on  aura 
QTui_  Q^^     QiE  _  Q///^  etc.  ;     P^"»  =  P",     P««=  P''',  < 

de  sorte  qu'on  pourra  continuer  les  séries  ci-dessus  à  Tin 
en  ne  faisai^  que  répéter  les  mêmes  termes. 
Prenant  le  radical  en  moins  ^  on  aura  le  tableau  suiyant. 
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=-59 


P»   =9 


9.5-59=>-.4P'    =^ 


=  i3. 1 — 14= —  » 


=— 13 


.  1—  V 


=    5.3—  7=     8 


=-3.5+8:^7?''  =^5=|a= 


i3 

p"'  —4.9—79 


=—  G 


=      5 


piv    .— . 


_64— 79_ 


9 
'    ^  '4  +  V/79_. 

•  ^ijz±:V9  _, 

^      —  6      ~ 


A'"  < 


7  +  V'79  _rT 


—  5 


^    <      -3 


=5 


=  10. 1—  7^      3 


=—7. 14.  3=—  4 


m 


=  9.1— 


=     5 


•a+  5=—  7 


—  3 

pTt   ^9         '"• 


10 


10 
—  7 


=      9 


^'  < 


7+1^79 


10 


...  <=^^: 


T».,_^5->79__ 


p..  _49— 7P 

:^  6 


A^»< 


4+V79^, 


==fl 


=      5a'«  < 


7+</79_ 


1  peut  s'arrêter  à  Q**  =  Q'"  et  P'*  =  P"',  parce  qu'on  ne 
Touyerait  plus  que  les  termes  déjà  obtenus. 
Or,  si  on  considère  les  valeurs  des  termes  P%  P',  etc. 
)uvées  dans  les  deux  cas  ,  et  qu  on  sait  être  celles  de  la 
iction  proposée ,  en  changeant  x  en  p  et  y  en  q ,  on  verra 
e  le  plus  petit  de  ces  termes ,  est  -»-3  :  dans  le  premier  cas  , 
ist  le  terme  P''',  auquel  répondent  p'"  et  ^'"  ;  et  dans  le 
;ond  cas  ,  c'est  le  terme  P*%  auquel  répondent  p*"  et  (7'^. 
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Ainsi  y  dans  le  premier  cas ,  on  prendra  les  quotîens  A,  V,  A', 

savoir  ^  7  >  i  j  i  >  et  l'on  formera  les  fractions  principales  coit- 

7815,         ...  p  -, 

vergentes  - ,  - ,  —  ;  la  troisième  sera  St?  %  ensorte  que  1  on 

aura 

Dans  le  second  cas  >  on  prendra  les  quotiens  A  ^  a'^  a'^  a*» 

savoir^  5, 1,  1 , 3,  lesquels  donneront  -,  -,  —  >  —  »  de  sort» 

que  l'on  aura 

p'-  =  39  ,      ç'-  =  7. 

Mais ,  dans  les  deux  cas ,  le  terme  -—  3  reviendra  an  bout  de 
chaque  intervalle  de  six  termes  :  ainsi ,  dans  le  premier» 

P^'s— 3,      P«  =  — 3,      P^  =  — 3,    etc.; 

dans  le  second, 

P»''  =  —  3,      P«  =  —  3  ,      P*^»  =5  —  5 ,    etc.  -, 

conséquemment  on  aura  pour  les  valeurs  satisfaisantes  de  » 
et  y,  on  de  p  et  q  , 

l^   p'",  (/'";   p^9*';   p*\7'^;   etc.; 

a^    p'^  9*^;    P*»7'">    P^^\q^'\    etc.: 
or  les  valeurs  de  a,  a',  a',  etc.  sont  dans  le  premier  cas, 
7,   1,   1,  5,  3,  fl,  1,  1,  I,  5,  3,  a,  I,  1,  1,  5,  3,  etc. 
Â  l'inCni  ;  il  n'y  aura  donc  qu'à  former  les  fractions 

2    8    i5    83    aG4    6u     876    £486    a36i     i3fl9i 
1'  T'    a  '   11'    35  '    81  '  n6'    197  '    SïT*  1^' 

et  on  pourra  prendre  pour  p  les  numérateurs  de  la  troisième» 
de  la  neuvième ,  etc.  ;  et  pour  q  les  dénominatem:s  corres* 
pondans  ;  on  aura  donc 

p=i5,    9  =  aj      ou     p  =  a36i,    9  =  3i3»    ou    cMw 
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Dans  le  second  cas,  les  valeurs  de  ?i,  x\  x",  x"\  etc.  seront 

5,  1,  i,  3,  5,  1,  1,  1,  a,  3,  5,  i,  i,  i,  2,  etc., 

parce  que 

On  formera  donc  les  fractions 

5    6     II     39    ao6    a^B    45i     69S     1843    6aa5    SagSS 
I'  7*  T'  "t"'    37'    44'  "gr*   laS'    33i'   iii8'    Sgai  ' 

et  les  fractions  quatrième  y  dixième  ,  etc.  donneront  les  valeurs 
de  p  et  (/ ,  lesquelles  seront 

p  =  3g«    qz=iy,      ou      p  =  Gaa5,    9=1118^    etc. 

De  cette  manière ,  op  pourra  trouver  par  ordre ,  toutes  les 
valeurs  de  p  et  ^  qui  rendent  la  formule  proposée  =  —  3  , 
valeur  qui  est  la  plus  petite  qu'elle  puisse  recevoir. 

On  pourrait  proposer  de  trouver  la  plus  petite  valeur  posi- 
tive de  la  même  formule  ;  elle  est  5  dans  1^  deux  cas ,  et  on 
aura ,  par  les  fractions  ci-dessus  , 

p=83,    9  =  11,     ou    p=i3a9i,    9=  176^1,     etc. 
p=:ii,    9=a,      ou    ^=1843^       9  =  331,      etc. 

Ceux  qui  désireraient  approfondir  cette  matière ,  feront  bien 
de  consulter  la  Théorie  des  Nombres ,  par  M.  Legendre,  les 
Mémoires  de  P Académie  de  Berlin,  années  17S7  et  1768, 
et  le  deuxième  volume  de  V Algèbre  d*Euler ,  Additions  par 
M.  Lagrange, 


7-' 


% 
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CHAPITRÉ  V. 

Eifahiation  des  sommes  des  puissances  entières  y 
positives  et  négatives  des  racines  dune  équation. 
Application  de  ces  formules. 

529 .  XJES  sommes  des  puissances  d'un  même  exposant ,  tant 
positives  que  négatives  de  toutes  les  racines  d*une  équation, 
jouissent  de  la  propriété  de  pouvoir  toujours  être  traduites  en 
coefficiens  de  cette  équation  :  nous  verrons l)ientôt  qu'il  en  est 
de  même  de  toute  fonction  invariable  ou  S3nuétrique  des  ra- 
cines ,  c* est-à-dire ,  de  toute  combinaison  de  ces  racines  dont 
la  valeur  numérique  reste  la  même  ,  en  faisant  dans  la  fonc- 
tion tous  les  échanges  possibles  entre  les  racines.  Ontronveia 
dans  les  chapitres  suivans  Temploi  des  formules  que  nous  allons 
faire  connaître. 

La  proposition  dont  il  s*agii',  peut  s'énoncer  ainsi  :  il  existe 
entre  les  sommes  de  puissances  semblables  de  plusieurs  quan^ 
tités  et  leurs  sommes  de  produits  deux  à  deux,  trois  d  trois , 
quatre  à  quatre ,  etc,  ,  des  relations  soumises  à  une  loi  négU" 
Hère  y  et  telles  que  les  premières  peuvent  toujours  être  exprimées 
en  fonctions  rationnelles  et  entières  des  dernières ,  et  réci^ 
proquement. 

Soit  donc  l'équation 

a;"  —  Ax"-*  -f-  Bjc"-*  —  Cx^"^ + V=  o. . .  ,(M), 

a  ,  bf  c,  d ,  etc.  étant  les  racines  :  on  aura  l'identité 

x^—  Ax^-^+  Bx"»^  — —  Tx  4-  V     " 

?=(x— a)  (x— i)  (x— c)  (x— <0  etc (N)  , 
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qui  sera  encore  vraie  en  écrivant  x  -f-  i  pour  x  ^  x  tti  étant 
quelconques  y  puisque  le  premier  membre  est  un  produit  elTec- 
tué ,  et  le  second  un  produit  indiqué  ;  ensorte  que 


=  [ix-a)  +.1]  lipc-h)  +  /]  [Sx-c)  +  i]  [(x-^+  i]  etc. 


On  aura  donc  entre  les  coefHciens  de  la  première  puissance 
de  /' ,  l'identité 

mx"-'— A  (m— i)  x"*"*+B  (m— a)  x^^+  etc.  —  T 
=  (x — b)  (x— c)  (x — d)  etc. 
+  (jx>^d)  (x— c)  (x — d)  etc. 
+  (x— û)  (x— 6)  (x—d)  etc .(P> , 

* 

etc. 

dont  le  second  membre  est  la  sonmie  des  quotiens  que  l'on 
obtient  en  divisant  le  produit  de  tous  lés  facteurs  de  la  pro- 
posée >  successivement  par  chacun  de  ces  facteurs.  Divisant 
(?)  par  (N),  il  viendra 

mx'""'—  A  (/y^— 0  x^-'^-  B  (m— fl)  x^^ —  T 

x«—  Ax"-»  +  Bx^* — Tx+ Y 

1.1.1.1 


X— a       X— î        X—  ex 
mais 


;33  +  etc (Q); 


=  1  +  ^a  +  rà  +  etc.. 


X — a        X        X*        x^ 
1  \     .     b     .    b 


=  -  +  -i  +  -13  +  etc.. 


X — b        X        x*        x^ 


1     .     c     .    c* 


=  -  +  r:i  +  rj  +  «te. 


etc. 
Posons  donc  y  pour  abréger^ 
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a  +6  +  c  +  cf  +  etc.  =  S,  ; 
a»  +  6»  +  c»  +  rf*  +  etc.  =  S., 
a'  +  frî  +  c3  +  d3  ^  etc.  =  S3, 

etc. 
fi"  -I-  6«  +  c*  -f  rf*  +  etc.  =  S» , 

S, ,  Sa,  S3 Sm  étant  des  fonctions  à  évaluer  ;  l'identité 

(Q)  deviendra 

Tnx"""*—  A  (m—  I  )  x"»-*+  B  (m— a)  x"^^ — T 


a;"» —  Ax*""**  +  fi-^ 


—a 


.— Tx  +  V 


7rt 


=  -+?l+^  +  5?^....+  ^  +  ^4.etc....(R). 

Multipliamf  les  deux  membres  de  (R)  par  le  dénominateur 
du  premier  y  on  obtiendra 

ynx*^'— A(m— i)x"^rf  B(m— a)  x^— C(m— 3)x*-^+...— T 


=  Tïix*""' — mA 

+  s. 


X 


m — 9 


+  771B 

—AS, 
+  S. 


x""^-f-  etc. 


+  BS, 

—AS» 
+   S3 

De  la  comparaison  des  coefEciens  des  puissances  semblables 
de  X  y  résulteront  les  égalités 

771   "==.    771  , 
S,  —    TTlA  =   (  771  —  1  )  A^ 

S.  —  AS,+  mB  =        (7»— a)B, 
S3 — ASft  +  BS,  —  TTiC  =r  —  (771  —  3)C, 

etc. 
desquelles  on  déduit 


S,—    A=  o. 

S»—  ASj+  2B  =  G 

Ss—  AS.+  BS,  —  3C  =  G 

S4  —  AS3  +  BSa  —  es,  +  4D  =  o. 

ctc, , 


(0. 

(3)> 

(4)> 
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résultats  dont  la  loi  est  facile  à  saisir  ;  mais  on  observera  qu  ils 
supposent  les  signes  de  réquation  alternatifs. 

On  remarquera  quen  multipliant  le  second  membre  de  (K) 

S  ,    , 

par  a:*",  le  terme  •    ";  multiplié  par  x*",  donne  pour  produit 

m  ' 
S^x""*  ;  celui  de  V  par  le  premier  terme  — ,  est  mVx""*  > 

ensorte  que  le  coefBcient  total  de  af"S  est 

S„—  AS^,  +  BSn^  — +  mV  =  o, 

ou ,  en  observant  que  ni=  So> 

S„—  AS«_,+  BS«^— CS,„_3+. . .  .+Vs  =  o. .  .(S) , 


parce  que  le  terme  de  même  exposant  de  x  dans  le  premier 
membre^  est  o  X  Y  =  o.  Les  sommes  S| ,  S«  >  S3. . .  .Sm  dé- 
pendent visiblement  du  premier^  des  deux,  trois >  etc.  pre- 
miers coefiiciens  de  Téquation  ^  et  enfin  S^  dépend  de  la  totalité 
de  ces  coefficiens^ 

En  multipliant  le  terme  -^j^  par  x"  dans  (R) ,  on  trouve 

Sm^fOcT^',  d'autre  part^  en  remontant  vers  la  gauche  ^  on  a  le- 

S 
produit  de  — ^  par  V,  qui  est  VSjar^  i  d*où  Ton  conclut  pour 

le  coefilcient  total  de  oT^^ 

S»^»—  AS,+  BS«.,— . . .  •+ VS,  =  o. . . . (T), 

parce  que  celui  de  x"^  dans  le  premier  membre  de  (R) ,  est 
encore  nul. 

On  peut  comprendre  les  formules  (S) ,  (T)  ,  etc.  dans  un« 
«eule.  A  cet  effet,  multiplions  Téquation  (M)  par  x",  et  nous 
aurons 

les  substitutions  x-=za,  z=zb,  =  c  ,=.  etc.  dans  la  précédente^ 
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donneront 

cm-+-«— Aiz^-^-'-'-l-Ba"^"-*— — Ta"-^'+Va"=o. . .  .(0) , 

i"n-— A6"»+»-'+Bi"^"-^— — Ti"^'+V6*=o, . .  .(V) , 

etc. 

Ajoutant  toutes  ces  équations  ,  on  aura  >  d*après  la  notatioii 
adoptée , 

Faisant  dans  cette  formule  7i=o,  =  i,=3,  etc. ,  on  re^ 
trouve  les  formules  (S)  ,  (T)  ,  etc. 

On  observera  que  les  formules  (i),  (3),  (3),  (4),  etd.  ne 
donnent  les  sommes  des  puissances  des  racines  ^  que  jusqu'à 
celles  de  Tordre  m  —  1  inclusivement ,  et  qu'il  faut  ensuite  > 
pour  les  puissances  de  Tordre  m  et  celles  au-dessus  ,  recourir 
aux  formules  (S)  ,  (T)  ,  etc. 

Faisons  quelques    applications  numériques.   L*équation  dn 

troisième  degré 

cc^  —  2ix.  —  5  =  0, 

comparée  avec  la  proposée ,  donne 

A  =  o,    B=  —  2,    C  =  +5,    D  =  o,     etc.  ; 

reportant  ces  valeurs  dans  les  formules  (1)  ,  (a)>  (3)  ,  (S); 
(T) ,  etc. ,  on  en  déduit  les  suivantes  , 

S,=o,  Sa=4>  §3=  i5,  84=8,  S5=5o,  86  =  91,  etc. 

L'équation  du  quatrième  degré 

a4  —  x^  —  i^x*  +  49^  —  3o  =  o , 
donne 

A=i,    B  =  —  19,    C  =  —  49,    D  =  —  3o. 

Ces  substitutions  faites  dans  les  formules  (1),  (2),  (3),  etc., 
(S)  ,  (T) ,  etc.  donnent 

S,  =  1  ,     S,  =  39  ,     S3  =  —  89 ,     S4  =  723 ,     etc. 
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3o.  Les  formules  précédentes  servent  encore  à  approcher 
de  la  plus  grande  des  racines  a,  &  >  c ,  etc.  de  la  proposée. 
]£n  effets  il  est  clair  que  si  toutes  les  racines  sont  réelles  >  et 
si  la  racine  a  est  >  par  exemple ,  la  plus  grande ,  abstraction 
faite  du  signe  ,  la  puissance  o^   surpassera  d*autant  plus  la 

puissance  de  même  ordre  des  autres  racines ,  et  même  la 
somme  de  ces  puissances ,  que  Fexposant  /«  sera  plus  grand  ; 
d*où    il    suit  que    S„^_  et  S^  étant  deux  termes  consécutifs 

dans  la  suite  des  sommes  des  puissances  successives  des  ra- 
cines ,  on  aura ,  à  très-peu  près , 


S/.-.* 


en  observant  que 

.       S^  =  û^  +  W*  +  c/"  +  etc. , 

S^_,  =  û/"-«  +  W*-«  +  c^-'  +  etc.  : 
fÂ    I 

or  cette  valeur  de  la  racine  a  sera  d'autant  plus  approchée; 
que  les  termes  S  ^,  et  S    seront  plus  éloignés  de  la  naissance 

de  la  série  So  ;   S,  ^  S. L'illustre  Lagrange  observe  et 

démontre  (  RésoL  des  Èquat.  numér.  )  que  cette  méthode  ne 
sera  en  défaut  y  à  cause  des  racines  imaginaires  y  qu'autant 
qu'il  s'en  trouvera  pour  lesquelles  le  produit  réel  des  deux 
racines  correspondantes  y  sera  plus  grand  que  le  carré  de  la 
plus  grande  des  racines  réelles. 

Appliquons  cette  méthode  à    la  recherche   de    la    plus 
grande  racine  de  l'équation 

Jr  —  3x*  -f-  4  ^^^  o  > 

pour  laquelle  on  a 

7n=;=3,    A  =  3^    B  =  G,    C  =  —  4> 

et    cette  suite  de  valeurs   des    sommes   des  puissances  des 
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racines  >  savoir  : 

S|  =  3 ,        S»  ==  3  ,        $3  =  9,        S4  =  i5  > 

S5  =  33  ,      Se  =  63 ,       S,  =  129  ,    Sg  =  a55, 
Sg  =  5i3,    Sio=  ioa3,   etc., 

dont  les  termes  sont  tels,  que  le  quotient  de  chacun  ,  divuo 
par  le  précédent ,  converge  rapidement  vers  la  racvoe  a  qnî 
est  en  effet  la  plus  grande  des  trois  racines. 

3i.  Par  rhypothèse  x  =  -,  d'où  jr=:  -,  le  problèma 

y 

serait ,  quant  a  la  transformée ,  le  même  que  le  précédent  > 
.sur  la  proposée.  Mais  on  pourra  calculer  directement  let 
formules  des  sommes  des  puissances  négatiyes*  Pour  cela^ 
on  développera  les  fractions 


1  1 

X— 4  *      X— c 


qui  forment  le  second  membre  de  l'identité  (Q),  etc.,  smTaBfi 
les  puissances  positives  de  x ,  ce  qui  donnera  la  suivanle , 

mx»-'—  (m— 1)  Ax^»+  (jn— a)  Bx»»-^— — T 


x«— Ax^-'+Bx*^ —  Tx+V 

=—  ,S  —  aSx  —  sSx*  —  etc.  , 

en  désignant  par  |S,  aS  ,  $5  ,  etc.  les  sommes  des  premières  » 
secondes ,  etc.  puissances  négatives  de  la  proposée.  Les  termes 
de  la  fraction  qui  forme  le  premier  membre  >  étant  écrits  dans 
un  ordre  inverse^  on  aura 

—  T  +  aUx  —  5Rx'  +  4Qx^  —  etc. 
V  —  Tx+  Lx*— Rx^  +  etc. 

=  —  »S  —  aSx  —  3SX*—  etc (R')^ 
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Aorte  que  multipliant  les  deux  membres  de  (RT)  par  le 
énomiiiatetir  >  et  comparant  ensuite  les  coefllciens  des  puis- 
nces  «cmblables  de  ;r^  on  troayera  ces  firarmules 

1^  —  V  »         • 

"*      T  3 

•S  =  y  ,S  —  y  U, 

T  II  3 

4S    =     y     3S    —    y     aS     +     y     .S    —    y    Q  , 

etc.   y 

dont  les  seconds  membres  forment  une  série  récurrente  ayant 

T  U 

pour  échelle  de  relation  (!'•  sect. ,  chap.  XX)  >  +  ^ ,  ■"  v  > 

+  y  >  e^c. 

On  trouve  dans  le  n?  8  du  tome  m  0es  Annales  de  Ma^ 
thématiques ,  une  démonstration  de  ce  théorème  ,  due  à 
M.  Gergonne ,  laquelle  ne  suppose  que  la  théorie  des  combî-j- 
oaisons ,  et  qui ,  suivant  ce  géomètre ,  est  plus  courte  et  plus 
simple  que  celles  que  Ton  déduit  de  la  théorie  des  équations. 
On  peut  encore  consulter  le  n^  1  du  tome  lY  des  mêmes  Annales. 

32.  Il  est  évident ,  à  la  simple  inspection  des  valeurs 


1-1.1 
c 

1 


a         o  '^ 


•^  =  ?  +  F»  +  ?:  +  **''• 

'^  =  i  +  55  +  ?  +  •^''' 

etc. , 
que  si  a  est  la  plus  petite  racine  soit  positive  y  soit  négative ,  la 
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puissance—  surpassera  d*autant  plus  la  somme  des  pmssancet 

semblables  des  autres  racines ,  que  cette  racine  sera  •  pins 
petite  que  chacune  des  autres^  et  que  Texposant  fê  sera  pins 
élevé.    Par  conséquent ,   si   ^^jS  et     S   sont  deux  termes 

consécutifs  de  la  série  |S  ^  «S  ^  3S  ^  etc. ,  le  quotient      ^- 

approchera  d*autant  plus  de  la  valeur  de  la  plus  petite  racine 
réelle  de  Téquation  ,  que  ces  termes  seront  plus  éloignés  de 
Torigine  de  la  série.  Ainsi  cette  série  servira  à  trouver  la  plus 
petite  racine.  Lagrange  observe  encore  que  les  racines  imar 
ginaires  n'empêcheront  pas  l'approximation  vers  la  plus  petit» 
racine  réelle  ,  pourvu  que  le  carré  de  cette  racine  soit  en . 
même  temps  plus  petit  que  chacun  des  produits  réels  des 
racines  imaginaires* 
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Il  ■■    ■  .  ,  < 

CHAPITRE  VI. 

Ei^aluation  des  coefficiens  de  Véquation  aux  carres 
des  différences  des  racines  j  en  coefficiens  de 
Véquation  donnée. 

33.  J-JA  formation  de  l'équation  qui  donne  les  carrés  de» 
différences  entre  les  racines  d*une  équation  proposée,  devient, 
dans  quelques  cas  ,  très-laborieuse ,  lorsqu'on  a  recours  à 
l'élimination  (!'•  sect. ,  chap.  XXVIII).  Cette  équation  étant 
d*un  usage  fréquent  dans  la  résolution  des  équations  numé- 
riques ,  il  sera  bon  d*ayoir  des  formules  qui  donnent  ses  coefTi- 
ciens  au  moyen  de  ceux  de  la  proposée. 
Soient,  à  cet  effet,  l'équation 

X"»  —  Ax"-*  +  Bx^"^  —  Caf^  + +  Y  =  o  ; 

a,b,c,  etc.  ses  racines,  A',  B',  G,  etc.  les  coefficiens  de 
l'équation  aux  carrés  des  différences  :  il  s'agit  donc  d'évaluer 
A',  B',  C,  etc.  en  A ,  B  ,  C ,  etc.  On  est  parvenu  (  chap  V.  ) 
aux  relations 

S,  —    A    =  o 

Sa  —   AS,   +    sB    =   o  ,  .  ^ny|. 

S3  —  ASa  +  BS,  —  3C  =  o,^ ^    ^' 

etc. 

qui  donnent  les  sommes  des  puissances  des  racines  en  coefH- 
ciens  ,  et  réciproquement  ;  ensorte  que  la  question  se  réduit 
à  évaluer  en  A,  B,  C,  etc.,  les  sommes  des  puissances  des 
racines  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  ;  car  rempla- 
çant dans  les  formules  précédentes  ^  S|,  S^,  S3,  etc.  par  cci 


/  * 
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expressions  ,  les  yaleurs  de  A,  B,  G ,  etc.  qu^on  en  àiènin^ 
seront  celles  de  A',  B^^  C,  etc.  Telle  est  la  marche  ds  11 
solution. 

Considérons  donc  cette  suite  de  binômes  en  nombre -m, 

(x— a)«+  (r— A)"+  (x— r)"+  (x— d)»+  etc- , 


lesquels  développés  suivant  les  puissances  descendante»  de  tfj 

donnent 


(x— a)"+(a>-i)"+  (jc— c)»+  (j>-d)"+etCi 

nr/iix" — n  (a+A  +  c-f-  rf  +  etc.)  jc""" 

4.  ÎLiiîr:^  ( a»+ 6»+ c»+ rf»+ etc.)  X— 
1  .s 

=  mx»—  nS.«"-'+  ^^Y?  ^'""^ 

S,  >  Sa  3  S3  >  etc.  ayant  même  acception  que  ci-dessm.  Si, 
dans  cette  identité  ,  on  fait  successivement  a:  =  a ,  z=zb, 
=c ,  etc. ,  et  qu'on  ajoute  tous  les  résultats ,  le  premier  m«vbn 
représentera  la  somme  du  degré  n  des  différences  entfv'^ 
racines  de  la  proposée  y  et  on  aura 

^a—by+  {a—cy+  etc.  +  (i— û)«+  (ft— c)*-rj-  etc. 
-+■  (c — a)''-f-  (c^A)"+  etc. 
=  m(a''+  i^^-  0"+  etc.)  —  JiS,  (a"-'4-  **"'+  c«-'+  etc.) 

+  2l^=:l  Sa  (  0»-»+  fc— «+  c"-»+  etc.)  +  etc. 

=  mSn—  nSiSn— 1-| SaSn.^ ifc  S«So  î 

lo    signe  -f*  ayant  lieu  pour  n  pair ,  et   le    signe  «-  pov 
n  impair. 
Dans  rhypothèso  de  a  nombre  impair ,  le  premier  memli* 
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t«e  réduit  à  zéro  par  la  destruction  mutuelle  de  tous  les  termes , 
puisque 9  dans  ce  cas,  les  puissances  conservent  les  signes  det 
racines  qui  sont  égales  deux  â  deux,  et  de  signes  difTé- 
'rens  :  le  second  membre  devient  nul  de  lui-même,  en  obseiv 
▼ant  que  le  dernier  terme  —  S„So  détruit  le  premier,  à  cau^e 
de  So  =  m ,  que  Tavant-demier  détruit  le  second  ;  et  ainsi  de 
suite  ;  ensorte  que  le  nombre  des  termes  étant  pair ,  il  ne  reste 
rien  du  second  membre.  Cette  analyse  ne  fournit  donc  aucune 
conclusion  dans  ce  cas.  Mais  lorsque  n  est  un  nonibre  pair 
=  2V*  y  l'identité  précédente  donne ,  «n  désignant  son  premier 
membre  par  20-^  ^ 


a*i,=  mS^^— .sv^iS^_ji4-  fi^- — - —  ^^^ 


'nr^l^' 


—  IMi.— ^  •  —^—  SsSa^_3  +  etc. 

Comme  les  termes  du  second  membre  sont  les  mêmes  à  des 
distances  égales  de  celui  du  milieu  qui  contient  S  ,S^  en 

réunissant  ceux  qui  sont  ^gaux ,  tous  les  termes  du  dévelop*- 
pement  >  excepté  celui-la ,  seront  multipliés  par  a  ;  c'est 
d'après  cette  considération  qu'on  a  adopté  la  notation   fk^  ^ 

qui  d'ailleurs  représente  le  double  de  la  somme  des  puissances 
des  racines  de  Téquation  aux  carrés  des  différences.  Divi- 
sant donc  de  part  rt  d'antre  par  a ,  on  aura  cette  formule 
générale  , 


Pour  avoir  le  ooeBîcient  P  de  ce  terme  du  milieu ,  on  f^era 
m  =  2^  et  n=ifé  dans  le  terme  général  des  coefiiciens  du 
binôme  (P*  sect. ,  chap.  XII) 

m. {m — 1)  {ih — a)  (m — 5) [m  «—  (/i — 1)] 

I     \     â     \     3     \     A n  • 
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qui  deviendra 


ensorte  que 

—  ^- — ^—  •  — 3 —  S3S3^_34- 

-f-  ^  ^— *     ^  — g  /^  +  *   ^ V* 

a  3  ^         a    ' 

le  signe  -f"  correspondant  à  ^  nombre  pair,  et  le  signe  -« 
à  fé  nombre  impair,  ayant  d^ailleurs  soin  d*Dbseryer  que  le 
terme  qui ,  pour  une  valeur  de  /k  ,  contiendra  le  produit  de 
deux  sonmies  de  même  indice ,  deviendra  le  dernier  teime 
et  devra  être  divisé  par  a.  Faisant  dans  cette  formule  ^=  i , 
=  3^  =3,  etc. 3  on  aura  en  sommes  des  puissances  des 
racines  de  la  proposée,  et  conséquemment  en  coefiiciens  A, 
B,  C,  etc.,  les  sommes  des  puissances  première,  seconde  ,- 
troisième ,  etc.  des  racines  de  Téquation  aux  carrés  des  diffé* 
rences  ,  c'est-à-dire , 

(a— ft)»4-  {a—cY  +  etc.  -f  {b—cY  -)-  etc.  =  (r, , 
(a— 4)44-  {a—cY  +  etc.  +  {b — cY  +  etc.  =  <r. , 
(a_i)6  +  {a—cY  +  etc.  +  (*— c)^  +  etc.  =  ^ , 

etc. 

On  remarquera  que  nous  avons  employé  la  notation  r    ponr 

avoir ,  par  o-, ,  r^ ,  «^ ,  etc. ,  les  représentations  des  premières 
puissances  et  des  puissances  successives  des  racines  en  ques- 
tion. Remplaçant  dans  les  formules  (  M  )  ,  S, ,  S. ,  S3  ,  eta 
par  *•, ,  r, ,  0^ ,  etc.  qu'on  sait  maintenant  évaluer ,  et  chan- 
geant A ,  B ,  C ,  etc.  en  A',  B',  C,  etc. ,  on  obtiendra 
celles-ci. 
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A'  =  «r,  , 

f^, BV, —  AV,  +  »3 

C  _ g , 

etc.  etc. 

Les  relations  précédentes  sont  en  nombre   — ^ , 

parce  que  Téquation  aux  carrés  des  différences ,  est  du  degré 

— ^ '  =  y  :  pour   en   déduire  les   coefficiens  A' ,  B'  , 

C,  etc.,  il  faut  connaître  les  sommes   «■, ,  *•»...  .a-  ,  ce  qui 

exige    qu*on    connaisse    aussi  S^  ,    Sa S.^, ,  ou  qu  ou 

ait  traité  tu  (  7it  —  i  )  équations  entre    ces  dernières  sommes 

et  les  coefficiens  de  la  proposée  :  cela  fait  y  on  aura  —        ■    ^ 

a 

quantités    r,  ,    cg «-^  à  évaluer  ;  et  enfin  — ^ ^ 

coefficiens  A'^  B'^  C y  etc.  à  ^calculer ,  ce  qui  donne  en  tout 

m  (tu  —  i)  -j ^ '-   ou  a/n  (tïi  —  i  )  formules  à 

traiter. 

Soit  y  par  exemple  y  Téquation  déjà  considérée  (6)  y  savoir  y 

a:^  —  aa:  —  5  =  o  : 

réquation   aux  carrés  des  différences  sera  de  même  degré 
et  de  la  forme 

f  —  A'j*  +  Vy  —  C  =  o. 

On  a-  pour  la  proposée  y 

A  ^  o,      B  =  —  a  ,      C  =  5, 

8 
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d*où  résultent 

S,  =  o,    Sa=4>    83=  i5,    843:8^    85=50,    S6=gi; 

donc 

•-,=  12,     r,=  7fl,    n  —  ^1497» 
et  de  là, 

A'=ia,    B'  =  36,    C'=  — 643, 

ensorte  que  Féquation  cherchée  sera 

y— 12^  +  36^^4-643  =  0. 

34*  Nous  donnerons  pour  les  second ,  troisième  et  (Jnatrième 
degrés ,  les  coefEciens  de  l'équation  aux  carrés  des  différenoes, 
exprimés  au  moyen  de  ceux  des  proposées. 

Pour  l'équation 

«•  —  Ax  +  B  s=  o, 

l'équation  aux  carrés  des  différences ,  sera  du  degré  —^  =  1, 
et  conséquemment  de  la  forme 

y-A'  =  o, 

et  on  trouvera 

A'  =  A«  —  4B, 
ensorte  que 

jf  =  (a  — i)*  =  A»  —  4B, 

a  et  i  étant  les  deux  racines  :  on  en  déduit 

a  —  6  =  V^A'— 4B  ; 
d'ailleurs , 

a  -f*  6  =  -1-  A  ; 
donc 

formules  connues. 

Pour  l'équation  la  plus  générale  du  troisième  degré  » 

«5  —  Ax»  +  B  j?  —  C  =:  o , 
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celle  aux  carrés  des  différences  est  du  même  degré  >  et  con- 
séqneouneiit  de  la  forme 

y  -  Ay  +  B>  -  C  =  o, 

et  on  a 

A'  =  fl(A»— 3B), 
B'  =  (A«  — 3B)*, 
^  _  4(A'-3B)  (B'-3AC)-^9C-AB)V 

donc  poiv  que  les  racines  soient  toutes  réelles,  il  faudra  que 
l'équation  aux  carrés  des  différences ,  n'ait  que  des  variations 
de  signes  (I"  sect.^  chap.  XXVni) ,  ou  qu'on  ait 

A*— 3B>o, 
4  (A«— 3B)  (B«— 3AC)  —  (9C— AB)'>  o  : 

si  Tune  de  ce?  conditions  manque ,  Téqnation  aura  deux  racines 
imaginaires. 

Soit  maintenant  l'équation  générale  du  quatrième  degré 

x^  +  Bx^  —  Cx  +  D  =  o, 

débarrassée  de  son  second  terme  :  le  degré  de  Téquation  aux 

carrés  des  différences  .  sera ==  6  :  ainsi  cette  équation 

a  * 

sera  de  la  forme 

y_Ay  +  Fy— çy+Dy— Ery+F==o, 

et  Ton  trouvera  y  par  la  même  méthode , 

A'=— 8B, 

B'  =  aaB»-f8D, 

C  =  —  i8B3+iGBD+aGC% 

D'=  i7B*+a4B*I>— 7-  i6D*+3.  iGBC*, 

E' = — 4B*— 2 .  27C*B»— 8 .  27C*D+3 .  4^1^— a .  4*BT> , 

F'  =j:4*iy— a3.4*B»D«-f 4».3«C:*BD+4\B^D— 4C»B3— 3^0-, 
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donc  si  la  quantité  exprimée  par  V  est  négative ,  auqnel  cas 
Téquation  aux  carrés  des  différences  aura  (P^'sect.)  deux 
racines  réelles  ,  Tune  positive^  Tautre  négative ^  la  proposée 
aura  nécessairement  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires  : 
mais  si  cette  quantité  F'  est  positive ,  la  proposée  aura  toutes 
ses  racines  réelles  ou  imaginaires  ,  parce  que  le  nombre  des 
carrés  des  diflerences ,  soit  positifs ,  soit  négatifs  ,  dont  le  pro- 
duit est  F'^  devant  être  pair ,  tous  ces  carrés  seront  positifs , 
ou  le  nombre  des  négatif} ,  sera  pair  :  cela  posé,  toutes  les  racines 
seront  réelles  ,  si  tous  les  coefiiciens  A'^  B',  C,  D',  E',  F  sont 
positifs ,  ou  si  réquation  aux  carrés  des  différences  ,  u*a  -que 
des  variations  de  signes  ;  donc  elles  seront  toutes  imaginaires, 
si  F'  étant  positif,  un  seul  ou  quelques-uns  de  ces  coefficiens 
sont  négatif ,  puisqu*aIors  il  y  aura  quelques  permanences  de 
signes  (ll*sect.^  cbap.  II). 
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CHAPITRE  Vn. 

Des  fonctions  symétriques  ou  invariables  des  racines  : 
elles  peuvent  toujours  être  exprimées  en  coejfficiens 
de  t équation. 

35 .  Il  OU8  ayons  déjà  vu  (II*  sect. ^  chap.  Y )  que  les  sommes 
des  pubsances  de  même  ordre >  entières,  tant  positives  quo. 
négatives  y  de  toutes  les  racines  d'une  équation ,  peuvent  être 
traduites  d'une  manière  rationnelle  en  coeifîciens  de  cette  équa- 
tion. Ces  sommes  de  racines  sont  des  fonctions  symétriques  et 
invariables ,  c'est-à-dire ,  des  fonctions  '  qui  ne  changent  pas 
en  faisant  entre  ces  racines  tels  échanges  que  Ton  voudra  : 
telles  sont  les  sommes  des  produits  différens  a  à  a  ,  3  à  3  » 
4  à  4  >  ^c.  qu'on  peut  faire  avec  les  racines  d'une  équation. 

Qu'on  prenne  quatre  lettres  a,b ,  c^d,  et  qu'on  en  fasse  tous 
les  arrangemens  possibles  a  à  a ,  lesquels  sont  au  nombre  de  a4 , 
puis  qu'on  donne  à  la  première  lettre  à  gauche ,  l'exposant  p , 
et  à  la  seconde  l'exposant  q ,  et  on  aura  u|ie  fonction  inva-* 
riable  ou  symétrique  de  ces  quatre  lettres. 

Qu'on  arrange  ces  quatre  lettres  3  à  3 ,  ce  qur  donnera 
a4  arrangemens,  puis  qu'on  donne  l'exposant  p  à  la  première 
lettre  à  gauche  de  chaque  arrangement,  l'exposant  9  à  la 
lettre  du  milieu ,  et  l'exposant  r  à  la  dernière ,  et  on  aura 
une  fonction  symétrique  de  a4  termes  entre  les  trois  racine^ 
affectées  chacune  d'un  exposant. 

Toutes  ces  fonctions  et  celles  qu'on  formerait  de  la  même 
manière ,  resteront  invariables   par  toutes  les  peqnittations. 


\ 
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qu*on  pourra  faire  entre  les  lettres ,  ainsi  qu'entre  les  exposans 
de  ces  lettres. 

36.  Le  nombre  des  lettres  étant  m ,  et  celui  des  exposans 
^tant  7t,  le  nombre  des  termes  qui  composent  la  fonction 
symétrique'^  sera 

m  (/» —  i)  (m  — a). .. .  ..(to—  7i+  i)  : 

en  effet ,  le  nombre  des  lettres  étant  m,  on  fera  tous  les  pro« 
dnits  diff'érent  de  tfi  lettres  n  k  n,  dont  le  nombre  sera 

m  (m— i)  (m — a) (ni^— n-+- 1)  ^ 

n  (»—  i)  (n— a) 3XflXi  * 

nais  les  exposans  en  nombre  n  y  devant  être  distribués  sui- 
Tant  tous  les  arrangemens  qu'ils  peuvent  donner  entre  les  n 
lettres  de  chaque  produit ,  chacun  d'eux  donnera 

»(» —  i)  (n— a) 3XdXi  termes  : 

multipliant  ces  deux  dernières  formules  l'une  par  Tantrej  on 
aura  le  produit  ci-dessus. 

La  fonction  invariable  formée  du  produit  des  quatre  lettres 
a ,  b  ,  c  f  d  sous  les  exposans  p  >  9  >  t  ,  s,  aurait  a4  termes^ 
puisque,  dans  ce  cas,  m  =  11=  4* 

Soit  encore  la  fonction  sjnnétrique  dont  les  termes  sont  tons 
de  la  forme  a^Vdd  ^  fonction  que  nous  désignerons  ,  pour 
abréger  y  de  cette  manière  ^  T.a^b^e^d  :  si  les  lettres  sont  au 
nombre  de  six,  on  aura  m  =  6,  n  =:  4>  ^^  pour  le  nombre 
des  termes,  6.5.4*3  =:36o. 

Si  le  nombre  des  lettres  étant  7 ,  on  a  pour  terme  général 
de  la  fonction,  T,cPb*c*defy  comme  Texposant  1  est  répété 
trois  fois ,  et  l'exposant  a  deux  fois ,  on  divisera  le  produit 
7. 6. 5.4*3. a  par  3.a.i.a.i  ,  ce  qui  donnera  4^0  termes  de* 
la  forme  supposée.  La  raison  de  cette  division  est  trop  fadle 
à  trouver ,  pour  que  nouis  nous  7  arrêtions. 
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87.  Noos  rappellerons  d'abord  les  formules  obtenues  (ch.  Y)> 
et  que  nous  écrirons  ainsi  : 

Sa  :=A 

Sa^=:A.Sa—siB 

Sa3=A.Sa»— B.Sa+SC  . 

Sa*=A.Sa?~B.Sa»+C.Sa— 4D  /•••W* 

Sa»=A.Sai-B.Sa'+C.Sa««^D.Sa4«E| 

etc. 

dans  lesquelles  les  coeffideiis  A ,  B  ^  C ,  etc.  sont  ceux  de 
réquatioA 

x«_  Aa-^»  +  Ba*^—  Cr—^ +  V  =  o , 

et  Sa,  Sa*,  etc.  désignent  les  sommes  des  premières,  se» 
condes  >  etc.  puissances  des  racines. 

Le  produit  de  Sa*  par  chacun  des  coefficiens  A>  B^  C,  etc..»' 
est  la  somme  de  deux  fonctions  sjrmétriques  ,  ensorte  que 
désignant  toujours  par  S  la  somme  des  puissances  des  racines  , 
et  par  T  le  terme  général  de  la  fonction  sjrmétrique,  ou  le 
terme  de  la  forme  commune ,  on  aura 

A8e^  =  S«"^       4-  Ta»* 

CSflP  =  Ta'^^bc   +  TcTbcd  \ (B), 

DSa"  =  Ta'^'bcd  +  Ta'^bcde 
etc. 

En  eiFet,  si  l'on  multiplie 

=  a^  +  ^  +  <?"  +  etc. , 


par 

B  =  ai4-ac4-aJ-t~  e*c.  +  ic ,* 

os  ne  trouvera  que  deux  sortes  de  termes  >  Afnroir>  des  terpuet 
d'une  lettre  éleyée  a  la  puissanoe  ia*«f- 1  >  multipliée  par  une 
autre  lettre ,  conune  a*^'i ,  ou  a^'^'^c,  etc. ,  et  les  termes 
d'une  lettre  à  la  puissance  m  par  le  prodnit'de  deux  antre» 
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lettres  9  comme  a^bc,  a^de ,  etc.  On  démontrera  de  la  m£me 
manière  les  autreâ  formules. 


On  a  aussi 


Sa'"=ASa"-'— BSa""+Ta""ic 

Sa'«=ASa"— — fiSa-^-hCSa»"-'— Ta"-3ird  >(C). 

etc. 

£n  effet ,  en  changeant  m  ^  i  en  m  y  et  conséquemment  m 
en  m — i  dans  la  première  des  formules  (B),  on  a 

Sa"^  =  ASa"— '  —  Ta"-»* , 
et  dans  la  seconde ,  m  +  i  en  m  —  i  ,  d*où  m  en  m  —  3 , 

donc 

Sa"»  =  ASa"-'  —  BSa"»"*  +  Ta"-*6c , 

et  ainsi  des  autres. 

38.  On  saura  traduire  toute  fonction  symétrique  des  racines 
d'une  équation  en  coefiiciens  ^  si  on  sait  l'évaluer  en  sommes 
des  mêmes  puissances ,  soit  positives ,  soit  négatives  des  ra- 
cines ,  puisque ,  par  les  formules  (A) ,  on  sait  exprimer  celles- 
ci  en  coefiiciens. 

Or,  on  trouve  aisément  que 
Sa'^Sb''  =  Sa'"-^»4-Ta'"A* 

Sa»Ta"'i"c''='Tfl'«'^î6V'^+Ta'"6'»-*-^c'*+Ta'"i"c'''^ 

+Ta"'b''cPdi, 

+TaH''cPdfi-*-'+Ta'^b''cPd^e% 
et  ainsi  de  suite.  Au  moyen  de  ces  formules ,  on  obtient  finale 


k 
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ment  les  fonction^  symétriques  Ta"'^",  Ta^l^c^j  TàJ^b'^c^d? ^  etc. 
au  moyen  des  sommes  des  puissances  m-f-'^^  "^^  '^  ^'^P  > 
ni'j'n^p  +  9,  etc.  des  Racines. 

Le  produit  de  trois-  sommes  des  racines  y  telles  que  Sa^, 
Sa^,  Sa^,  comprend  ,  , 

1^.  La  fonction  ternaire 
9°.  les  trois  fonctions  binaires 

et  3*  la  somme  Sà^'^^P. 

Le  produit  des  quatre  sommes  de  puissances  Sa"*^  Sa%  Sa^ 
Sa^  comprend  les  fonctions  sjrmétriques  qui  suivent  : 
1^.  La  fonction  quaternaire 

Ta^b^cPdf  ; 

a®.  Les  six  fonctions  ternaires 

?*.  les  trois  fonctions  binaires 
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4^  quatre  autres  fonctions  binaires  » 


B^.  la  somme  des  puissances  Sa' 

La  loi  de  ces  formules  est  trop  facile  à  saisir  j  pour  qu'il 
soit  nécessaire  de  la  détailler. 

Qu*on  se  propose  ,  par  exemple ,  de  traduire  en  coefiScieni 
de  réquation 

x'  —  Ax*  +  Er  —  C  =  o , 
cette  fonction 

(a  — i)»(a  — c)*(*— c)»: 

on  la  trouve  égale  à 

or, 

Ta4i»=Sa4Sû*— Sa«=— aA3C  + A*B»  +4ABC— aB»— 3(?. 

Comme  tous  les  termes  de  la  fonction  &i^  sont  diwUsi 
par  abc  =  C ,  cette  fonction  sera  CSo?,  et  on  aura 

Ta^bc  =  A^C  ~  5ABC  +  5C\ 

Ta^b^c  se  réduit  à 

CTa*i  =  C(AB—  3C), 
ensorte  que 

Ta3fc*c  =  ABC  —  3C», 

Ta^63  _  (^sa?y  _  g^s  _  b^  —  3ABC  +  3C»  ; 

enfin  y 

c»iV  =  es 

donc 

(a_t)«(a— c)*(ft— c)»==>^4A3C+A*B»+i8ABC— 4B'— 370. 


ALGÉBRIQUE.  laS 

Ce  produit  égalé  à  zéro  y  est  la  condition  sons  laquelle  une 
équation  du  troisième  degré  acquiert  deux  racines  égales  , 
puisqu'elle  exprime  que  Téquation  aux. carrés  des  diiFérences^ 
perd  le  terme  tout  connu  C  (34)  ,  ce  qui  n*a  lieu  que  dans 
le  cas  de  racines  égales  dans  la  proposée. 

Proposons-nous  encore  d'évaluer  les  coelllciens  d*une  équa- 
tion qui  aurait  pour  racines  toutes  les  sommes  qu*on  peut 
fermer  ayec  les  racines  d*une  équation  donnée,  combinées 
deux  à  deux  par  yoie  d*addition. 

Soit  l'équation  du  troisième  degré 

X?  —  Ax^  4-  Bx  —  C  =  o, 

dont  nous  désignerons  les  racines  par  a ,  b  ,  c  ;  ensorte 
que  celles  de  l'équation  cherchée  ,  seront  a  -f*  ^  >  ^  +  ^  > 
6  -(-  c.  Si  2  est  Tinconnue  de  la  nouvelle  équation  >  elle  ser^ 
le  produit  des  facteurs 

G)nmie  les  racines  Oy  b,  c  entrent  de  la  même  manière 
et  le  même  nombre  de  fois  dans  les  facteurs ,  les  coelEciens* 
du  produit  développé  y  resteront  les  mêmes ,  en  faisant  entre 
les  racines  tous  les  échanges  possibles  ;  ces  coefficiens  seront 
donc  des  fonctions  invariables  de  a  ,  &  >  c  >  et  ils  pou]>- 
ront  être  traduits  en  A ,  B ,  G.  En  eiFectuant  les  produits  ^ 
on  trouvera 

>s3_2(a^j^e)«»+(a*+i*+c*+3fl44-3ac  +  36c)» 
—  ( a*6+  ab*  +  a^c  +  ac»4-  b^c  +  6c»)  =  o  : 

or, 

a  +  6  +c=  A, 

a*+i«+c*+3(aA  +  ac+fcc)=A*4.B, 
û*i  +  aA*+  û»c  +  ac^+  b^c  +  Ac*=  Sa»Sa  — Sa', 

Sa*=  A*— aB, 
Sa3=:A3-.3AB+3C; 


o» 


I 

124  ANALYSE 

donc  réquation  cherchée  devient 

z'  —  flAx»+  (  A«+  B)*  —  AB  +  3C  = 

3g.  On  voit  par  ces  exemples,  que  pour  trouver  réqua- 
tion cf  où  dépend  une  fonction  assignée  des  racines  d'un» 
équation  donnée ,  il  faut  faire  dans  cette  Jonction  connue 
de  forme ,  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines 
a ,  b  ,  c  ,  etc.  f  et  désignant  par  m ,  C,  y ,  etc.  les  combi- 
naisons qui  en  résultent ,  on  égalera  à  zéro  le  produit  des 
facteurs  (z  —  m)  (z  —  C)(z  —  y),  etc.  :  les  co^fficiens  des 
puissances  de  z ,  étant  des  fonctions  symétriques  des  quan- 
tités tt ,  C ,  y  f  etc.  qui  sont  elles-mêmes  des  fonctions  sy- 
métriques des  racines  a ,  b  j  c ,  etc. ,  pourront  être  énoncées 
rationnellement  au  moyen  des  coejficiens  de  l équation  donnée^ 
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CHAPITRE  Vin. 

Du  degré  de  F  équation  finale  donnée  par  t  élimina-- 
tion  de  toutes  les  inconnues^  moins  une,  entre  un 

.  nombre  quelconque  adéquations  et  le  même  nombre 
d'inconnues. 

40 .  JLFans  an  écrit  publié  à  part  sur  rélimination ,  et  dont 
une  partie  trouvera  place  dans  une  nouvelle  édition  de  la 
première  section  de  l'Algèbre  ,  nous  avons  démontré  y  diaprés 
M.  Brety  mais  en  simplifiant  son  calcul^  que  le  degré  de  Féqua-* 
tion  finale  résultant  de  Télimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations  complètes  à  deux  Inconnues  ^  Tune  du  degré  m  et  Vautre 
du  degré  n ,  était  le  produit  mn  des  degrés  des  deux  équations  : 
nous  avons  aussi  donné  de  cette  importante  proposition ,  une 
autre  démonstration  fort  simple ,  due  à  M.  Poisson  :  ici  nous 
déduirons  ce  théorème  généralbé  par  le  même  géomètre,  de 
cette  propriété  des  fonctions  invariables  des  racines  d'une  équa- 
tion ,  d*étre  réductibles  en  coeificiens  de  cette  équation  :  enfin , 
nous  terminerons  ce  chapitre  par  un  beau  mémoire  de  Lagrange 
sur  rélimination ,  mémoire  trop  peu  connu ,  et  que  nous 
n'avons  vu  cité  dans  aucun  Traité  d'Algèbre. 

41.  Soient  d'abord 

x^+Px^-'^qx"^+ +  Tx  +  V  =  0 (M) , 

X»  +P'a7--'+Q'a7— •+ +  rx  +V'=o (N), 

les   deux  équations  proposées   dans  lesquelles  les  coef&ciens 

P ,  Q T,  V  -,  F,  Q' T  et  V  sont  des  fonctions  de 

y  seulement ,  dont  les  compositions  ont  été  assignées  (  P*  sect.). 
Concevons  qu'on  ait  résolu  l'équation  (M)  par  rapport  à  x , 


XaS  ANALYSE 

et  qu*oxi  ait  trouvé  les  racines  x  =  «^a7=:ff,  x  =  y,  etc. , 
•  >  ^>  r  >  etc.  étant  des  fonctions  de  l'antre  inconnue  ^  ;  il  est 
clair  qu'en  faisant  x  =  «  dans  (  M  )  ,  cette  équation  sera 
satisfaite ,  quelque  valeur  qu'on  suppose'  à  y,  mais  les  mêmes 
racines  doivent  convenir  en  même  temps  à  l'équation  (N)^ 
condition  qui  limite  les  nombres  des  valeun  de  jr  ;  on  doit 
donc  avoir 

*«+?'*«-«  4.  QV-*+. . .,  .+Tm  +  V'=sO (1), 

équation  qui  ne  renferme  plus  que  y^  et  dont  les  racines 
combinées  avec  x  =  «  ,  satisfont  à  la  fois  aux  équations  (M) 
et  (N)  ',  donc  Véquation  finale  en  y  doit  avoir  panni  ses  racines 
toutes  celles  de  l'équation  (  1  ).  On  prouverait  de  la  même 
manière  que  les  racines  des  équations 


tf«  +  P^C»-*+  Q'^-H- +  Te+Y  =  o (a), 

+  PV-*  +  QV-*+ +  ry+  V'=o (3). 

'         etc. 


V* 


combinées  avec  les  valeurs  x=:f ,  x=y,  etc.,  doivent satis. 
faire  aux  équations  (M)  et  (N  ) ,  et  que  les  valeurs  de  y , 
déduites  de  (2)  et  (3) ,  sont  des  racines  de  Téquation  finale  : 
en  obtiendrait  donc  celle-ci,  si  les  fonctions  «,  C,  y,  etc. 
de  y  étaient  connues,  en  multipliant  entr'elles  les  -iSquations 
(0  »  (^)  >  (^  >  ^^*  ^^  doivent  concourir  de  la  même  inamèn 
à  la  formation  de  l'équation  finale,  et  égalant  le  produit  à 
zéro;  mais,  dans  ce  produit,  toutes  les  racines  «,  ff,  y,  etc. 
seront  combinées  de  la  même  manière  ;  elles  pourront  donc 

être  évaluées  en  coefliciens  P,  Q .T,  V  de  l'équation 

proposée ,  d'après  l'analyse  exposée  précédemment ,  et  le  ré- 
sultat sera  l'équation  finale  en  y.  Examinons  maintenant  i 
quel  degré ,  au  plus  ,  peut  s'élever  cette  équation.  Dans  le 
produit  des  équations  (1),  (2),  (3),  etc. ,  le  résultat  de 
la  multiplication  des  termes  de  la  première  ligne  verticale , 

sera 

(«Cyetc.)»=5  Y"; 
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■tais  le  plus  haut'  exposant  de  y  dans  Y»  ne  pent  surpasser  m  ^ 
ensorte  qne  Y*  ne  peut  renfermer  y  avec  un  exposant  plus 
^levé  que  mn  :  passons  au  produit  de»  seconds  termes ,  savoir  3 

V  («Cy  etc.)*""  =  rW»^': 

P'  étant  de  la  forme  a  +  iy ,  P*"*  contient  au  plus  y"  ;  d*nne 
autre  part ,  V"^>  ne  peut  être  que  la  dimension  mn  ---  m  en  y> 
ensorte  que  p'"»"V"-»  renfermera  au  plus  y^*.  On  prouve- 
rait de  la  mfme  manièffBqiii>  dans  k  produit  des  troisième» 
termes,  on  dans  ''^' 

Q^-  (  K^y  etc.  )»^»  =  (y^V"-^, 

l'inconnue  y  ne  peut  être  affectée  d'un  exposant  plus  élevé 
que  mn ,  et  ainsi  des  produits  des  autres  termes  verticalement 
placés  dans  les  équations  (1),  (fi),   (3)^  etc.  :  il  reste  donc 
maintenant  à  démontrer  qu'en  prenant  un  terme  quelconque 
dans  chacune  de  ces  équations  ,  le  produit  ne  peut  contenir  y 
avec  un  exposant  plus  élevé  que  mn.  Soient  r  l'exposant  de  « 
dans  le  terme  arbitraire  jN'is  dans  l'équation  (1),  et  ftlecoefH- 
cient  ;  /  Texposant  de  C  dans  un  des  termes  de  (â) ,  et  A'  le 
coeiiicient  ;  1^  celui  de  y  dans  un  terme  quelconque  de  (3)  ^  et 
k'  son  coefi^ent ,  et  ainsi  de  suite  ;  ensorte  qu'on  ait  le  produit 
iU'X  ^^^''  X  ft*y^i  etc.  On  observera  d'abord  que  chacune  des 
tommes  faîtes  de  r  et  du  plus  haut  exposant  de  y  dans  jtt^  de  /  et 
dn  plus  haut  exposant  de  y  dans  k',  de  r^  et  du  plus  haut  exposant 
de  y  dans  ft^>et  ainsi  de  suite ,  ne  peut  excéder  n  -,  d'où  il  est  aisé 
de  conclure  y  en  observant  d'ailleurs  que  les  équations  (1),  (52) , 
(3  )  >  etc.  sont  en  nombre  m ,  que  l'exposant  de  y  dans  le 
produit  des  coefiiciens  k ,  h\  k",  etc.  ^  plus  le  nombre  r-^-/ 
^  f^ ,  etc.  y  forment  une  somme  qui  ne  pent  surpasser  m/u 
La  proposition  sera  donc   établie^  si  l'on  démontre  que  la 
tomme  des  termes  de  la  forme  n^C^'/"  etc.  qui ,  dans  le  produit 
des  équations  (  1  ) ,  (2)  et (3) ,  ont  le  même  coefllcient k.k.k" , etc., 
.|      ne  contient  y  qu'à  la  dimension  r  -f-  ^^  +  r*>  etc.  En  faisant 
J      usage  du  théorème  sur  les   fonctions  invariables ,   démontré 
dans  le  chapitre  précédent,  la  question  se  réduira ,  en  dernière 


lag  ANALYSE 

analyse  y  à  prouver  que  S»*^^"*^,  etc.  qui  entre  dans  Fexprts- 
eion  de  T  dC^y^y  etc.  (38),  est  de  dimension  r+r'+i^+etc. 
€n  y ,  ce  dont  on  se  convaincra  en  observant  que  la  âomitie 
des  puissances  r*|-^+  ^^^  etc.  des  racines  d'une  équation,  est 
donnée  au  moyen  de  r  +  ^  +  ^^  +  etc.  coeiliciens  de  cette 
équation  (  chap.  Y )  ,  et  qu'ainsi ,  cette  somme  comprendra  un 
coefficient  dans  lequel  l'inconnue  y  sera ,  au  plus ,  élevée  â 
la  puissance  r+  r'  +  ï^+  etc. 

Appliquons  cette  propriété  des  fonctions  invariables  des 
racines  d'une  équation ,  d'être  traductibles  d'une  manière  ri- 
tionnelle  en  coefficiens ,  à  la  recherche  de  l'équation  Cnale  en  j, 
correspondante  au  système  d'équations 

x'  +  aay  +  by^  +  ^^  +  dy  +  ^  =  o»  •  •  •   (S) 9 
x^  +  a'jîy  +  6'j^+  ex  +  d^y  +  e'  =  o. . .  ...(a), 

que  nous  réduirons  à  la  forme 

x*  +  P^  +  9  =  o  * 

X*  +  p'x  +  ^  =  o, 
en  posant 

p  —  ay  +  c,        g  —  by  +  dy  +  e, 
P  =  «>  +  c\        q'=  hy  +  dj,  +  |/: 

désignons  par  «  et  ^  les  deux  valeurs  de  x  déduites  de  la . 
première  ,  et  substituons-les  dans  la  seconde  qui  se  changer! 
dans  les  deux  suivantes, 

(3)....«*+p'«  +  qf'  =  o,     iS'+ViS  +  9   =  o....(4), 

qui  doivent  concourir  également  à  la  formation  de  Téquation 
finale ,  laquelle  doit  les  comprendre  toutes  deux  et  exister  en 
même  temps  qu'elles. 

Pour  remplir  ces  conditions  ,  on  multipliera  (3)  par  (4) ,  et 
on  trouvera  pour  produit, 

«'^*  +  p'(«^^  +  «*/3)  +  p'V  +  q'  (.»  +  ^») 

+  pY(«  +  ^)  +  9''  =  o (5); 


mais 
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««^  +  ^^  =  «^  («  +  /8)  =  —  pq, 
donc 

9*—  pp'9  +  p"fl  +  pV  —  ^9'—  W^Y  +  9'*  =  o. 

Or 

?•- 017(7' +  7'- =  ((/-.(/')% 

donc  on  a  pour  équation  finale  en  y , 

iq-q'y+  (.pq'-p'q)ip-p')  =  0. 

4a.  M.  Poisson  a  étendu  la  démonstration  précédente  à 
un  nombre  quelconque  d* équations  entre  pareil  nombre  d*in- 
connues  :  nous  la  donnerons  ,  à  quelques  développemens  près  , 
telle  qu*on  la  trouve  dans  le  onzième  cahier  du  Journal 
de  r École  Polytechnique ,  où  ,  pour  simplifier  ,  ce  géomètre 
ne  considère  que  quatre  équations  ^  attendu  qu'il  est  facile 
d*appliquer  au  cas  le  plus  général  y  les  raisonnemens  faits  suc 
ce  cas  particulier. 

Représentons  donc  par  (a) ,  (i) ,  (r)  et  (m)  quatre  équations,'  ' 
la  première  du  degré  a  y  la  seconde  du  degré  by  la  troisième  du 
degré  c  y  et  enfin  la  quatrième  du  degré  m ,  entre  les  quatre  in- 
connues x,yy  z  et  u,  et  supposons  que  les  équafiors  sont  com- 
plètes^ c'est-à-dire,  que  (a)  représente  Téquation  la  plus  géné- 
rale du  degré  a  y  et  ainsi  des  autres.  Si  Ton  élimine  succes- 
sivement entre  les  trois  premières  ,  z  et  y ,  z  et  x ,  y  et  x  ^ 
on  obtiendra  trois  équations  du  même  degré,  la  première 
entre  x  et  u ,  la  seconde  entre  j^  et  u  ,  et  la  troisième  entre 
2  et  u.  ' 

En  effet ,  chacune  de  ces  équations  étant  complète ,  et  par 
conséquent  de  même. degré  ,  soit  .en' a: ,  soit  en  j' ,  en  z  ou 
en  Uysi ,  après  avoir  éliminé  z  et  y  entre  les  trois  premières , 
et  obtenu  une  équation  du  degré  n  entre  a;  et  u ,  on  élimine 

9 
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soit  z  et  X  f  y  et  x^  qui  entrent  de  la  même  manière  dan» 
les  mêmes  équations ,  on  arrivera  nécessairement  à  des  équa* 
tions  du  degré  n  entre  y  et  u  y  z  et  u.  Soient  Oi ,  a». . .  .a» 

les   valeurs   de   x  en  u;  &, ,  b^ b^  celles  de  y  en  u\ 

c,,  Cf . .  .Cr  celles  de  z  en  u\  si  Ton  prenait  au  hasard  uoa 
valeur  de  x,  une  de  y  et  une  de  s,  ces  trois  valeurs  ne 
satisferaient  pas  ensemble  aux^  équations  (a)  ,  (&)  et  (c)  ;  c'est- 
à-dire  que  les  résultats  ne  deviendraient  pas  nuls  d*enx^ 
mêihes.  En  elFet  ^  si  l'on  élimine  d'abord  z^  entre  (  a  ) 
et  (b)y  on  aura  une  équation  finale  qui  peut  être  repré- 
sentée par 

(j:,  y,  u)  =  o (i). 

Si  entre  (&)  et  (c),  on  élimine  aussi'  z,  il  viendra  pour  équa* 

tion  finale 

Zx,y,  m]  =  o (a); 

entre  ces  deux  équations  éliminant  y,  on  obtient 

Zx,  tt]  =  o.. (?), 

cnsorte  que  les  valeurs  de  x  ^  y  et  z  enu  qui  satisfont  ensemble 
aux  équations  (a)  ,  (b)  et  (c)  ,  sont  données  par  (3) ,  (a)  ou  (i), 
et  Tune  des  équations  (a),  (i)  ou  (c). 

Supposons  donc  que  a, ,  bi,  c^  )  a^,b^y  c^^  y  et,  en  général, 
Opy  bpy  Cp  soient  les  valeurs  de  o: ,  ^  et  z  qui  satisfont  eo- 
semble  à  ces  équations ,  et  concevons  que  Ton  substitue  chaonn 
de  ces  systèmes  de  valeurs  pour  Xyy,z,  dans  le  premier  membre 
de  réquation  (m) ,  le  second  étant  supposé  zéro  ;  ce  premier 
membre  fournira  ainsi  un  nombre  m  de  fonctions  irrationnelles 
de  u,  et  il  résulte  de  là  ,  i?.  que  toute  quantité  qui ,  mise  à  la 
place  de  u  dans  Tune  quelconque  de  ces  fonctions  ,  la  rendra 
nulle  y  sera  une  des  valeurs  de  l'inconnue  u  ;  car  pour  chacune 
d'elles ,  combinée  avec  le.  système  correspondant  des  valeurs 
de  X ,  j^  et  2 ,  les  quatre  équations  sont  satisfaites  ;  o?,  que 
réciproquement  chacune  des  valeurs  que  peut  avoir  cette  in- 
connue ,  doit  rendre  nulle  une  de  ces  fonctions.  Donc ,  si  Ton 
égale  à  zéro  le  produit  de  toutes  069  fonctions^  l'équation  qu'oa 
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ebttenclra  >  sera ,  sans  aucun  facteur  étranger  à  la  question  , 
1* équation  finale  résultante  de  rélimination  de  j; ,  y  et  z  entre 
les  quatre  équations  données.  C*est  donc  de  cette  équation  qu'il 
s'agît  de  déterminer  le  degré.  • 

Or  le  premier  membre  de  1*  équation  (m) ,  étant  de  la  forme 

»"•  +  AuT"  +  Bu"-*  4- +  K  ; 

où  A ,  B  ^  C. . .  .K  représentent  des  polynômes  en  x ,  y ,  z, 
savoir  ^  A  le  polynôme  le  plus  général  du  premier  degré , 
B  le  poljmome  le  plus  général  du  second ,  et  ainsi  de  suite , 
le  premier  terme  du  produit  des  fonctions  en  question ,  sera 
zx'""^  et  dans  tous  les  autres  termes ,  la  somme  des  exposans 
de  M  et  des  valeurs  ci-dessus  de  x  ,  y,  z,  ne  sera  jamab  plus 
grande  que  mit.  De  plus ,  sans  eflPectuer  le  produit  de  ces 
fonctions  »  on  voit  qu'il  doit  être  tel ,  qu'il  reste  le  même  lors- 
qu'on y  change  Op  en  a^ ,  bp  en  bpf ,  Cp  en  Cp, ,  et  récipro- 
quement ,  quels  que  soient  les  indices  p  et  p'  ;  car  si  l'on 
opérait  ces  changemens  dans  les  fonctions  elles-mêmes ,  on  ne 
ferait  autre  chose  qu'échanger  entr'elles  deux  de  ces  fonc- 
tions. Si  donc  ce  produit  doit  renfermer  un  terme  tel  que 

Wa^bca^b^c^  etc.  (dans  lequel  s,  k,  l,  r,  etc.  repré- 
sentent des  exposans  entiers  positifs ,  dont  la  somme  est  moindre 
que  mn  ou  égale  à  ce  nombre ,  et  où  p ,  p\  p",  etc.  sont  des 
indices  differens  entr'eux  ) ,  il  devra  aussi  contenir  tous  les 
termes  que  l'on  peut  déduire  de  celui-là ,  en  y  mettant  suc- 
cessivement pour  p ,  p\  p",  etc. ,  tous  les  nombres  possibles  , 
depuis  1  jusqu'à  n  inclusivement ,  pourvu  que  l'on  ne  mette 
Jamais  dans  un  même  terme  ,  le  même  nombre  pour  deux  de 
ces  indices.  La  somme  de  tous  ces  termes^  est  une  certaine 
fonction  de  u ,  que  nous  désignerons  désormais  par 

u*T.a^b^c^a^b^c^  ^ 

et  dont  il  faut  déterminer  la  forme. 
Pour  cela  >  soit  l'équation 

I  =  x  +  pj^  +  Az , 
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dans  laquelle  t  es(t  une  nouvelle  inconnue  ^  et  g  et  h  sont  dei 
coefilciens  arbitraires  :  en  éliminant  x  y  y  et  2  entre  cette 
équation  et  les  équations  (a) ,  (i)  et  (c) ,  on  obtiendra,  une 
équation  du  degré  71  en  u  et  t. 

En  effet ,  les  équations  (a) ,  (i)  et  (c)  ne  pouvant  devenir 
identiquement  nulles  que  par  un  nombre  n  de  systèmes  con- 
venables de  valeurs  de  jr,  y  et  z,  ainsi  qu'on  Va  dit  plus 
haut ,  on  ne  doit  pas  avoir  plus  de  valeurs  de  f  en  u ,  qu'on 
ne  peut  prendre  de  ces  systèmes  :  partant,  l'équation  finale 
entre  t  et  u  doit  être  du  degré  n,  c'est-à-dire,  de  la  forme 

r  +  M£"-»  +  N««— + +  8  =  0, 

M,  N. . .  .S  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  11  j 

et  le  plus  haut  exposant  de  u  étant  un  dans  M ,  deux  dans  N , 

et  ainsi  de  suite.  Les  n  racines  de  cette  équation  seront 

* 
ûi  +  gbt  +  hc^ ,       ûa  4-  gK  +hc^ ,       03  +  gbs  +  hc3,     etc. 

....    Ctg-^  gbn  -i-hCn, 

ensorte  que  S(^p+g'&f  +  A^p)'  qui  désigne  la  somme  des 
puissances  /  de  ces  racines  ,  sera ,  i  étant  un  nombre  entier 
et  positif,  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  coeffidens 
M,  N  etc.  ;  ce  sera  donc  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  u\  et  il  résulte  des  formules  trouvées  précédemment,  que 
le  plus  haut  exposant  de  u,  dans  cette  fonction,  sera  égal 
à  L  Mais  le  terme  général  de  la  fonction  S{ap  -^gbp  +  hcpy, 
développée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  quantités 

g  et  h,  pouvant  être  représenté  par  Lg'AT:a*frJ,cJ,,  k,  l  et  r 

'  étant  des  exposans  entiers  et  positifs  dont  la  somme  =  î ,  et 
L  une  certaine  fonction  de  ces  nombres,  on  peut  dire  que 

Ta^i^c^  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  u,  dans 

laquelle  le  plus  haut  exposant  de  cette  inconnue,  est  i=A-H4-r: 

donc  aussi  Ta^^  i^',  c^',  est  une   pareille  fonction    de  u,   dans 

laquellele  plus  haut  exposant  de  cette  inconnue,  esti'=k'+t+/; 
0rpeXp'  représentant  tous  les  nombres  depuis  i  jusqu'à  n ,  ne 
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ponrfont  être  qnVgaux  ou  inégaux;  ensorte  qu'on  aura  }a 
relation 

F    F    P  ^  f    r     F'  F  F         F 

de  laquelle  on  conclnt  que  si  cette  proposition  est  démontrée 
pour  Ta^  J^c^ ,  elle  le  sera  aussi  pour  Ta^b  c  a^  b'  cp,  d'où 
il  suit  que  la  fonction 

F   F   F    F'    F'    r 

est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  u ,  dans  laquelle  1« 
plus  haut  exposant  de  u  est  égal  à  la  somme 

,  +  fc  +/  4-  r  +  fc'  +  ^  +y ,  etc. ,    . 

et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé  ^  on  a  tu  que  le  premier  membre  de  Téquation 
finale  en  u  ^  le  second  étant  zéro ,  a  pour  premier  terme  u'"", 
et  que  le  reste  de  ce  premier  membre  ne  peut  être  autre 
chose  que  la  somme  d*un  nombre  &ni  de  fonctions  pareilles 
à  la  précédente  /  multipliées  chacune  par  un  coefTicienl  connu  > 
et  dans  lesquelles  la  somme  des  exposans  s  ^k^  l ,  etc.  n'est 
jamais  plus  grande  que  mn  :  ce  premier  membre  est  donc  une 
foneticHi. rationnelle  de  u,  dans  laquelle  mn  est  le  plus  haut 
exposant  de  cette  inconnue ,  et  par  conséquent  ce  nombre  n\n 
marque  le  degré  de  l'équation  finale. 

On  prouvera  de  même  >  en  généralisant  les  raisonnemens 
ci-dessus  ,  et  les  appliquant  à  un  nombre  quelconque  d^équa-^ 
tions  complètes^  que  si  n  désigne  le  degré  de  T équation  finale 
résultante  de  toutes  les  équations  moins  une ,  et  que  m  soit  le 
degré  de  celle-ci,  le  degré  de  l'équation  finale  résultante  de 
toutes  les-  équations ,  sera  égal  à  mn  :  d'où  il  est  facile  de  con- 
clure que  ce  degré  sera  égal  au  produit  des  exposans  des.  équa- 
tions données ,  puisque  pour  trois  équations  Complètes  entre 
tiTOÎA  inconnues ,  la  première  du  degré  a^.la  seconde  du  degré  b, 
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et  enfin  la  troisième  du  degré  m ,  on  a  n=d&  »  ainsi  qQ*iI  a  été 

démontré  précédemment. 

Dans  tout  ce  qui  précède  ^  on  a  supposé  que  les  équations 
entre  lesquelles  il  s'agissait  d*éliminer  ,  étaient  les  plus  géné- 
rales de  leur  degré  ;  mais  lorsque  cela  naura  pas  lieu ,  où 
conçoit  que  le  degré  de  Féquation  finale  ^  pourra  être  moindre 
que  celui  qu*on  viei^t  de  déterminer ,  c'est-à  dire ,  que  les  coeit 
dens  des  plus  hautes  puissances  de  l'inconnue  dans  Téquatioa 
finale ,  pourront  se  trouver  nuls  en  vertu  des  valeurs  particu- 
lières des  coeificiens  des  inconnues  dans  les  équations  données. 
On  doit  donc  dire ,  en  général  ^  que  le  degré  de  l'équation 
finale  résultante  d'un  nombre  quelconque  d*équations  ,  ne  peot 
jamais  être  plus  grand  que  le  produit  des  exposans  de  cet 
équations. 

43.  n  importe  cependant  de  faire  connaître  le  procédé  pour 
trouver  les  solutions  d'un  certain  nombre  d'équations  '  entre 
pareil  nombre  d'inconnues  :  c'est  ce  que  nous  allons  fidre  sur 
le  système  des  trois  équations 

A  =  a:*  -^  SLyx  +  ^*  —  flzy  —  a*  —  3  =  o  , 
B  =  x^—  yx  +  y*—  zy  —  z^  +  1  =  o, 
C  =  X* —  zx  +2y' —  zy  — 4z*+  z  +  a  z=  o  : 

si  on  élimine  x  entre  les  deux  équations  A  =  o ,  B  =  0 , 
on  trouvera  facilement  l'équation 

D  =  9^*—  i2ay—  2s»y—  3^*—  4z^y+Szy 
+   4z^   —  i6z^+  16  =  0, 

avec  celle  du  premier  degré  en  x , 

E  =  5yx  —  zy  -{^  az^  —  4  =  0* 

ensorte  que  les  deux  équations  D  =  o  ,  E  =  o  penvent  rem- 
placer A=  o,  B  =  o.  Maintenant  multiplions  C  par  oy*,  et 
divisons  le  produit  par  E  :  la  division  devant  s'effectuer,  le 
reste  indépendant  de  x  doit  être  nul  de  lui-même  :  ce  qù 
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n'aura  lien  qne  sous  la  condition 

— 4*y "f"  4**   — i6z*+  18=0, 

qui  remplace  sCy*  =  o  :  éliminant  y  entre  les  éqnations 
D  =  Oy  F  =  CyOn  parvient  à  une  équation  du  seizième  degré 
en  z  y  et  celle  qui  donne  les  valeurs  correspondantes  de  y  , 
est  de  la  forme 

Gjy  +  H  =  o, 
ou 

O  =  —  1  aoSz"  +  3473*'*  +  7087*9  —  96oÇ2i* 

—  iG483z'  4"  11 7002;^  +  iGSfiaz^ —  47522* 

—  0760Z', 

n  =        8aoz*»   —  T950Z"  —  G3a6a'*»+ 11346*9+ 19538Z» 

—  a37ifl*'—  3oao8**  +aio9Gt5+a32o&t<— Ggiaa^* 

—  Ggiaz*; 

V  équation  en  s  délivrée  de  ses  racines  étrangères ,  est 

5i4a' —  iigoz^—  «oaaz'-f-  30270^*+  3545;&* 
—  Saioz^  —  a85iz*  +  1080»  +      864     =  o  ; 

et  les  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  x^  seront  fournies  par 

Gy  4-  H  =  o, 

3yx  —  » jf  +  a*'  —  4  =  0. 

Ce  procédé  appliqué  aux  trois  équations  générales 

a:**  +  etc.  =  o  ,     x"**  +  etc.  =  o  ,     x^  +  etc.  =  o , 
conduit  à  celles-ci 
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4-etc.  =  o,    A^  +  B  =  o,    Cx  +  D  =  o, 


A  et  B  étant  des  fonctions  entières  de  z,  et  C  et  D  des 
fonctions  entières  de  j^  et  z  ,  et  ces  équations  fournissent  les 
seules  solutions  admissibles.  On  étendra  facilement  ce  mode 


1 
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de  résolution  à  un  nombre  quelconque  d*équation»  de  degrSf 
quelconques  entre  pareil  nombre  d'inconnues  ;  M.  Bret  en 
conclut  que  le  nombre  des  systèmes  ds  valeurs  qui  satisfont 
aux  équations 

a;"»+etc.=o,    or^'+etc.^.o,     a:"ï  +  etc.=so.... 

. . . .  x"*"  •4"  etc. = o , 

est  égal  au  produit  des  degrés  de  toutes  les  équations ,  si  le 
théorème  a  lieu  pour  n— '  i  équations  entre  71—1  inconnaes 
(  i5*  cahier  du  Joum.  de  F  École  Polyt.  ). 

Nous  reproduirons  à  cette  occasion ,  i^ne  réflexion  judicieuse 
de  M.  Gergonne ,  rédacteur  des  Annales  Mathématiques  : 
Télimination ,  de  quelque  manière  qu'on  y  procède  ^  est  une 
opération  à  peu  près  impraticable  ,  dès  que  les  équations  sont 
nombreuses  et  élevées  ;  il  serait  donc  à  désirer  qu*on  pût  dé- 
terminer tous  les  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  ,  sans  être 
obligé  d*y  avoir  recours  :  toute  la  difliculté  du  problèine  se 
réduirait  évidemment  à  savoir  déterminer ,  sans  résoudre  ancune 
équation ,  1^.  les  limites  extrêmes  des  valeurs  de  chaiÉjfè  in- 
connue ;  a®,  une  limite  au-dessous  de  laquelle  ne  pût  tomber 
)a  dilTérciice  entre  deux  valeurs  de  chacune  de  ces  mêmes 
inconnues  :  ce  serait ,  en  effet ,  un  sujet  tout  à  fait  digne  de 
rattention  des  géomètres. 

44'  La  méthode  suivante,  dit  l'illustre  Lagrange,  a  favan- 
tage  de  réduire  Télimination  des  inconnues  à  des  formoles 
générales  et  très-simples  dont  les  analystes  pourront  faire 
usage  au  besoin. 

Soient 

1  +  Ar  +  Ba:*  +  Cx3  +  Dx<  +  etc.  =0 (A), 

^  +  1-  +  ^   +  :?+^    +etc.=o (B). 

les  deux  équations  proposées  dont  la  première  soit   du  degré 
m  >  et  la  seconde  du  degré  n.  11  est  évident  que^  quelles  que 
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soient  les  équations  données  ,  on  peut  toujours  les  raiàener  à 
la  forme  des  deux  précédentes  ;  car  pour  cela  ,  il  n*y  aura 
qu'à  dhriser  1  une  par  le  terme  tout  connu  ,  et  l'autre  par  la 
plus  haute  puissance  de  x.  ^ 

Soient  i  —  «x,  i— Cr,  i — yxy  i  — /^ar  les  facteurs  de 

Téquation  (A)  ,  ensorte  que  -  »  7 ,  —,  etc.  soient  les  racines 

de  cette  équation  ;  on  aura  1  identité 

i(i  +  Ax  +  Bx*  +  Ca;3 ^ Dx*+  etc.  ) 
=  /(i  —  «ex)  +  /(i— Cj;)  +  /(i— yx)  +  /(i— *cH-etc. 

Or  3  à  cause  de 

z*        z^       z^ 
/(i+z)  =  z-^+^-i.  +  etc: 

série  donnée  (  P*  sect.  ) ,  on  aura ,  en  remplaçant  z  d'abord  par 
j4x+Bx^+  etc.,  puis  successivement  par  —  «lt,— fx, 
—  ^x,   etc. 

X  (A  +  Bx  +  Cx^H-  Dx3  +  etc.) 
— Ç  (A  +  Bx  +  Cx*  4.  DxM-  etc.)''  3 


+^  (A  +  Bx  4-  Gr*  +  Da^+  etc.)'  ^ 

-f-  etc.  » 

=  -.a?(*+C+y+J^-f.  etc.) 

——(«•+  ff* + y* + '*  +  etc.) 

-y(*'+C3+5.3+^+  etc.) (C) 

+  etc. 

Or  on  sait  que  le  carré,  le  cube,  etc.  de  tout  polynôme ,  tel 
que  A  +  B-^  +  C.r*  +  etc. ,  est  aussi  1m  poljrnome  de  la 
même  forme ,  mais  dont  le  nombre  des  termes  est  double  ^ 
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triple ,  etc.  ;  de  sorte  qu'on  peut  supposer 

(A  +  Bx  +  Co?*  +  Dx^  +  etcO* 
=  A'  +  B'x  +  Cx*+  Ifx^  +  etc. 

(A  +  Bx  +  Cx*  +  Dx»  +  etc.)* 
=  A''^.  B*x4-  Cx»-f  DV 4-  «te, , 

et  ainsi  de  suite;  les  coeiEciens  A',  B',  C,  etc.,  A*,  B*,  C,  eta 
étant  aisés  à  trouver  par  la  formation  actuelle  de  ces  pub- 
s^nces ,  ou  par  la  formule  de  la  puissance  de  Finfinitinome 
(P'sect.).' 

Donc  si  on  substitue  ces  râleurs  dans  (C)»  et  qos ,  pov 
abréger ,  on  pose 

'*+f+>+*+  etc.  =  —  P, 
«*  +  ^*+  >'+  ^  +  etc.  =  —  flQ, 
^3^C3  +  >3+;^  +  etc.  =  — 3a, 
etc. , 

on  aura,  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  avx  dimeiH 

sîons  de  X  , 

=  Px  +  Qx*  +  Rx3  +  Sx*  +  etc CD)  r 

et  comme  cette  équation  (D)  doit  être  identique  ,  on  a 

P  =A, 


A' 

Q 

=:B 

SI 

B' 

"  9 

A' 

R 

=  C 

a 
C 

+ 

3  ' 
B* 

S  : 

=*D 

a 

etc. 

T" 
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Cela  posé ,  on  substituera  successivement  dans  (B)  toutes 

1111 
les  racines  x  de  (A);  savoir,  -»  7»  —>  >»  etc. ,  dont  le 

et       t       ^       ^ 

nombre  est  m,  ce  qui  donnera  les  m  équations 

1  -f-  û*  +  A*'  +  ^*'  +  ^*  +  ®*c.  =  o  ^ 

1  +aC  +bC*  +  cP  +de^+  etc.  =  o  ^ (E); 

1  +  ûy  +  by*  ^cy^  +  dy^  +  etc.  =  o  ) 

et  comme  les  équations  (A)  et  (B)  doivent  avoir  lieu  en 
même  temps,  il  faut  nécessairement  qu*une  quelconque  des 
inéquations  (E)  ait  lieu,  pubque  chacune  d'elles  exprime 
que  (A)  et  (B)  ont  une  racine  x  commune  ;  et  comme  Tune 
des  équations  (E)  ne  doit  pas  avoir  lieu  plutôt  qu'une  autre  , 
il  faudra  que  Ton  ait  une  équation  équivalente  à  toutes  les 
équations  (  E  ) ,  et  qui. ne  puisse  être  vraie  qu'en  supposant  que 
Pune  quelconque  de  ces  dernières  le  soit  :  d'où  il  résulte  que 
r  équation  dont  il  s'agit ,  ne  peut  être  que  le  produit  de  toutes 
les  équations  (E) ,  laquelle  sera ,  en  même  temps  ,  le  résultat 
de  réiimînation  de  x  entre  (A)  et  (B).  Si  donc  on  représente 
cette  équation  par  n  =  o ,  on  aura 

n  =  (1  4-  a«  +  i«»  +  cct3  +  ddL^  +  etc.) 
X(i  +a^-f.W  +  cC5+dC*+etc.) 
X(i  +  ay+  by^+  cy^  -^  dy^+  tic.) 
X(i  ^al+bi^  +  ci^  +  di^  +  eXc.) 

etc. 

k  nombre  des  facteurs  étant  m.  La  dilHculté  se  réduit  donc 
i  former  n ,  sans  connaître  les  racines  « ,  ^^y  y  ^^c- 
Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  ,  et  nous  aurons 

/TT  =  /  (i  +  a*  +  6x*  +  etc.) 
+  /(i  +  flf  +  flC*  +  etc.) 
+  /(i  +a>'+  67»  4- etc.) 
+  /(!  +aJ  +  W+etc): 
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mais ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plua  haut  / 

/  (i  +  a*  +  6**  +  càt?  4.  dflc*  +  etc.) 
=  «t  (a  +  ici  +  c«t*  +  c2flfi^.-f-  etc.) 


A» 


—  — (a  +  6at  +  a«*  +  At^  +  etc.)* 


*3 


+  g  (a  +  6flt  +  c«»  +  d*3  +  etc.)' 

etc. 

Donc  si  on  suppose  que  a',  b',  c,  etc. ,  a',  ft',  c*,  etc.  soient 
des  quantités  formées  de  a  ,  6  ^  c ,  etc. ,  comme  les  quantités 
A',  B',  C,  etc..  A*,  B",  C\  etc.  le  sont  de  ^  B  ^  C  ,  etc. , 
on  aura 

/(i  +  a«-4-ft«*-f.etc.)  =  «  (a+  &•  +  c»»  +  ii?+«*c.)\ 

_  !!!  (a'  +  y.!  +  cV+ cf-5+ctc) 

4-  !L  (a'+  6V  +  c'^-M-  drm^+  etc.) 
—  etc.  ; 
et  en  faisant  de  même ,  pour  abréger , 

p  =  a, 

t.       «' 
q  =  b--, 

,       c'    ,    b"       a' 

etc.  j 
on  aura 

/  (i  +  û«  +  A«*+  c«3+  etc.)  =  p«  4"  9**+  ''•^+  ^«^^  etc. 
On  trouvera  de  la  même  manière  , 

/(i  +  aff  +  W+c^  +  etc.)=p^+9C»+rf^+5^  +  etc. 
i  (1  +ay+by^+cy^+  etc.)  =:p5^+  7^*4-  r>^+  ^<+etc. 
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et  ainsi  des  autres.  Donc ,  en  ajoutant-  ensemble  toutes  les 
identités  ,  et  remplaçant  les  sommes  et  +  C  +  >  +  etc.  , 
rt»  +C* 4-  y»  +  etc. ,  «3  +  ^  +  ^3  ^  etc.  par  —  P  ,  —  flQ  , 
—  3Rj  etc.'  qui  les  représentent^  on  trouvera 

« 

In  =  —  pP  —  2çQ  —  3rR  —  etc. 

Soit  encore ,  pour  abréger , 

^  =  pP  +  flçQ  +  5rR  +  etc.  : 
on  aura  _ 

/n  =  (p,      d'où      n  =  c-*, 

c  jtant  la  base  des  logarithmes  népériens  ;  ensorte  que  si  l'on 

résout  en  série  la  quantité  exponentielle  ^r*  (^*) ,  il  viendra 
enfin 

n=5i  —^4.-21-.  — —21-4 I-__etc. 

i.a       i.fl.3       i.a.3.4 

Ainsi  le  problème  proposé  se  trouve  résolu. 

Comme  la  quantité  n  est  le  produit  des  m  facteurs 

1  +  c«  +  ^•^  +  ^•^  +  etc. 
1  4.  û^  +  fcC»  4.  cff3  4.  etc. 

1  +  cy  +  Ay*  +  ^  +  etC'  > 

il  est  visible  qu'elle  ne  peut  contenir  d'autres  produits  des 
quantités  a,  b,  c,  etc.^  que  ceux  dont  les  dimensions  ne 
passent  pas  le  nombre  m  -,  d'où  il  suit>  1**.  que.  l'équaticn 
H  =  o,  savoir ^ 

»-*  +  ^-7:|^  +  etc.=  o (F), 

ne  doit  contenir  aucun  terme  dans  lequel  lies  quantités  a  , 
b  ^  c ,  etc.  forment  ensemble  des  produits  de  plus  de  m  di- 
mensions* 

Or  si  on  change  x  en  -  dans  les  équations  (B)  et   (A) , 

(*)  On  tronvera  dans  la  sniie  de  cet  oaTrage,  les  défeloppement  en  lerice 
des  quantiUt  trantceadantet.    ^ 
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elles  deviennent  ceUes-ci  : 

1  +ax  +  fta:'+ca:^+clr*+  etc.  =  o (G), 

,+_+_  +  P+-+etc.=o....,(H). 

lesquelles  ne  diffèrent  des  équations  (A)  et  (B)  qa*eii  ce  que 
les  coelEciens  A ,  B  ,  G  ^  etc.  sont  changés  eaa,  b,  c,  etc. » 
et  l'exposant  m  en  7t  ^  e^  vice  versa  :  donc  si  on  fait  sur  ces 
équations  (G)  et  (H)  les  mêmes  raisonnemens  et  les  mèmee 
opérations  que  nous  avons  faits  sur  les  équations  (A)  et  (B) , 
on  parviendra  à  une  équation  finale  qui  sera  la  mâme  que 
l'équation  (F)  ci-dessus^  à  la  seule  différence  près  que  a,  b, 
c  f  etc.  seront  au  lieu  de  A  ,  B  ^  G'^  etc. ,  et  réciproquement > 
et^  par  rapport  à  cette  équation ,  les  quantités  A,  B^  G,  etc. 
ne  sauraient  former  ensemble  des  produits  de  plus  de  n  di^ 
mensions. 

Or  en  changeant  A,  B>  G,  etc.  en  a  ^  b,  c ,  etc. ,  on  ne 
fait  que  changer  P  >  Q ,  R  >  etc.  en  p  ^  q  ,  r,  etc.  ,  et  vice 
versa  ,  comme  on  le  voit  par  les  expressions  de  ces  quantités  ; 
donc  comme 

^  =  pP  +  aqq  +  3rR  +  etc. , 

il  s'ensuit  que  l'équation  dont  il  s'agit ,  sera  exactement  la  même 
que  réquation  (F)  ,  d'où  on  conclut , 
a°.  Que  l'équation 

1  _  (p  +  jî: r_-  +  etc.  =  G , 

1.2  1.2.3 

ne  doit  pas  non  plus  contenir  aucun  terme  où  les  quantités  A  , 
B ,  G  ^  etc.  se  trouvent  formant  ensemble  des  produits  de  plus 
de  n  dimensions. 

Voici  donc  à  quoi  se  réduit  cette  méthode  d'élimination. 
Étant  proposées  les  deux  équations 

1  +Aa;  +  Bx*+Cx34-Dj:*+  etc.  =  o, 
a     ,     b      .      c      .     d 


H 1 i  +  ~i  H ^  +  etc.  = 

X         X*  x^         x^ 


o> 
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dont  la  première  soit  du  degré  m  ^  et  la  seconde  dii  degré  n  » 
on  ccHnmencera  par  former  lea  quantités  A',  B',  C,  D',  etc. , 
A'',  B",  C\  D",  etc. ,  A'",  Bf",  G'\  D%  etc.,  lesquelles  sont 
les  coefficiens  des  séries  qui  expriment  le  carré  ^  le  cube ,  la 
quatrième  puissance,  etc.  du  polynôme  A--(-Bx4"Cj;*-f-  etc. , 
et  on  poussera  cette  opération  jusqu'à  la  puissance  de  Tordre 
n  :  on  formera  ensuite  de  la  même  manière  les  quantités  a!^ 
V,  c\  etc. ,  a*',  b",  c",  etc.  jusqu'à  la  puissance  m ,  et  pour 
cela ,  il  suifira  de  changer  dans  les  valeurs  correspondantes  de 
A',  B',  C,  etc.,  A*,  B*,  C,  ftc,  les  quantités  A,  B ,  C,  etc. 
en  a,  &,  c,  J,  etc. 

Ayant  ainsi  tontes  ces  quantités  ,  on  les  substituera  dans 

•=*«+»(b-t)('-î) 

+<°-l+ï-9(''-i+T-9- 

etc. 
et  Ton  fera  ensuite  Féquation 

1  —  *H — —-^ — ^H ^î^-j  — etc.  =c^, 

^   '    i.a       i.fl.5      i.a.3.4 

en  obseryant  de  rejeter  tous  les  termes  qui  contiendraient  des 
produits  de  A ,  B  ,  C ,  etc.  de  plus  de  n  dimensions ,  et  des 
produits  de  a,  & ,  c ,  etc. ,  et  de  plus  de  m  dimensions;  on  aura 
par  ce  moyen  ^  Téquation  finale  dont  le  degré  ne  pourra 
excéder  mn. 

Au  reste ,  -t)n  peut  encore  trouver  la  valeur  de  ^  ,  sans 
calculer  les  quantités  A',  B',  C,  etc..  A'',  h\  C,  etc.  En 
effet,  comme 

^  =  Pp  +  flçQ  4"  3rR  +  etc. , 

la  question  se  réduit  à  trouver*  P,  Q,  Rj  6tc.,p,  q,  r,  etc. 
en  A  ,  B ,  C,  etc.,  a  ,  6,  c,  etc.     - 
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Or  ayant  Tidentité 

/(i  4-  Aa:4-  Bx*  +  Cj;3  ^  etc.) 
=  Pjc  +Qa»4-Rx3  +  etc., 

si  Von  chiange  x  en  x  +  i  dans  lea  deux  membres  ,  et  qu^oii 
ordomie  suivant  les  puissances  croissantes  de  i  ^  on  aura ,  en 
posant  X  =  I  +  Ar  +  Gr*  +  ®^c. , 

/  [X  +  (A  +  oBx  +  3Cx»  +  etc.)  i  +  etc.] 

e=  (Px  +  Qx*+ Rx3  +  etc.)  +  (P  +  a<?^  +  3Rx*  +  etc.  )  i 

+  etc. 

A  +  9Br  4-  3Cx*  +  etc.  . 


=/x+/ri+ 


i  +  etc.  I  ; 


supprimant  d*une  part  Px-|-Qx*+Rx^+etc. ,  et  de  Tantra 
IX,  on  aura 

(P  +  oQr  +  3Rar»  +  etc.)  £  + etc. 
A  +  aBx  +  3Cx*  +  etc. . 


='['+^ 


■— '  i  +  etc.   I 


+  Ar-f-Bx*-f-etc 

_  A  +  aBx  +  SCx*  +  etc.   .  , 

~     i+Ax+BxV+li;^^"*"**^' 

d'après  le  développement  de  /  (  i  +  *  )  •  divisant  par  i ,  et 
faisant  Tindéterminée  i=  o,  on  obtient  Tidentité 

A  +  flBx+  Cx*-+-  etc. 

T+£qrÊHF5+^  =  P + '^Q^ + 3RX- + etc. 

Multipliant  en  croix ,  et  comparant  les  coeiEciens  des  méiûef 
puissances  de  x^  on  trouvera 

A  =  P, 

flB  =  àQ  +  AP. 
5C  =  3R+aAQ  +  BP, 
4D  c=  4S  4-  5AR  +  aBQ  4.  CP, 
etc.  ; 
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d'où  l'on  tire 

P«A, 

aB  —  AP 


Q  = 


â 


3C— aAQ  — BP 
3  ' 

^        4D  — 3AR— qBQ  — CP 

S  =  ^ -.. 


etc. 

AjMnt  ainsi  déterminé  P  >  Q  >  R  >  etc.  en  A ,  B  ^  C ,  etc. , 
on  changera  Ces  defnières  en  a,  b ,  c  y  etc.  ^  pour  avoir 
p,  7,  r,  etc. 

On  se  souviendra  toujours  de  rejeter  dans  P  ^  Q  ^  R  ,  etc. 
les  termes  où  A,  B ,  G  formeraient  des  produits  de  plus  de  n 
dimensions^  et  dansp^  f,  r,  etc.^   ceux  où  a,  b,  Cy  etc. 
formeraient  des  produits  de  phis  de  m  dimensions. 

Si,  pour  simpli^er^on  écrit^aQ^  3R^  4^>  etc.  au  lieu  do 
Q^,  R\  s,  etc.  ^^etaq,  3r,  4s  ,  etc.  aa  liau  de  ^',  r,  s,  etc., 
la  valeur  de  f  deviendra  «  - 

-,     ,    qV  ,    Rr  '      &    , 

*  =  I^  +  T  +  "3"  +  T"'"^^''-' 

et  Ton  aura  pour  la  détennination  de  P  ^  Q^  R  ^  S^  etc.^  les 
formules  suivantes  : 

P  =  A, 
q'  =  2B  —  AP, 
R^=  3C  —  BP  —  AqI 
S^=  4D—  CP  —  BQ  —  Ar', 
T^=  5E  —  DP  —  CQ'—  BR'—  as', 

etc. 

fît 
Il  en  sera  de  même  pour  les  quantités  p ,  q',  r,  etc. ,  en 

diangeant  seulement  A  en  a ,  B  en  fr^  C  en  c^etc.  ^  et  Téquatiou 

lo 
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sera  >  comme  ci-dessus , 

Nous   prendrons   pour    premier  exemple,  rélimination  de  x 
entre  les  deux  équations 

1  +Ax+Bj;*  =  o,       14.?+  — =  o; 

ici ,  comme  le  calcul  en  est  simple  ,  nous  formerons  les  quan* 
titéjj  A\  B\  Cf  a\  b\  c'  :  on  trouvera  ^  en  faisant  le  quarré 

de  A  -f-  Bj"?* 

A'  =  A%        B'  =  aAB,        C  =  B»; 

de  même , 

donc 

ip  =  Aa  +  fl(B  — ~^Vi  — ^)  +  3ABaA  +  B*fc» 

=  Aa+aBi— A»i— Ba»+ — + 3ABaft  +  B*fc*  ; 

donc ,  en  négligeant  les  produits  de  A  et  B ,  aussi  bien  que 

ceux  de  a  et  6  qui  seraient  de  plus  de  deux  dimensiom  y  on 

aura 

^»  =  AV  +  4ABafc  +  4B*6* , 

ç'  =  o,  ç*  =  o,  etc.  ; 

substituant  ces  valeurs  dans 

1  —  ç  -1-  z-  — .  — -- ^- etc.  =  o, 

on  aura  pour  équation  finale , 

1  _  Aa  — flBi  -f  A«ft  +  Ba»  — ABûi  +  B*6«  =r  o. 

Ainsi  si  Ton  suppose 

B  =  — ,       A  =  -,      6=1         a  =  —- y. 
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les  deux  équations  deviendront 

X*  +yx  +y  =  o  ,        X* — yx  +1  =  0, 

et  elles  auront  pour  équation  finale 

3y4  +  1  =  o. 

On  propose ,  en  second  lieu>  d'éliminer  x  entre  les  deux 
équations 

i  +  Ax  +  Bx^+Cx'sso,     » 

on  trouvera  d'abord ,  en  employant  lea  formules  domtées  pré- 
cédemment, 

Q'=aB— A»/ 
K  =  3C  — 3AB  +  A','         y 
s'  =  —  4AC  —  2B»+  4A«B ,  ■ 
T^,  =  —  SBC  4-  5A'C  +  5 AB*J  .  ' 
U  =  —  3C»+  laABC  +  aB», 
V,  =  7AC*  +  7B«C , 
W,=  8BC*. 

Donc  on  aura 

ç=Aa+  KaB— A«)(ai--a*)4-î  (3&-3AB+A5)(3e>-3aH-tf^ 
+ 1  (— 4AC— flB»+4A*B)(— 4ac-Hi6*+4a*A) 

^  1  (— 5BC+5AK>+-5AB0(— 56c+5a*c+5ûi») 
+  X  (— SC^+iaABC+aB^OC— 3c*+iaa*c+ai3) 

+ 1  (7AC*+7B*C)(7ac*+7**0 

+  48BC*x8^^  ^  aC'x  3c^ 

Pour  former  f*,  f ^  etc.  >  on  rejettera  de  f  tous  les  termes 
pu  A ^  B^  G ^  etc. ,  a,  b,  c,  etc.  sont  des  produits  de  plus  de 
deux  dimensions  I  et  ordonnant  les  autres  par  rapport  aux 

10. . 


+  ^^-^  +3ABai 
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dimensions  de  ces  mêmes  quantités ,  on  aurait 

f  =  Aa  +  àBb  +  5Cc 
—  Ba*  —  5Cab—bA*  —  3cAB 

+  ^  +  3ABci  +  (aAC  +  B*)  (acc  +  i*) 

+  bBCbc  + 1 C  V  ; 

d*où  Ton  tire ,  en  ne  conservant  que  les  produits  de  trois  on 
d*un  moindre  nombre  de  dimensions , 

f»=  (  Aa  +aBi-f3Cc)» 

+  s  (Aa+aBft+SCc)  {— Ba«— 3CaA— iA*— 3cAB 

+  (aAC+B*)(fliic+6*)  +  5BCic+ÎCV} 
+  fl  (Ba*-f^Cai)  (* A*  +  5cAB  )  ^ 

f  3  =  (  Aa  +  2Bb  +  3Cc)«, 

^^  =  o. 

De  sorte  que  Téquation  finale  sera 

1  _  Aa  —  i  (aB— A')  (ai— a*) 

_  1  (3C— 3  AB+A3)  (3c— 3a  A+fl3) 

— i(— 4AC— aB»+4A*B)  (— 4ac— 2i*+4a*5) 
—  ^(— BBC+BA^C+BAB')  (-5ic+5a«c+5ai^ 
— ^(— 3C*+iaABC+2B3)  (— 3c»4-iaaAc+a4^ 
— j  (7ACH-7B»C)  {joc'+jb^c) 
— 8BC*^c*+  (Aa+aBH^Cc) 
Aa+aBH-3Cc 


-{ 


Ba»— 3CaA— i  A*— 3c  AB 


^ 


c  v- 


— •  +3ABai  +  (aAC+B')  (aac+i») 
+  BBCic + 1 C V}  +  (Ba«+3Ca6)  (&A'-|-3cAB) 
-— ^  (Aa+aBH3Cc)^  =  o. 
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En  supposant  que  G  soit  un  poljrnome  dn  degré  — «  3  en  ^ , 
«t  que  c  soit  un  polynôme  du  troisième  degré ,  l'équation  finale 
sera  du  degré  3  X  3  »  ou  du  neuvième  degré  en  y. 

45.  On  doit  à  M.  Kramp ,  doyen  de  la  faculté  des  Sciencet 
de  FAcadémie  de  Strasbourg ,  la  méthode  suivante ,  propre  à 
faciliter  Télimination  dans  les  équations  des  degrés  supérieqrs , 
méthode  sur  laquelle  on  trouvera  plus  de  détails  dans  le  on- 
zième numéro  du  tome  premier  des  Annales  de  Mathéma^ 
tiques. 

Soit  Téquation 

Aj?«  =  or»-'  +  fcx»-*+  ex"-'  +  ctr»-*  +  etc (N)  ; 

■ 

si  on  la  multiplie  de  part  et  d'autre  par  xr  ,  en  mettant  pour 
Ax"  dans  le  second  membre  ,  sa  valeur  tirée  de  la  proposée  , 
on  aura 

^a^n+i  _  (aa+AA)x"-«+(a6+Ac)  x'""'+Çac+xd)  x*"^+  etc., 

équation  que  nous  écrirons  ainsi  : 

A*x"+'  =  a'x»-'  +  i'x"^  +  c'x*^  +  etc,  ; 

mi}ltipliant  de  nouveau  par  Ax ,  en  mettant  toujours  pour  \x^ 
dans  le  second  membre ,  sa  valeur  donnée  par  la  proposée ,  on 
trouvera 

équation  que  nous  écijrons  ainsi 

A^x"-'  _  a*'x"-*  +  i^x"-*  +  c'x»-3  +  etc. , 
et  ainsi  de  suite.  On  a 

û'  =  oa  +  Ai , 
a'  =  aa^  +  xba  +  A*c  , 
i^=  aa''+  >J)a'  +  AVa  +  aV, 
«»'=  0^^+  A5a*+  A'cd'  +  ï?da  +  }fe, 

etc.  ; 
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V  i=z  ab  +  ^  , 

V  =1  ah'  -f.  Afii  +  x^dy 
VzzzL  ab"  +  >bV  +  x^cb  4-  A'c 

fc»'=  06"'+  Aifc''+  AVfc'  +  A»d6  +  x^f, 

etc.  ; 
c'  =  oc   -f-  Arf, 
c*  =  ûc'  +  aAc  +  A'c , 
c''  =  ac"  4-  Aie'  +  X^cc  +  a3/, 
c»^=  ûc*  +  Aie"  +  A^ee'  +  A^de  +  X^g, 

etc., 

toutes  ces  valeurs  formant  des  séries  récurrentes. 

Si ,  outre  Féquation  (N)  du  degré  ;i ,  on  a  une  équation  Qiï) 
du  degré  m  en  x  ,  m  étant  >  n  »  en  mettant  dans  cette  der* 
nière ,  pour 

X»  /«*»4*i  ,yta4-a  ^«4^3  ^tv» 

les  valeurs  déduites  de  la  première ,  par  le  procédé  que  nous 
venons  d'exposer ,  elle  ne  sera  plus  que  du  degré  Jt  —  i .  On 
aura  donc  >  au  lieu  des  proposées ,  des  équations  des  degrés 
n  et  71  —  1  ,  qui,  en  leur  appliquant  le  même  procédé,  en 
feront  trouver  une  nouvelle  du  degré  n — a.  En  poursuivant 
de  la  même  manière,  on  parviendra  enfin  à  une  équation  du 
degré  zéro  ;  ce  sera  Féquation  de  condition  qui  devra  exister 
entre  les  coeiTIciens  des  deux  proposées ,  pour  qu'elles  puissent 
subsister  ensemble  ,  ou  pour  qu'il  y  ait  un  facteur  commun 
entr' elles  :  ce  sera  conséquemment  l'équation  finale ,  si  les  coeffi- 
ciens  des  deux  proposées  sont  fonctions  d'une  autre  inconnue  y, 
par  exemple. 

La  question  se  trouvant  ainsi  réduite  à  éliminer  l'inconnue  x 
entre  deux  équations  dont  les  degrés  ne  diffèrent  que  d'une 
unité  ,  nous  prendrons  ,  comme  type ,  le  système  des  deux 
équations 

o  =  Ajc»  4-  Bx»-»  4-  Cx"-*  +  etc. , 

c  =aa:"""*4-  hx""^  4  rx""^  4  etc. 
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Appliquant  la  méthode  précédente  à  ces*  denx  équations  ,  on 
en  dédaîra  une  du  degré  n  —  a  ^  et  si  Ton  désigne  cette  der- 
nière par 

o  =  a'x*-»  +  i'x"-5  +  c'x"-^  +  etc. , 
on  aura 

a  =  b  {Ab  —  Ba)  —  a  (Ac  —  Ca), 

fc'  =  c  (Ai  —  Ba)  —  a  (Arf—  Da), 

c'  =  d(Afc  —  Ba)  --  a  (Ae  —  ta), 

<r  =  e  (AJ  -^  Ba)  —  a  (A/—  Fa), 

etc. 

Nous  nous  bornerons  à  une  seule  application.  On  propose  de 
trouver  le  facteur  commun  aux  deux  polynômes 

5x*  —  fl7x*  +  aax^  +  1 7^:*  —  49^  +  ^4  > 
3x*  —  flax*  +  4^x*  —  5ix  +  G  : 

on  a  donc  les  deux  équations 

o  =  5ar^  —  fl7X*  +  flflx^  +  17X*—  49^  +  ^4  > 
o  =  3x*  —  sax*  +  46x*  —  3ix  +  6- 


A=  5 
B==— 37 
C=  sa 
D=     17 

E=-49 


46 
-3i 

6 


Ai— Ba=-^  29 
Ac— Ca  =  1 64 
Ad — ^Da= — ao6 
Ae — Ea  =  177 
Af — ^Fa= —  7a 


a'=     14e 

y  =—716 
c'=  368 
d'=      4^ 


F==     a4 

3«  équat o  =  73x3  _  353-^.  ^  ,g^  ^^  2,  ^ 

après  la  division  par  a. 

0=  3x* —  33x^4-  4Sx»— 3ix-f-6^ 

ai. 


^     ,   .    (0=  3x* —  33x^4-  4Sx*  — 
Équat.  domiées...{^^^3^_ggg^^^g^  ^ 


A=   3 
B=:— aa 

C=  46 

D=— 3i 

E=-  6  l 


a=  ^3 
i=— 358 
c=  184 
cf=   ai 


Ai — Ba=  533 
Ac — Ca  = — aSoG 
Arf— Da=  a3a6 
Ae— Ea=—  438 


a'=  1438a 
y  =—71910 
c'=    43i4G 
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4*  éqiiat«...o  =      a:*—    5x   +  3 

après  la  division  par  i438a. 

Equat.  données..  .{^  ^  '  ^  _    5^     .    3.^ 


on  a 


A  =—  73 
B  =—  358 
C  =  184 
D  =         fli 


a  =  1 
i^  —  5 
c=        3 


+ 

I 

Aft  —  Ba  =  —  7 
Ac  —  Ca  =  35 
AJ  —  Da  =;  —  ai 


d'  =  a 
y  =  0 


5*  équat 0^=0. 

On  conclut  de  là  que  x^  —  Sr  -f-  3  est  le  diviseur  comnran  de» 
deux  polynômes  proposés. 

On  peut  appliquer  cette  méthode  à  là  recherche  des  facteurs 
égaux  des  équations  numériques ,  et  on  pourra  prendre  Téquation 

o  =  j;9+  2JC*+  a;'+  6x^+  7X*—  fli:*4-  3^^+  ax* —  1  flop  -^  8  * 

traitée  (  P*  sect. ,  chap.  XXVU) ,  et  qui  a  pour  dérivée 

o  =  94;»+ 1 6x^4-  ja^+  Z6j^+  35ar<— .  Sx^+  9x'+  4x  —  1  %, 
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CHAPITRE  DL 

De  quelques  théorèmes  -  sur  les  racines  de  V équation 
y"* — i=o.  Le  nombre  a^"'  — i  est divisiBle parip y 
p  étant  un  nombre  premier  j  et  aun  nombre  moindre 
que^. 

46*-Ljes  théorèmes  que  nous  alloua  démontrer,  étant  n4« 
cessaires  et  même  indispensables  pour  Tintelligenoe  des  eha** 
pitres  suivans ,  nous  avons  cm  devoir  plutôt  en  faire  la  matièr» 
d*un  chapitre^  que  de  les  donner  à  mesure  que  le  besoin  l'exi* 
géra ,  pour  ne  pas  embarrasser  ou  arrêter  Texposition  da  la 
théorie  principale. 

47.  Nous  observerons  d'abord  que  les  équations  binômes 

jf«— 1=0,   jr»+i=o^ 
auxquelles  on  peut  rappeler  celles-ci , 

ne  comportent  pas  de  racines  égales  ,  puisque  le  binôme 
ap^ds  1  ne  peut  avoir  de  facteur  en  x,  commun  avec  la  dérivée 
mx»-'  (!'•  sect. ,  chap.  XXVII  ). 
•Soit  et  une  des  racines  de  l'équation 

y^ — l=sO, 

et  supposons  que  m  soit  un  nombre  premier  :  tontes  les  puis^ 
tances  de  ce  jusqu'à  et^,  auront  des  valeurs  différentes ,  à  moina 

€pie  l'on  n'ait  4=;pi  ;  car  ai  deux  puissances  «%  «'  étaient 
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égales I  n  et  y  étant  ^m,  on  aurait 

A»=  *» ,     d'où,    ««-'rs:  1  ; 

or,  aucune  puissance  de  a  ,  moindre  que  m,  ne  peut  être  runitl» 
lorsque  a  n*est  pat  Funité.  En  effet  >  puisque 

ce"— 1=0, 
ii  l'on  ayait  en  même  temps 

p  étant  ^  m,  nécessairement  ces  deux  équations  auraient  une 
racine  commune ,  et  en  cherchant  par  les  règles  ordinaires , 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  «"*—  2  et  cef  —  1  >  on 
trouverait  «  —  1  pour  résultat  >  parce  que  m  est  un  nombre  pre- 
mier :  de  sorte  que  la  racine  commune  aux  deux  équations , 
ne  pourrait  être  que  l'unité,  conclusion  qui  ranjiènerait  i 
«  =  r  ,  contre  rh3rp(>thèâe  faite  sur  «t. 

n  résulte  de  là,  i^  que  les  puissances  «,  «t^,  «'.....«" 
représentent  toutes  les  racines  de  l'équation 

y»— 1=0, 

en  prenant  pour  a  une  quelconque  des  racines  de  cette  équa^ 
tion,  autre  que  l'unité  ;  car  puisque  «"*=i  ^  on  aura  aussi 

«••"=1,     «'"»==  1^    etc., 

r 

de  sorte  que  les  puissances  ce,  «t%  a^ «**  seront  aussi  des 

racines  de  la  même  équation ,  et  comme  elles  sont  en  nombre 
m,  et  toutes  différentes  entr'elles,  elles  seront  nécessairement 
toutes  les  racines  de  l'équation 

y—  1  =0. 

n  résulte  encore  de  là,  a^.  que  si,  dans  la  série  des  puissances 

A,  A* et"""* ,  on  substitue  pour  a  une  quelconque  de  ces 

puissances,  comme  a*  ,  n  étant  <  m ,  la  nouvelle  s^e 


r 
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en  rabaissant  toutes  les  puissances  au-dessons  de  0^^  à  cause 
de  «""  =  1  y  contiendra  encore  les  mêmes  puissances ,  mais 
dans  un  ordre  différent  \  car  il  est  visible  que  tous  les  expo- 
sans  n  y  A/1 ,  Ziiy  etc.  sont  différens  ,  et  que  les  restes  de  la 
divbion  par  m  le  sont  aussi  ^  parce  que  m  est  un  nombre 
premier  ;  de  sorte  que  ces  restes  étant  au  nombre  de  m ,  et 
tous  différens  entr*eux ,  ne  peuvent  être  que  les  nombres  1  >  a  ^ 
3. . .  .m.  Soient  m  =  7  et  n  =3  :  on  a  la  série  des  racines 


et 


> 

-*, 

'^ 

-s 

-', 

-s 

•'= 

1 
> 

-^ 

«', 

*•% 

-'^ 

-'», 

1> 


et  en  rabaissant  les  puissances  au-dessous  de  «^,  ce  qui 
revient  à  diviser  par  7  chacun  des  exposans  de  la  ligne  in- 
férieure y  on  trouve 

J^y     M^,     m\     tfiy     m\     «s     «^ 

Considérons  maintenant  le  cas  où  m  est  un  nombre  com- 
posé :  si  n  est  un  diviseur  de  m,  toutes  les  racines  de  réqua-* 
tion  jr"  —  1  =z  o ,  seront  communes  à  Téquation  j'"*—  1  =  0; 
parce  qu'en  supposant  que  r  soit  racine  de  Téquation 

y»        —         l         =        O      y 

on  aura  r*  =  i  ,  et  par  conséquent  aussi  r"  =  1  ;  d*où  il 
s'ensuit  que  r  sera  aussi  racine  de  l'équation 

y"  —  1=0. 

Remplaçant  donc  r >par  »,  on  aura  «""rr  1  ,  et  si  m  =  n/i  ^ 
il  est  visible  que ,  dans  la  série  des  puis^oances 

«•",    «'"*,     «'"•,     etc.,       ou      «"^     «*"^     «^"^     «^"^     etc.  ^ 

qui  devient,  à  cause  de  1  =  «",  =«*",  =«'■,  etc. , 

«^,  tt^P,  M^Py  m'Py  etc.» 

chacune  des  racines  «,  «.%  «^ se  trouvera  répétée  p  fois  ; 
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et  conséqneiiimaiit  ces  puissances  ne  pourront  pins  rèpr^n* 
ter  les  racines  de  l'équatioft  y" —  1  =  0^  puisque  cette  équa- 
tion ne  peut  avoir  de  racines  égales  (47)* 

Soit  m=zpq ,  p  etq  étant  deux  nombres  premiers ,  et  soit 
C  une  des  racines  de  l'équation 

y  ~  1  =0, 

et  y  une  des  racines  de  Téquation 

y  —  1  =  o: 

■ 

il  est  clair  que  C  et  >  seront  aussi  racines  de  l'équation 

y—  1  =0, 
parce  que  0^  et  y^  étant  1  ^  on  aura  aussi  « 

C^=  1,       yw  =  1. 

Mais  9  d'après  ce  qui  vient  d'être  observé  y  toutes  les  racines 
de  l'équation 

y—  1=0 

ne  pourront  pas  être  représentées  par  les  puissances  succès* 

sives  de  ces  racines  C  et  y. 

On  voit  aussi  que  le  produit  Cy  sera  racine  de  la  même 

équation 

y"  —  1  =  o  i 

mais  aucune   puissance  de  cette   racine ,  dont  l'exposant  9 

serait  inférieur  à  m  ^  ne  pourra  être  égale  à  Tunité ,  à  moins 

que  ff  ou  y  ne  soit  =  1 .  En  eiFet ,  il  faudrait  que  m  fût  un 

multiple  de  K  ^  et  qu'ainsi  oq  eût  9  =  p  ,  ou  =3=  ^  ;  d'où  l'on 

conclurait  , 

(Cyy=  1       ou       (Cy)«  =  1  : 

dans  le  premier  cas ,  on  aurait  y*  =:  1  ^  à  cause*  de  C^sz  i  j 

et  conséquemment , 

y^  —  1  =  o, 
et  comme  on  a  déjà 

y^  —  1  =  o. 
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et  que  â'ailletm  p  et  q  sont  des  nombres  premien  entr'enx  , 
i  1  en  résulterait ,  comme  plus  haut , 

y  —  1  =  o. 
Dans  le  second  cas  ^  on  aurait  ' 

C  1   =  G. 

Ainsi ,  puisqu'aucnne  puissance  de  Cy^  inférieure  à  m  ^  ne  peut 

être  Tunité  ^  à  moins  que  C  ou  que  y  ne  soit  =::  i  ^  et  que 

d*ailleun  ^ 

(Cyr=i, 

nécessairement , ,  d'après    ce  qui  précède  ^  la  racine   Sy   de 

,    '  l'équation 

y  —  1  =  o, 

lorsque  m:=pq  ,  jouit  de  la  même  propriété  que  la  racine  m  y 
lorsque  m  est  un  nombre  premier  >  sayoir ,  que  toutes  les 
racines  de  cette  équation  ,  peuvent  être  représentées  par  les 
puissances  successives  de  Cy,  depuis  l'unité  jusqu'à  m. 

Comme  les  valeurs  de  C  sont  au  nombre  de  p  >  et  celles  de  y 
au  nombre  de  (/^  les  valeurs  de  Cy  seront  au  nombre  depç^zm; 
et  il  est  facile  de  prouver  que  ces  valeiûrs  seront  toutes  diffé- 
rentes entr'elles  ,  parce  que  les  premières  ne  sont  que  les  puis- 
sances de  l'une  des  racines  C,  depuis  l'unité  jusqu'à p^  et  que 
tontes  les  secondes  sont  celles  des  racines  y  ,  depuis  l'unité 
jusqu'à  f^  en  observant  que  les  nombres  p  etq  sont  premiers , 
proposition  démontrée  plus  haut.  D'où  il  suit  que  toutes  les 
racines  de  l'équation 

y- 1=0, 

m  étant  =  pq  >  peuvent  être  représentées  par  les  produits  Cy 
des  racines  des  équations 

y  —  1  =  o,      y  —  1  =  o, 

p  et  ^  étant  des  nombres  premiers. 

Qu  prouvera  de  même  que  si  m  =  pqr ,  p ,  q ,  r  étant 
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d«9  nombres  premiers ,  et  si  ff ,  y ,  /  sont  respectivement 
des  racines  quelconques  des  trois  équations 

y—  1=0,       y—  1=0,      y—  1  =  0, 

le  produit  Cy^>  en  donnant  successivement  à  (^  y,  ^  toutes 
leurs  valeurs,  pourra  représenter  toutes  les  racines  de  Téquadon 

•      ^  —  1  m  o» 

et  que  celles  de  ces  racines  qui  seront  exprimées  par  Cy^, 
aucune  de  ces  racines  C  y  y,  i"  n'étant  l'unité ,  auront  les 
mêmes  j^priétés  que  les  racines  de  Téquation 

m  étant  un  nombre  premier. 
Et  ainsi  de  suite. 

Mais  si  l*on  avait  m=p*,  p  étant  un  nombre  premier, 
en  prenant  C  pour  une  quelconque  des  racines  de  Féquation 

y  —  1  =  0, 

il  est  clair  que  (  serait  aussi  racine  de  Téquation 
y"  —  1  =  o      ou      y  —  l  c=:  o  ^ 

et  que  yC  le  serait  aussi ,  puisqu'à  cause  de  0*  =  1  ,  on  a 

On  prendrait  donc ,  dans  ce  cas ,  pour  y ,  une  quelconqnt 

des  valeurs  de  v/C ,  et  Ton  aurait  également  Cy  pour  ré- 
pression de  toutes  les  racines  de  y"^  —  1=0,  parce  que 
ces  racines  Cy  sont  au  nombre  de  pp ,  et  toutes  diiFéiieiâes 

entr*elles. 

De  même ,  si  m  =  p^,  en  conservant  les  valeurs  àfi  C  et  y, 
on  fer^t  de  plus  ^=  V^C,  ensorte  que  C,  y=  v/C,  ^^  K? i 


I 
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seraient  des  racinea  de 

y*  —  1=0;      ou  de      yf^  —  1=0, 

en  observant  que  0^=  1 .  On  aurait  donc  Cyi"  pour  l'expressioa 
de  toutes  les  racines  de  y^ — 1=0^  en  donnant  successif* 
Tement  à  C^  y ,  /"  toutes  leurs  valeurs  CO >  et  ainsi  de  suite. 
Donc  y  es  général ,  si  * 

m  =:  ^(fi" 

et  que  C,  y  ,  /". . . .   soient  respectivement  des  racines  quel** 
conques  des  équations 

y^  —  1=0,      y—  1=0,      y—  i;=so,    etc. , 

p ,  q  %r  i  etc.  étant  des  nombres  premiers  :  si  l'on  fait  de 
plus , 

9=  /C,    r=  V^?,  etc.  ;      y'=  \/y,    y*=  {Q,  etc.  ; 

/'=/?,    l'^V"^,  etc., 
on  aura 

crr X  r/y" X  i^yi"" — 

j_iji I  —    - ^^^__ 

(*)  Ponr  réqoAtîon  y*  —  i  =o,on  a/y^a;  ensorte  qoe  les  Taleora  de 
C  Mot  4. 1  et  -«  I  j  celles  de  y  =  ^  Q^  sont  ^  \  tl  ^  *-  i  j  calin  celles  de 

444 
/^  ^Csoot  V  1  et  V'—  I   :  ainsi  les  racines  Cy  /  sont 

4 
IV^I.V^I 

4 
4 

4 

4 

4 
4 

-  AméI  diacune  satisfait  à  la  propoKe  >  et  dont  le  produit  en  tsi  le  tenqi 
wmi  connu  —  1 . 
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pour  Texpression  générale  des  racines  de  l'équation 

y»—  1  =  o, 

•n  donnant  successivement  à  C ,  C,  etc y  >  y^  ctc 

J'y  /^,  etc.  ,  toutes  les  valeurs  dont  ces  quantités  sont  suscep*. 
tibles  chacune  en  particulier. 
On  voit  par  là  que ,  pour  avoir  les  racines  de  Téquation 

à  deux  termes 

j^—  I  =  o , 

lorsque  m  if  est  pas  un  nombre  premier  ^.  il  suffit  de  résoudre 
des  équations  semblables  de  degrés  dont  les  exposans  soient 
les  facteurs  nombres  premiers  du  nombre  m. 
Enfin  nous  remarquerons  que  comme  Téquation 

y—  »  =  o 

manque  de  tous   les   termes  intermédiaires  ,  si  on  nomme 
1  >  «>  (>  y  »  etc.  ses  racines  ,  on  aura  (  i*'*  sect.) 

i+«»  +  C»4.y»  +  «r»4.  etc.  =  o  , 


1  +  «""""+  ff"-*+  y^"*  +  ^""'  +  etc.  =  o; 

ensuite  ,  à  cause   de  «"  =  i  ,   C"  =  i  ,  y™  =  i  ,  etc.  ,  oh 

aura 

1  +  «"  +  ^  +  y"*  +  etc.  z=  m, 
1  -f.  «<*+•»+  C--^-»  +  y"»-»-»  +  etc.  =  o  , 
1  4.  «"•+•+  C^^^^-  y-H+^-f-  etc.  =  o  , 

etc. 
et  ainsi  de  suite. 

48.  Euler  le  premier^  et  après  lui  tous  ceux  qui  se  sont 
occupés  de  la  théorie  des  nombres ,  ont  démontré  ce  fameux 
théorème  de  Fermât  ;  Si  p  est  un  nombre  premier,  et  a.  un 

nombre  moindre  que  p,  le  nombre  aP^' —  i  sera  nécessai^ 
rement  divisible  par  p  ,  de  sorte  que  le  reste  de  la  division 
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de  a^^'  par  p>  sera  l'unité.  Cest  cette  démonstration  qne 
nous  allons  rapporter  avec  tous  les  détails  qu'exige  son  im- 
portance. 
Dans  la  suite  des  puissances 

I,      a,      a*,,     c? ,      etc., 

il  existe ,  outre  le  premier  terme  >  un  terme  a*  qui ,  divisé  par 

un  nombre  p  premier  avec  la  base  a ,  laisse  t unité  pour  reste , 

t  étant  <  p. 

Ainsi  >  £  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  il  s*agît 

de  démontrer  que 

a'  ==  Eb  4-  K 
Soit 

a"*  =  Ef  +  «  : 

en  donnant  à  m  un  nombre  de  valeurs ,  égal  à  p ,  à  partir 
de  m  =  1  >  on  doit  rencontrer  >  au  moins  deux  fois ,  une 
même  valeur  de  «.  En  eflet,  le  nombre  des  divisions  étant  p^ 
à  partir  de  m  =  1  ^  et  celui  des  restes  ne  pouvant  excéder 
p  —  1  ^  il  faut  que  l'un  des  restes  se  reproduise  au  moins 
deux  fois,  en  observant  qâ'on  ne  pei^t  rencontrer  le  reste 
zéro  :  si  l'on  désigne  par  m'  et  ET  les  valeurs  de  m  et  de  E, 
pour  lesquelles  on  a  le  retour  du  même  reste  j  on  posera 

a»  =  IfF  +  «, 

a"^  =  E'p  +  «; 
d*où  Ton  déduit 

a-'—  a-  =  (E'—  E)p=  (o"^-^—  Orf"  ; 

mais  a  n'étant  pas  divisible  par  p  ,a^  ne  le  sera  pas  (y*  sect.  ; 
chap.  VIH);  et  puisque  (E' — E)  p  est  divbible  parp,  il 
faut  donc  que  a'*'"*—  1  le  soit.  Donc  a"^~* — 1  est  de  la 
forme  Ep  ,  et  a^"^  de  la  forme  Ep-^i ,  m'—  m  étant  ^p , 
puisque  m^  et  m  tombent  entre  o  et  p.  Par  exemple ,  dans 
la  progression 

a*,    a»,    a%    a',    a*,    a'  ,  etc. , 

le  nombre  a^  =  x6  divisé  par  5 ,  laisse  pour  reste  l'unité.. 

11 
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En  partant  de  Fégalité 

a*  =3  Efi  4-  1  , 
et  multipliant  par  les  puissances  successiyès  de  a  ^  on  a 


a: 


,l4-i 


=  oEp  +  a, 


a^  =a?Ep  +  a?, 

a^  =  a^Ep  +  a*, 

etc. 

»  ■• 

Ainsi  les  restes  des  ^divisions  de  a*,  a*^',  etc.  parp,  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  divisions  de  a%  a',  a*. . .  *a*^*  par  p. 

Donc  tous  les  restes  que  peuvent  fournir  les  termes  de  la 
suite  a\  a*^....  sont  compris  dans  llntervalle 

€?,    a*,    a*.  .  .  •  a^«, 

en  observant  toujours  que  t  est  Texposant  pour  lequel  la 
reste  =  i . 

De  ce  que  a'  =s:  £fi  -f"  ^  i 

il  suit  qu*on  a 

a«  =  (  E^  + 1  )■  =  E"p»  +  iiE»->p^*+ +  nlp  +  1 

=p  [Ey^«+ nE'-'p""-!-. . .+ nE]  +  1 , 

expression  de  même  forme  que  celle  qui  représente  a'. 

Qu'on  ait  à  chercher^  par  exemple,  le  reste  de  3' *'''*  divisé  par 
i3  :  il  faut  d*abord  découvrir  la  puissance  de  3  pour  laquelle  on 
a  le  reste  i  ,  ce  qui  fera  connaître  3*.  Cette  puissance  est  7 
ou  227  qui,  divisé  par  i3,  donne  en  effet  1  de  jeste.  Ainsi 
tous  les  restes  sont  1 ,  3  et  g ,  les  mêmes  que  ceux  de 

3%    3S    3% 

par  i3.  Donc  de  trois  en  trois ,  on  a  pour  reste  l'unité;  mais 
le  plu8  grand  multiple  de  3 ,  contenu  dans  1000 ,  est  333  X  3 , 
de  sorte  que  3"'^',  divisé  par  i3  ,  laisse  1  de  reste^  et 
gi««o  j^  jinxt-i-'  «occupe,  dans  la  période 
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le  même  rang  que  3^  dans  la  sienne  :  donc  les  restes  de  3^ 
et  de  3'*r  par  i3 ,  sont  les  mêmes  ^  c'est-à-dire,  que  ce 
reste  =  3. 

Ce  qui  précède  suppose  seulement  que  p  doit  un  nombre 
premier  par  rapport  à  a  ;  mais  le  théorème  suivant  ne  s'ap- 
plique qu'aux  nombres  premiers  ,  pris  individuellement. 

Si  f  est  un  nombfe  premier  qui  ne  dit^ise  pas  sl,  et  a}  lé 
tefme  du  plus  petit  exposant  pour  lequel  on  ait 

a*=Ep  +  i, 

lexposant  t  sera  ou  "p^^  i  ^  ou  un  diviseur  <&  p  —  i. 

D'abord  puisque  a  et  p  sont ,  comme  dans  le  théorème 
précédent ,  des  nombres  premiers  entr'eux,  le  nombre  t  ne  peut 
surpasser  p—- 1.  Il  reste  donc  à  démontrer  qu'il  doit  être  ou 
p  —  1 ,  ou  un  diviseur  exact  de  p—  i . 

Soient  i,  m1, m",  etc.  les  restes  des  divisions  des  termes 

i  ,    a ,    a* a^* 

par  p  :  ces  restes  ne  pourront  généralement  comprendre  tout 
les  nombres 

1,    a,    3 p  —  t, 

puisqu'ils  ne  peuvent  être  qu'en  nombre  t.  Qu'on  divise  hi 
suite  des  puissances 

3«,    3%    y,    3* 

par  5 ,  on  aura  les  restes 

3  ,    4  ,    a  >     1. 

Ici  t  =  4>P=5,  ensorte  que  f=p— ?  i,  et  lesnombres  i , 
m,  m",  etc.  sont  les  mêmes  que  a  ,  a,  3. .  .p—  i  ;  mais  c'est 
une  circonstance  qu'on  ne  doit  pas  supposer. 

Tous  ces  restes  i ,  m,  m",  etc.  sont  dififérens  entr'eux ;  car 
s'il  en  existait  deux  qui  fussent  les  mêmes ,  pour  deux  termes 
a^,  a%  antérieurs  à  a*,  on  aurait 

a"^  =:Ep  +  m\ 

a»  =rp  +  *', 

IX... 
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donc 

o»  —  a*»  =  o"»  (  a*-«—  i)  =  (E'  — E)fr 

serait  diybible  par  p  ;  ou  bien  encore  ,  comme  a"*  n'est  pal 
divisible  par  p ,  on  aurait 

a"-»'—  1  =  E>,      d'où      a»-"  =  E^p  +  i. 

donc,  dans  rintervalle  de  i  à  a*»  il  y  aurait  le  terme  a**^ 
qui  laisserait  l'unité  pour  reste  ^  ce  qui  est  contre  la  «upposi* 
tion  exprimée  dans  l'énoncé. 

Soit  C  un  des  nombres  de  la  série 

non  compris  dans  la  série 

1  i    •  ,    ** ; 

si  on  multiplie  chaque  terme  de  celle-ci  par  C  ,|  on  formera 

la  série 

C  ,    m'C  ,    m'C  ,    ••€  ,    etc. , 


dont  la  division  ^par  p  conduira  i  une  nouvelle  série  de  restes^ 
que  je  représenterai  par 

S  >    ^ >    ^>    ^ ,    etc., 
1^.  tous  diiférens  entr'eux  y  n"*.  tous  autres  que  les  restes 

«  ,    •  ,    m" ,    etc. 

Pour  démontrer  la  première  proposition ,  multiplions  par  C , 
les  deux  égalités 

a-  =  Ejj  +  •' ,      a"^  =  E>  +  ••, 

correspondantes  à  deux  termes  dé  la  période 

1  ,    oS    a* a'j 

et  nous  aurons 

si  les  nombres  C»',  C»%  divisés  par  p ,  pouvaient  laisser  ub 


ALGÉBRIQUE.  i65 

même  reste  V,  il  viendrait 

6.'  î=s  ^  +  r, 

d'où 

Ca-  =  CEp  +  *p  +  C', 

et  conséqoemment  > 

Q^ar^—a^)  =:pi:C(Er— E)  +  •—  c]. 

Or  C  étant  <  p ,  il  faudrait  que  à^-~^a^  fût  divisible  par  p, 

ce  qui  est  impossible  dans  rinteryaile  de  i  à  a'>  ainsi  qu'on 

Ta  vu  précédemment. 

Passons  à  la  seconde  proposition  ^  et  supposons  que  l'un 

des  restes 

C,     C",     C,     etc., 

soit  le  même  que  l'un  de  ceux-ci 

u  ,    m  y    u" ,    etc.  : 

on  a ,  dans  cette  hypothèse , 

Ca"'  SB  «E>  +  €••  =  (CE'  +  e')  p  +  •'; 

mais  d'ailleurs  il  existe  une  puissance  a"  pour  laquelle  on  a 

c"  =  Ep  +  •'  ; 

retranchant  la  première  formule  delà  seconde,  il  vient 

a"  — Ca-^  =  p  [E  —  CE'  —  è'], 

c'est-à-dirè , 

a-'(a"-^-C)=p  [E-CE'-e'n; 


mais ,  en  supposant  d'abord  wf  <  m.,  le  nombre  a*"""^  est  l'un 
de  ceux  de  la  série  i,  a>  a*. ..  .a'^'sce  nombre  divisé  par  t , 

donne  l'un  des  restes  i ,  «^  «' »  différens  de  C;  ce  reste 

moins  C,  est  un  noxnbre  plus  petit  quep ,  et  conséquemment , 
non  divisible  par  p  :  d'ailleurs  a"*^  est  premier  avec  p  ;  donc 
(!'•  sect. ,  chap.  VllI)  le  premier  membre  ne  peut  être  ni  p^ 
ni  un' multiple  de  p. 
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Si  Ton  avait  m'^m  ,  on  considérerait  alors  le  terme  tt^ 
qui  diyiâé  par  p  ,  donne  le  même  reste  que  a*"^  et  on  aurait 

a»+«  —  Ca*'  =  p  ( E  —  CE'  —  e'), 
d*où 

^•,^(^h4.»— /_C)  =p  (E  — CE'— c'); 

or^  daos  Thjrpothèse  actuelle  > 

^  +  m  —  m'  -<  t , 

donc  encore^  la  différence  entre  le  reste  de  a*'^^'*'^'  divisé 
par  p  et  C^  est  moindre  que  p ,  et  rimpossibilité  est  la  même 
que  dans  le  cas  précédent. 

La  série  C,  C^C... .  n'ayant  aucun  terme  commun  avec 
« ,  m,  «"....,  et  les  termes  de  la  première  série ^  étant  en 
même  nombre  que  ceux  de  la  seconde  ^  nécessairement  ces 
deux  séries  contiendront  ensemble  un  nombre  de  termes 
égaux  à  2t. 

Si  parmi  ces  2t  nombres^  ne  se  rencontrent  pas  tous  ceux  de 

la  séria  1  >  a  ^  3 p  — «  i  ^  on  multipliera  les  termes  de  la 

série  i  ,  m\  u". ....   par  y  qui ,  faisant  partie  des  nombres 

1,3^3...  p— 1 ,  ne  se  trouve  pais  parmi  ceux-ci  t,  m\m' j 

et  on  aura  un  nombre  t  de  résultats 


y  >    «y ,    «y 


qui ,  divisés  par  p  ,  donnent  t  restes , 


t  H 

y  >    y  >    y  • 


1®.  tous  différens  entr*eux  ;  a®,  tous  autres  que 

1  ,     •  ,     «^....; 

3°.  tous  autres  que 

c,  c,  r 

Les  deux  premières  propositions  se  prouvent  comme  précé* 
demment.  Pour  démontrer  la  troisième  ^  nous  partirons  des 
équations  déjà  employées  ci-dessus.  ^  savoir  : 

a"*  =  Ep  +  «', 

a-'zsEp  +  «"; 


\ 
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d*où  Ton  tire , 

nuds  on  a  posé  plus  haut^ 

Cb'  =  ep  "f*  C^y 


et  nous  supposons  ici  que  y*  divisé  par  p,* puisse  donner 
Tun  des  restes  C;  C^  C^  etc.  »  et,  par  exemple  j  le  reste  C^, 
ce  qui  n  altère  pas  la  généralité  de  la  conclusion.  On  aurait 
donc  les  deux  équations 

fa"  =p  (CE  +  e)  4-  C, 
ya»  =  p  (yET  +  c.)  +  C'; 

< 

il  en  résulterait ,  dans  le  cas  de  m' ^  m  , 

Ca-— ya"^=p  [(CE+c)  —  (yE'  +  e,)], 
ou 

a^  [  fa"--'—  y  3  =  p  K  CE  +  c  )  —  (  yE'  +  e.  )]  ; 

par  conséquent >  fa"*"'—-  y  serait  divisible  par  p  >  et  conune 
^m— m^  est  l'un  des  nombres  de  la  série 

1  ,    a  ,    a* a^', 

qui  divisé  par  p ,  donne  Vun  des  restes 

-             /           ir  • 

1    I      •  ,      « > 

f^m-m/  donnera  l'un  des  restes 

c      c     c  ..  .• 

mais  ce  reste  moins  y ,  est  un  nombre  plus  petit  que  p,  et 
qui  y  conséquemment  y  ne  peut  être  divisible  par  p.  Donc,  etc. 
Lorsque  wl  est  ^  m ,  on  considère  le  terme  a**^^  qui  donne 
le  même. reste  que  a",  et  on  a 

a^  (Ca^"-^-y)  =  p  [(CE+  e)  -  (yE  +  e,)]  , 
impossible  par  les  mêmes  raisons. 
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En  joignant  les  t  tenues  compris  dans  la  série 


y  >    y  >    y  •* 


à  ceux  des  séries  précédentes  ,  on  a ,  en  totalité^  5t  nomlim 
distincts ,  entiers ,  tous  moindres  que  p^ 
Si  les  nombres 

ne  sont  pas  tous  compris  dans  ces  3l  termes  ^  en  prenant  nit 
de  ceux  qui  manquent ,  on  formera  une  nouyelle  série  eih* 
tièrement  distincte  des  trois  précédentes  >  contenant  t  termes  ; 
et  en  continuant  comme  on  en  a  la  ftculté^  il  budra  bien 
qu  on  épuise ,  pv  un  multiple  de  ^^  ceux  de  la  série 

1  j    a  >    3 P  ^  i  , 

dont  le  nombre  est  limité.  Donc  t  sera  un  diviseur  de  ^—i^ 

La  quotité   t  étant  un  nomlnre  entier ,  si  on.  élèye  les 

deux  membres  de  l'égalité 

a«  =  Ep  +  1  , 

a  la  puissance  ^--- — ,  on  aura 

a     *      —  aP-»=  (^+  i)  '  ; 

tous  les  termes  de  cette  puissance  étant  multiples  de  p  ,  i 
Texception  du  dernier  qui  est  i ,  seront  divisibles  par  p.  On 
aura  donc 

ar-i  =  E'p  +  1  ,       d'où      aP-'  -r-  i  z=  E>  : 

donc  le  nombre  a^^*—  i  est  divisible  par  p ,  lorsque  a  ne 
test  pas, 

4S'  On  nomme  racines  primitives ,  les  nombres  a  dont  aucnme 
puissance  moindre  que  a*^*,  ne  donne  le  reste  i  par  la  divisioa 
par  p  j  et  ces  racines  jouissent  de  cette  propriété  que  tous  les 
termes  de  la  progression 

a  >    a*>    a^ û'^'. 


■V 
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étant  divisés  par  p^  donnent  des  restes  différensi  et  donnent, 
par  conséquent ,  tous  les  nombres  moindres .  que  p  pour  restes , 
puisque  ces  restes  sont  au  nombre  de  p  —  1  ;  car  si  deux 
puissances  a",  a"^  donnaient  le  même  reste ,  m  et  m'  étant  <p 
et  m'  <  m,  leur  différence 


serait  nécessairement  divisiblepar  p  ;  mab  a  nétant  pas  divi-* 
«ible  ,  et  p  étant  premier  ,  il  faudrait  que  a"""*'  —  1  fût 
divisible  par  p  ;  donc  il  y  aurait  une  puissance  a"*^"^  moindre 
que  o^'  qui ,  divisée  par  p ,  donnerait  l'unité  pour  reste  ;  par 
conséquent,  a  ne  serait  pas  racine  primitive  contre  Thypothèse. 

On  n'a  pas  ,  jusqu'à  présent,  de  méthode  directe  pour 
trouver  les  racines  primitives  pour  chaque  nombre  premier; 
mais  on  peut  toujours  les  trouver  facilement  par  le  tâtonne- 
xuent.  Euler  en  a  donné  dans  les  Commentaires  dePétersbourg, 
tome  XYin,  une  table  pour  tous  les  nombres  premiers  jusqu^à 
37 ,  que  nous  placerons  ici. 


**■ 


3 

5 

7 
II 

i3 

»7 

>9 
a3 

3i 

37 


», 


3,  3, 

3,  5, 

a,  e,     7,     8, 

a>  6,     7.  ". 

3.  5,    6,    7,  n,  la;  i^, 

a,  3,  lo,  i3,  14,  i5, 

5,  7,  10,  11,  i3,  14,  i5,  17,  ao,  ai, 

3,  3,     8,  10,  11,  14,  i5,  18,  19,  ai,  a6,  37» 

3,  11,  la,  i3,   17,  ai,  aa,  a4, 

a,  5,  i3,  i5,  17,  18,  19,  ao,  aa,  a4,  3a,  35, 


QÙ  Von  remarque  que  U  nombre  de  œs  racines  primitives  , 
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pour  un  nombre  premier  p  donné ,  ait  toujours  égal  à  celui 
des  nombres  moindres  que  p ,  et  premiers  i  p  —  i  •  On  peut 
voir,  sur  ce  sujets  la  section  troisième  des  Disquisiiùmu 
ArUhmeticœ  de  M.  Gauss ,  ouvrage  excellent  publié  en  1801 , 
et  qui  a  été  traduit  e9  français  par  M.  PouletrDelisle ,  sous  h 
titre  de  Recherches  ariAmétiques. 

Ainsi  pour  p  ==  ig  ,  nombre  pour  lequel  la  plus  petits 
racine  primitive  est  d ,  on  a  ces  puissances  de  a  ^  et  cet  resta 
de  la  division  par  ig , 


restes  18 ,  17  ,  i5  ,  11  ,  3^     6^       tAj     5,      lo. 

On  trouve  «  en  effet ,  parmi  les  restes  ,  la  suite  des  nombres 
naturels  ,  depuis  1  jusqu'à  18  =p  —  1  >  sans  rencontrer  le 
reste  1 ,  si  ce  n'est  pour  a^.  ;  le  premier  reste  1  est  donné 
par  la  division  de  a*^  par  ig. 

Au  reste  ^  il  nous  suiEra  de  connaître  une  seule  des  radiies 
primitives  pour  un  nombre  premier  donné,  et  il  sera  tonjonn 
plus  avantageux  j^  pour  le  calcul ,  d'en  connaître  la  plus  pedtOi 
comme  on  le  verra  dans  le  treizième  chapitre. 


puissances 

a%     a«,     a\     a',     a*,     a»,     a»,     »%    a». 

restes 

1,    fl,    4,    8,    16,     i3,    7,     14,    9, 

t 

puissances 

at,  a'*»,  a",  a",  a«»  ,  a»4  ,  a**,  a««  ;  a". 
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>    i 


CHAPITRE  X. 


Résolution  générale  des  équations^ 

5o .  XJE  but  de  la  résolution  générale  des  équations  >  est  de 
trouver  pour  toutes  les  équations  d'un  même  degré ,  les  fonc^ 
tions  des  coefiiciens  de  ces  équations ,  propres  à  en  représenter 
toutes  les  racines  :  ce  problème  a  été  résolu  par  les  premiers 
algébristes  sur  les  équations  des  second ,  troisième  et  quatrième 
degrés  ;  ils  parvinrent  à  transformer  l'équation  à  résoudre  en 
une  autre  susceptible  d'être  résolue  à  la  manière  d'une  équa- 
tion d'un  degré  moindre  >  et  à  déterminer  ^  au  moyen  des  racines 
de  cette  nouvelle  équation  qu'on  a  nommée  réduite ,  toutes 
celles  de  la  proposée.  Mais,  dès  le  troisième  degré,  ces  foi^ctien^ 
racines  se  présentent  sous  une  forme  telle ,  qu'il  est  impossible 
d'en  tirer  les  valeurs  numériques  des  racines  par  la  simple 
substitution  de  celle  des  coefiiciens  .  dans  le  cas  même  où  toutes 
les  racines  sont  essentiellement  réelles  :  c'est  cette  difficulté  que 
les  analystes  désignent  par  le  nom  de  cas  irréductible;  elle  aurait 
lieu ,  à  plus  forte  raison ,  dans  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs ,  s'il  était  possible  de  les  résoudre  par  des  formules 
générales.  Heureusement ,  ajoute  M.  Lagrange ,  on  a  trouvé 
moyen  de  la  vaincre  dans  les  troisième  et  quatrième  degrés , 
par  la  considération  de  la  trisection  des  angles  et  par  le  secours 
des  tables  trigonométriques .,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  l'un  dçs 
chapitres  suivans;  mais  ce  moyen  qui  dépend  de  la  division 
des  angles  ,  n'est  applicable ,  dans  les  degrés  plus  élevés ,  qu'à 
une  classe  très-limitée  d'équations  ;  et  on  peut  assurer  d'avance, 
que  quand  même  on  parviendrait  à  résoudre  généralement  la 


I 


i7â  ANALYSE 

cinquième  degré  et  les  soivaiu ,  on  n*aimit  par  là  qne  des 
formules  algébriques  ,  précieuses  en  elles-mêmes ,  mais  très- 
peu  utiles  pour  la  résolution  effectiye  et  numérique  des  équa- 
tions des  mêmes  degrés  >  et  qui ,  par  conséquent  j  ne  dispense- 
raient pas  d*ayoir  recours  aux  méthodes  aridimétiqnes  exposéa 
dans  la  première, section.  Ia  résolution  générale  se  réduit  donc 
à  la  recherche  d'une  fonction  des  racines  j  qui  dépende  d'une 
équation  d*un  degré  moindre,  et  dont  les  racines  donnent 
facilement  celles  de  la  proposée. 

5i.  Soit  d*abord  Téquation  du  second  degré 

x*  +  PJP  +  9  =  o  > 
^t  nommons  a/  et  x"  ses  deux  racines  ;  on  a  d*abord 

a/  -J-  o:^  =  —  ;i (l)  : 

îl  ne  s'agit  donc  plus  que  d'avoir  la  valeur  d'une  autre  fimctkm 
des  racines ,  qui ,  combinée  avec  la  précédente ,  détermine  dia- 
cune  d'elles  au  moyen  d'équations  du  premier  degré  aenlemoit: 
cette  fonction  sera  donc  de  la  forme 

Ax^  +  Bjf, 

A  et  B  étant  des  coefficiens  indépendans  des  racines  ^  et  x^.  La 
fonction  Ax^^-  Bx^  est  susceptible  de  deux  combinaisons  d<mt 
la  seconde  s'obtient  en  changeant  dans  la  première  j/  en  j/, 
et  réciproquement  ;  elle  dépend  donc  d'une  équation  du  second 
degré  ,  excepté  le  cas  où 

A  =  B  ; 

mais  alors  on  retombe  sur  la  somme  des  racines ,  qui  est  àé)k 
connue.  Pubqu'on  est  conduit  pour  la  détermination  de  la  fonc- 
tion Ax^+Bx"  à  une  équation  du  second  degré,  il  faut  qne 
cette  équation  puisse  se  résoudre  par  une  simple  extraction  de 
la  racine  carrée  ;  mais  alors  les  deux  racines  deviennent  égalsf 
et  de  signes  conti  aires  :  il  faut  donc  déterminer  les  coeilicieos 
^  et  B  de  manière  que  la  fonction  Ax'  4-  Bx'^  reste  la  même, 
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au  signe  près  ,  en  y  changeant  j/  en  x",  et  réciproquement^    . 
condition  qui  donne 

Ax'  +.  Bx^  =  —  (  Ax*  +  Bx')  :     . 

cette  équation  devant  avoir  lien  >  quels  que-  soient  les  nombres  x^ 
et  x" ,  donne,  en  égalant  les  coefficiens  de  x^j 

A  =  — B; 

Comparant  ensuite  ceux  de  x^,  on  retrouve  la  même  relation  ; 
ensorte  que  la  condition  A  =  -^  B  étant  la  seule  à  laquelle  il 
faille  satisfaire,  on  pourra  prendre 

A  =  i ,        d*où        B  =  ~  1. 

La  fonction  cherchée  sera  donc  a/  —  x",   et  la  désignant 
par  z ,  sa  valeur  dépendra  de  l'équation 

C*-(a:'-x')]C(z-(x'-.x^)]  =  o, 

dont  les  coefficiens  pourront  être  exprimés  d*une  manière  ra-^ 
tionnelle,  au  moyen  de  ceux  de  la  proposée,  puisque  les  racines 
af  tt  x"  j  entrent  de  la  même  manière.  En  effectuant  les  mul- 
tiplications ,  on  trouve 

*•  =  x'»  +  x'*  —  flj/x'. 
Or  des  deux  équations 

àt/*  +  px^  ^  q  :=:  o  , 

x"*  -f.  px"  -J-  ç  =s  o , 
on  déduit 

x^*  +  x'*  =  p* —  aq, 

en  observant  que  x^  4"  x^=— p;  on  a  d'ailleun 

x^x*  =  q  ; 
donc 

z*  =  p*  —  4<]f; 
d'où  ^ 

,  »  c=  VV  ^4?  =  a/  —  «* W* 


174  ANALYSE 

Combinant  les  égalités  (  i  )  et  (  a)  par  Toie  ^aàditàaa  «t  i» 

aotistiaction ,  on  obtient  •  / 

-^  — — P+  \^I^  —  4^ 
3f _ , 


5a.  Nous  passerons  à  Téquatioii  da  troisième  degrés  que; 
pour  plus  de  simplicité  ^  nous  supposerons  délivrée  de  son  second 
terme  ^  on  ramenée  i  la  forme 

ar'  +  px  +  ç  =  G. 

Soient  af,  x"  et  x*  ses  trois  racines  ;  on  aura  d'abord 

x'  +  x'  + jc^so (i); 

et  il  s*agit  de  déterminer  une  autre  fonction  des  radnesj  qui  ne  dé- 
pende que  d*une  équation  du  second  degré^  et  qui^  combinée  avec 
l'égalité  (3) ,  donne  facilement  les  expressions  des  radnes  de  U 
proposée.  La  forme  la  plus  simple  que  Ton  puisse  supposer  i 
cette  fonction  «  est  celle-ci  ^ 

A ,  B ,  C  étant  des  coefficiens  indépendans  de  af,  x^,  af  :  si 
on  y  fait  tous  les  échanges  possibles  des  racines  af,  x',  x% 
on  aura  ces  six  combinaisons  différentes 

Ax'+.Bx''+  Caf 
Aaf  +  Bx'+  Cx* 
Ax*+  Bx'  +  Cx^ 
Ax'+  Bx^+  Caf 
Ax*+  Bx'+  Cx^ 
Ax•+Bx'+Cx^ 


(M). 


Ainsi  réquation  d*où  dépendra  cette  fonction ,  sera  du  sixièlDi 
degré  \  il  faudra  donc ,  pour  qu'on  ait  ramené  la  question  i 


ALGÉBRIQUE.  176 

des  tennes  pins  simples  >  que  cçtte  équation  soit  résoluble  à  la 
manière  de  celles  du  setond  degré  ;  ensorte  que  les  quantités 
A ,  B  ^  C  devront  être  déterminées  par  la  condition  qu*il 
existe  entre  les  fonctions  (M  )>  la  même  relation  qu'entre  les 
racines  de  Téqnation 

y  +  ^y  +  n  =  o. 

Pour  résoudre  celle-ci  ^  on  fera 

y  =  i\ 

ce  qui  la  transforme  dans  la  suivante; 

<•  +  m<  +  **  =  ®  > 
dont  les  racines  sont 


.  m    ,    .  /n? 

f  =  -  -  +  V T-»' 

et  on  obtiendra  les  six  valeurs  de  y  par  la  résolution  des 
équations  ' 

qui ,  sous  les  hypothèses 

•  —  s_ 

deviennent ,  après  avoir  divisé  la  première  par  t^^  et  la  seconde 
par  t", 

n?  —  1  s=:  o, 
dont  les  racines  sont 

«=i,  «= j =«,  «= j:^ — s=,'j 

cntortc qa«  le*  six yaleun  dey,  leroat 
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^  =  V'^,    y -*  V'^,    y-»' V^» 

on  ,  parce  que  •'=  •*, 

y=VT,      y  =  fty/7,       yi=:u*  }/T , 
y=V^7,      y  =  »   inr,       y  =  m*V^, 

Telles  sont  donc  les  dix  racines  d'une  équation  du  sixième 
degré ,  résoluble  à  la  manière  d'une  équation  du  second.  Il 
taut  donc  que  deux  des  combioaisons  (M),  étant  prises  pour 

^tf  et  kT,  deux  des  autres  soient  m  ^t'  et  1^  |/l',  et 
que  les  deux  qui  restent  ^  soient  m  ^Y  et  «*  V^F.  Soit 

Aa/  +  Bx^  +  Cx*  =  )/< (a), 

s 
la  combinaison  kx'  4-  B^*  +  ^'  ^^  P^nt  deyenir  •  |/?j 

s 

ou  «*  V^  r^  >  parce  qu'en  comparant  les  coefflciens  des  mtmet 
racines  dans  les  égalités 

Ax'  +  Bx*  +  Cx"  =  .Ax'  +  -Bx"  +  «Ci:*, 
Ax'  +  Bx^  +  Cx^  =«*Ax'  +  ••Bx^  +  ••Cx^ 

on  aurait 

A  =  «A  ^      d'où      «  :=  1 , 

A  =  «•A,      d'où      •■=  1  , 

résultats  qui  ne  peuvent  ayoir  lieu.  La  combinaison  Ax'-(->lB:^ 

j 3 

-)-  Cx^  ne  peut  deyenir  «  \^i!  ou  «■  ^T^  parce  que ,  dans  le 

premier  cas,  on  aurait  «  =  1 ,  et,  dans  le  second,  «*=  i.  On 

ne  peut  donc  faire  que  les  deux  h}^otbèses  suivantes  ^ 
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Ax"  +  Bx'"+  Caf  =  -Ax'  +  -Bx"+  *Cx"'  =  •  l/FI .  .(3) , 

Ax"'+  Ba/  +Ca:'=é'Ax'+«'Bx''4— *C^"=  •*  |/?",  •  .(4)  ; 
puis  écrivant  v 

Ax'  ^  Bx"»  +  Cx"  =  V/?' (5), 

on  supposera 

Ax'"+Bx''+Cx'  =  iiAi/  +  iiBa/*'+  ii(;i/'  =  u  \/T\  .  .(S), 

Aa:^  -f  Bx'  +Cj/''=:  «*Ar'+«*Br'"+  «»Cx''  =  ii»  kT' . . .  (7). 

Comparant  les  coeificiens  des  mêmes  lettres  dans  les  équations 
(3)  >  (4)  >  (6)  et  (7) ,  on  déduira 

de  (5) ....    «A  =  C  ^  «B  =  A^  «C  =  B  ^ 

de  (4) «*A  =  B,  *^B  =  C  ,  ««C  =  A , 

de  (6) ....    «A  =  G  y  «B  =  A  ^  «C  =  B  ^ 

de  (7). . . .  «'^A  =  B  ,  «'B  =  C  ,  «*C  =  A. 

Les  équations  des  deux  dernières  lignes  étant  identiquement 
les  mêmes  que  celles  des  deux  premières  ^  il  sufTira  d'em- 
ployer celles-ci  :  or  des  six  premières  équations  >  les  trois  sui« 
vantes 

C  ^  «A  ,     B  =  ««A  ,      A  ::î=:  «B        OU       A  =  K^A, 

rendent  les  trois  autres  identiques  ^  sans  cependant  déterminer 

le  coeflicient  A >  on  pourra  donc  ,  pour  simplifier^  faire  A  =  1  , 

en^ortc  que 

A  =  1 ,      B  =  «%      C  =  «. 

Faisant ,  pour  abréger , 

V'i      ou      r  =  x'  +  ii^x*'  +  âa:'''....(8), 

V{?      ou      *  =  a:' +  «W+ •a/'....(9), 

19 
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on  aura  r,  mr,  m^;  s,  us  y  «V  pour  les  six  racines  de  la  trans* 
formée  résoluble  à  la  manière  d*une  équation  du  second  de^ 
gré  ;  nommant  y  Tinconnue  »  on  trouvera  ,  en  observant  que 
1  -{-«+«*=o,  et  que  «'=i , 

Cy— 0  Cy— «0  (y— iiv)  r=  y  —  r», 

(^_j)(jr  — iu)(y— «V)  =  y  —  j», 

et  conséquemment  ^ 

y_(^^r3)y-f  r3x5==o (N), 

équation  qui  satisfait  à  la  condition  énoncée.  Il  ne  s*agît  plus 
que  de  trouver ,  en  coefficiens  de  la  proposée  ,  les  valeurs  de 
r^  -)-5^  et  de  rV,  ce  qui  est  possible  >  parce  que  ces  ^aMvtàXi$ 
sont ,  comme  on  va  le  voir  ^  des  fonctions  invariables  des 
racines  af  ^  x"  et  a/". 

Si  on  élève  au  cube  la  fonction  r  >  on  aura ,  en  observant 
que  «'  =  1  , 

changeant  a?'"  en  x",  et  réciproquement,  r  devient  * ,  d*après 
(8)  et  (9)  :  on  aura  donc  ^  sans  refaire  le  calcul  ^ 

+3ii*(x' V+x^  V+a/"*a/') . 
Posons  ,  pour  abréger , 

o;^  4.  0^3  +  ^'^  ^  GxVx^  =3  L, 

x'V+x"V+    a/"V    =M, 

on  aura 

r^  =  L  +  &N  +  3«^ , 

^  =  L  +  3«M  +  3«*N , 
donc  la  fonction  ' 
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tnaii  >  comme  nous  ravona  déjà  observé  > 

1  4-  ce  *f-  «*  =  ^  >       donc      i»  -J-  «•  =s  — i  1 , 

et  conséquemment 

H  +  j3  —  aL  —  3(M  +  N).....(P). 

Faisant  ensuite  le  produit  de  r^  par  ^>  il  viendra  j^  toutes  ré«* 
ductions  faites  > 

r^s^  =  L«  — 3L  (M  +  N)4.9  (M+  N)*-.fi7MN (Q). 

Pour  évaluer  commodément  la  fonction  sjrmétrique  des  racines  « 
représentée  par  L»  on  partira  des  trois  équations , 

d/^  +  P^  +9  =  0, 
x"^  +  pxf'  4*  </  =  o  j 

desquelles  on  déduit 

af^  +  X"^  +  sT'^  =s  —  Sç , 

à  cause  de  x'  -)"  ^'^  +  ^^  =  o  ^  et  on  a  d'ailleurs  > 

donc 

L  =  —  97. 

Il  reste  à  calculer  M  +  N  et  MN  :  à  cet  effet  >  en  partant 
de  la  première  des  formules  (38)  qui  donne 

Ta"«.i»  =  Sa"».  Si»—  Sa"»+"; 

et  faisant  7»=  a,  71  =  1 ,  puis  a-=zaf^  J  ==: a:",  on  tfouye 

=  Tx^-x' =Sx'«Sx^— St'^^rSç, 
parce  que  Sx'  =;  o  :  ebstdte  ^ 
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MN  =  (a!"x':fx'V"+x"'»x')  (x'»a/"+x'V+a<"»x*) 

=      x'<x'x'+x"x"»x'»4-x''x^ 

+  x'^x'+x'^x^'x-'+x' V» 

+  a^Vx'+a/»x'"x^»+x"-'x'»;  ' 

or, 

x'<xV"4<c'4xV"+x"MxV'=xVx'"(x'*+x"»+x'^=^«, 
x'^x'^'^+x^'x"  V"»+x'*x"x"'=^  3(x'x' V")'=  39» 

jj'SjpWJ  I  ^J^"3_l.-p"3j/"3  --  (J?    4-X     +X*^*— (x  -f-X    +X^ 

en  observant  «  par  rapport  à  cette  dernière  évaluation ,  que  » 
dans  le  cas  de  71 =m^  le  deuxième  membre  de  la  formule  qui 
exprime  Ta^'i"  (38) ,  doit  être  divisé  par  a ,  pour  n'exprimer 
que  la  collection  des  termes  dissemblables  de  la  forme  «"•'  : 
c'est  d'ailleurs  ce  dont  on  peut  s'assurer  en  eifectuant  le 
produit  ^ 

(a:'3+  j/'^+x'''^)  (x'3  +  af^  +  x'''^) 

donc 

MN  =  p3  +  Qq\ 

Faisant  ces  substitutions  dans  (P)  et  (Q) ,  on  trouvera 

de  sorte  que  la  réduite  (N)  deviendra 

laquelle  ,  par  l'hypotbèse , 

•e  change  dans  la  suivante  , 

^  +  ajqt  —  SLjp^  =  o  , 
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équation  qui  donne  pour  t  les  deux  valeurs 

on  aura  donc 

r  =  a/  +  ««x"  +  *x'''  =  V^F, 

3 

J  =  X'    +   IU7"   +il*x'"=    V/F. 
î   3 

Or  les  radicaux  V^t' ,   V^P  sont  susceptibles  chacun  de  trois 
valeurs ,  savoir  : 

V^T,   «t/F,   «Vr-,    i/F,   u)/F,   -VF; 

mais  on  observera  que  les  racines  de  la  proposée ,  doivent 
satisfaire  à  la  condition 

x'x"+  x'x'"  +  x"x"'  =  *+  p  =  —  J  VT  X   V'F, 

a 

d*après  les  valeurs  précédenunent  trouvées  pour   t'  et   t'  : 

3  _^        5  

on  pourra   donc  prendre   pour   r   et  5  ,    y^t'  et  \^t^\  on 

3  3   3 3    

«  k^  et  «*  V/t";  ou  bien  «*  )/if  et  «  V^t'' ,  parce  qu'on  a 
aussi 

_3p  =ii  V^Fx  -VF, 

—  3p  =  «*kTx  -  /F: 

cn?orte  que ,  pour  évaluer  les  racines  x',  x",  x'",  on  pourra 
employer  indifféremment  Tun  ou  l'autre  de  ces  trois  systèmei 
d'équation  : 


>  • 
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ti».)....  af  +  xT  +    a/"  =  o 

5  

(a«.)....  x'  +*'x'+  ««:•  =:  V/t',^- .«-Oo); 

3  ^ 
3 

lo?' +   x'  +«*a:^=«  V/r>.,..(ii), 
•V  +  x' .  +  *r"  =  «V*^' 

x'  +  x"  +  X*  =  o 

J 

«V  +  -o/'  +  X*    ^zr^V^'X-'-Oa), 

s ^! 

•1^  +  ««x"  +  x*?  =  •  V'r. 

la  première  équation  de  chaque  système  repétant  (  i  ).  Cette 
multiplicité  de  valeurs  des  racines  a/ ,  x'  et  j/",  tient  à  ce  que 

\/tf  et  \/tf'  ne  contiennent  que  le  cube  de  p,  ensorte  que 
lei  racines  x',  x"  et  x"'  qu*on  vient  de  trouver ,  résolvent , 
outre  la  proposée  >  les  deux  autres  équations 

x^  +  Mpx  +  ^  =  o , 

X^  +  ât^X  +  g  =  o. 

Employant  le  premier  des  trois  systèmes  ,  ajoutant  les  trois 
équations    qu'il   contient ,    et    faisant  toujours  attention  que 

1  -f-flf-|-**  =  Oi  il  viendra 

X    ^^  I    ^ 

3 

multipliant  (a°,  )  par  «,  et  (3°.)  par  «%  puis  ajoutant,  oh 
aura 
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multipliant  (s^  )  ptr  «*^  et  (  3"*. )  par  »,  puis  ajoutant,  on 
trouyera 

* 3 • 

Ecrivant  dana  x',  ad'  et  al"  pour  i  et  i'  les  yaleurs  obtenues 
précédemment  \  et  pour  «  ^  «*  leurs  valeurs  i  on  aura  en£n  ^ 


j  


/- 


s?  — 


_— 1+ 


s^v/-5+/Ç+$ 


3 


^  a  V       i      V  4^37 

53.   Soit  enfin  l'équation  générale  du  quatrième  degré  ; 
délivrée  de  son  second  terme ,  c*est-ârdire , 

a:*  +  "pa:^  +  (^o:  +  y*  =  o  > 

dont  j/,  a:",  x'"  et  x*^  soient  les  racines.  Nous  chercherons , 
comme  nous  Tavons  fait  à  Tégard  des  équations  des  se^ 
cond  et  troisième  degrés  ,  une  fonction  de  ces  racines  ^  qui 
ne  dépende  que  d'une  équation  d'un  degré  inférieur  au  qua^ 
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trième ,  et  dont  les  valeurs  combinées  avec  Téqualion 

jf  +  a/'  +  j/"  +  x'"  =  o (i)  , 

donnent  facilenient  les  quatre  racines.  Nous  ferons  encore  rh]r<« 
pothèse  qui  a  réussi  jusqu*ici  y  savoir  j  que  cette  fonction  ren- 
ferme les  racines  sous  une  forme  linéaire  ,  ou  qu'elle  soit 

A ,  B  ,  C  et  D  étant  des  coeiTioîens  indépendans  de  a^y  af\ 
x"^  et  x*^.  Cette  fonction  est  susceptible  de  vingt-quatre  com- 
binaisons différentes  \  elle  dépendra  donc  d'une  équation  du 
vingt-quatrième  degré  :  mais  ai  on  suppose 

A=xB, 

ces  vingt-quatre  combinaisoiis  se  réduiront  à  douze  ;   et  si , 

de  plus,  on  fait 

C  =  D, 

les  douze  se  réduiront  à  six  ;  ensorte  que  la  fonction 

A  (a/+x")  +  C  (x'"  +  x") 

ne  dépendra  que  d'une  équation  du  sixième  degré  dont  les 
six  racines  sont  ^ 

A  (x'+^")  +  C  (x^  +  x>0, 
A  (x'*+^*0  +  C  (x'  -t-x"), 
A  (x'  +x'')  +  C  (x"  +x'')  , 

A  (x'+JP*')  +  C  (x'+x»0, 
A  (x'  -^x')  +  C  (x''  +^*0  > 
A  (x"+x«0  +  C  (x'.  +  x*). 

Ces  fonctions  ,  en  y  faisant  encore 

A  =  —  C , 

deviendront  égales  deux  à  deux  ,  et  de  signes  contraires  ; 
Véquation  dont  elles  seront  les  racines,  ne  renfermera  donc 
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^  4ine  les  pniaMiices  paires  de  rinconnue  ;  conséqiteininent  elle 
pourra  se  résoudre  à  la  manière  des  équations  vdu  troisième 
degré.  Ces  combinaisons  seront 

Aipff+pc"  —  x'—  x'O  , 
A  (x^+  o?'^—  af—x"), 
A  (0/+  x"^—  x"—  x"), 
A  (x''+  x"—  af—  x'O  > 
A  (j/-J-x*  — x"—  ar'O, 
A  (x"  +  a:»'—  af—x"). 

SnpposonSi  pour  plus  de  simplicité  ^  A  =  1  j  Téquation  cher* 
ckée  sera  donc 

[z»— (x'+x"— 0^''— x'O']  [»•— (a^+x"'— x"— x'OT 

et  faisant  z*  =  t  ^ 

[i  -^  (x'+x"— x^''— x'O']  D—  (:c'+x'''— x^'— x'^)*] 

Il  s*agit  maintenant  d'exprimer  les  coefiiciens  de  cette  réduite 
au  moyen  de  ceux  de  la  proposée.  Or  on  a 

—  a  (x'a:"+a:'x"'+x'x"'+a/V"+x"x"'+a/"x>0 

^T"  A-*-  X       ^T"  AX     X      • 

et  si  Ton  obserye  que  de 

(x'+x^+x^'+x'^  (x'+a/'+x'''+x'0  =  0 , 
résulte  1 

—  a  (x'x''+x'x'"+x'x>^4-a/V"+x"x'^+x'"x«0 

=  x'»+  x"*+a/"*+  x»^S 

•n  conclut  (chap.  Y) 

(x'+x^'— x'''— x'0*=^— 4P  +4(^'^+'^'"^'^)- 
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Changeant  dans  la  relation  précédente ,  a/'  en  a/'\  et  réet 
proquement ,  on  aura 

changeant  dans  cell»-ci  x"^  en  x*^  ^   et  réciproquement  j  il 

viendra 

(0^4. x'^— x^'— x^'')"  =  —  4P+  4 (^V^+  x' V)  : 
réquation  en  t  est  donc 

D+4P—4  (a:'x»^-Hc"x^')] = o  ; 
et  supposant 

t  =  4u,      u  +  p  =  y , 
puis  divisant  par  4  >  ^11^  ^^  change  dans  la  suivante  , 

\y  —  (xV'+  x'V'OJ  —  o  ; 

et  faisant  les  multiplications  indiquées',     . 


(+  (x'x"'+x"  x")  (x'x"+x"x"')3 
—  (x'x"+x"'x'0  (a:'x"'+x"x"')  (x'x"-f  x'V")  =  o. 
Or, 

x'x"+x'x"'+x'x"+  x''x"'+x''x"+x"'x"  =p (a)  , 

(x'x"  +  x"x"')  (x'x"'+  x"x'0 
=  a/*x"x"'+  3/"j/x"+x"''x'x"+  x"»x'V", 

(x'x"4-x'V")  (x'x"4-x"x"') 
=  x'»x''x"+  x"'xV"4-x"' Vx"4-x>"x'x"', 

(x'x"'+x"x")  (x'x"+x"x"') 

•^  X    X    X    ^^  X     X     X    ^1    X      X  X  ^1*  X      mCt  <x   • 
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AjoDtant  ces  trois  résultats  ,  00  trouye ,  en  désigiMnt  la  somnte 
des  trois  premiers  membres  par  S  , 

a:'(a/a?"x"'+x'4/V»+x'x"'x"+i'V"*'>-xW"x" 
_  \-^x"  (xfx'a/"-{-3fx"x"^x'x"'x"'+x^'x"'x'^)—x'a/'a/"x" 

+x"(xVx'+x'x'x''+x'x"'x"'+x"x"'x")— x'x"x"'x" 
=  —V  (x'-hc"+x"'+x")— 4r=— 4r (3), 

â  cause  de  x'+  x'+  x'^'-^  x"=  o.    Passant  au  dernier 
terme ,  on  a  >     . 

(xV-f<c"'x'0  (xV"4-x"x")  (x'x'^+x'V") 

=      x'Vx"'x"'+x"x"»x"'» 

+  x"  Vx"'x"'4-x'*x"*x"« 

+  x"'Vx"x"+x'»jC"»x"* 

+  x"3xW"4-x"V"x'". 
Or 

x'Vx"'x"+x"Vx"'x'»+x"'3xVx"'+x"Vx"x"' 

—  (x'»4-x"*+x"'»+x'")^Jc''^"x'»  =  —  flpr (4). 

Pour  évaluer  la  fonction 

_'»T'"»T'"'»_l.T>'»-rl"»T>«»»_L    T-'»T-'"»T-"»_L    ^"*^"t~,\n 

**»      «4>        «A»  ^X^wl»      *A*        dv         ^1^  «A»      w^  «A»  ^^^  wl»        «A>  »4i»  j 

#D  développera  v 

+  a  (  a/W"x'^4-a:'V' W^+a:^*x»^*a^V"  ) 
+  a  (x'' V»j/x«^  +  x'^'x'^Vx^''  +  x^''\p»»Vx"  ) , 

d'où  Ton  tire 

x'W"*4.x'V»x^^*4-x'*x'"*x'^*+x"V*x'^» 
=  (x'x' V+xV.V^+xV'x'^+x'WO' 

—  2x'x' Vx»^(xV+xV'+x'x»^+x^V4.x"x''+x^^'x'0 

—  q'^-f^r (5). 


\ 
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Substituant  ces  valeurs  (o) ,  (3)  ^  (4)  et  (5)  dans  Véquadi 
en  y ,  elle  deviendra 

y^  —  Py  —  4ry  +  4pr  --  q*  —  o; 

mettant  pour  y  sa  valeur  u-f~p  ^  on  aura  pour  résultat 

u'4"  iipu*  •+-  (p*  —  4'")  ^  —  (/•  =  o. 

Soient  u\  u",  li"  les  trois  racines  de  cette  équation  :  on  troi 
vera^  en  observant  que  t-=ifyi  ^ 

(x'  +  x"  —  a!"—  x^y  —  4u', 
(x^  +  x'"—  x"  —  x»0'  =  4w^ 

(x^  +  x^^—  x''  —  x"y  =  4tt% 
d'où 

X    +  x''  —  x'"  —  x'^  =  =fc  fl   V^iT". . .  ..(19)  , 
x'  +  x'"  —  x"  —  x»^  =  ifc  a  /i? (20)  , 

x'  +  x^^—  x"   —  x'"  =  ±  a  V^iTT  . .  .(21)  , 
ces  équations  combinées  avec  la  condition  (1)  ^  savoir  : 

x'  +  x"  +  x^"  +  X»'  =  o 
donnent  ^  en  prenant  les  radicaux  avec  le  signe  -f-  ^ 

a/'  =  i  [+  v/i?"  —    \^'  —  y  2^]  , 
a:"'  =  i  [_  1/7  +  V/7'  -  y  1?^]  , 

Chacua  des  radicaux  pouvant  être  pris  avec  le  signe  —,  il 
résulte  pour  x\  x'\  x'"  et  x*',  ces  quatre  valeurs  : 

x"  =  i  [-    |/?  +   \/û"  +   V'^"^  . 
x'"  =  i  [+  V/i7  -  v/ïl"  +  \^^1  , 
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ilbàs  on  a  (chap.  Y) 

(x'+j/^— j"'— x'O  (x'+x'"— x"— x")  (x'+x"— x"— x'") 
s=,a(a/^+x"^+x"'3+x"3) 
H-  a(xVx"'+x'x"x"'+x'x"'x"+x"x"'x")=  —  89 , 

• 

cnsorte  que  le  coefficient  </  étant  positif  dans  la  proposée  ,  il 
faudra  prendre  un  ou  trois  radicaux  négativement  :  s'il  est 
négatif,  on  pourra  prendre  les  trois  radicaux  en  plus ,  ou  deux 
«n  moins  et  un  en  plus.  Cette  considération  réduit  donc  les  huit 
racines  à  quatre. 

54*  M.  Lagrange ,  après  avoir  examiné  et  comparé  les  dilFc'* 
rentes  méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations  ,  a 
trouvé  que  ces  méthodes  se  réduisent  toutes^  en  dernière  ana- 
lyse ,  à  employer  une  équation  secondaire  qu'on  appelle  résolu 
^ante ,  dont  la  racine  est  de  la  forme 


x'  +  MX"  +  «V  +  «'0:»^+. 


désignant  par  x\  x",  x'*\  etc.  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée ,  et  par  «  une  des  racines  de  l'unité  ^  de  même  degré 
^e  l'équation  ,  cette  racine  «  étant  autre  que  l'unité.  En  par* 
^ant  de  cette  forme  générale  des  racines  y  cet  illustre  géomètre 
^  cherché ,  à  priori  ,  le  degré  de  l'équation  résolvante  ,  et  les 
âiviseurs  qu'elle  peut  avoir,  et  il  a  fait  voir,  pourquoi  cette 
^&]uation  qui  est  toujours  d'un  degré  plus  élevé  qu^  la  propo- 
sée ,  est  susceptible  d'abaissement  pour  les  équations  des  troi- 
sième et  quatrième  degrés ,  et  peut  servir  à  les  résoudre. 

L'équation  proposée  étant 

x^  —  Ax"-*  +.  Bx^-*  — —  Ta:  +  V  =  o , 

on  sait  (  P*  sect.  )  ,  qu'on  a 

A  =  x'xV  +  etc. , 

B  =  X  x"  +  xV  +  etc.  +  x^x'''  +  etc. , 

C  =  x'xV"  +  etc. 
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Soit  t  rinconnue  de  1* équation  résolvante:  on  âUra 

îl  est  d*abord  clair  que ,  dans  Téquation  résolvante  ,  on  peut 
échanger  cntr*elles  ,  à  volonté ,  les  racines  x',  x",  j/",  etc.  i 
puisque  >  jusqu*ici^  rien  ne  les  distingue  Tune  de  Tautre  ;  d*oà 
il  suit  qu'on  aura  toutes  les  différentes  valeurs  de  t,  en  faisant 
toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines  af,  x', 
a^^\  etc. ,  et  ces  valeurs  seront  nécessairement  toutes  les  racines 
de  la  réduite  en  i ,  qu'il  s'agit  de  former.  i 

Or  on  sait  par  la  théorie  des  combinaisons ,  que  le  nombre  ' 
des  permutations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  m  choses ,  est 

exprimé  par  i  .2.3 m  ;  donc  Téquation  en  t  sera  du  degré, 

2 .  22.3 m  ;  mais  on  va  reconnaître  que  cette  équation  est 

susceptible  d'abfdssement  par  la  forme  même  de  ces  radnes. 

Le  résultat  des  permutations  des  racines  xf,  x^,  oT',  ele. 
entr'elles ,  sera  le  même  que  celui  des  ppissances  de  m  entre 
elles  ,  et  la  fonction  t  ne  pourra  recevoir  de  vàlems  diffé- 
rentes que  par  ces  permutations  de  x',  x'>  dt^\  etc. 

Pour  faire  mieux  entendre  la  chose ,  supposons  qu'il  s*agisss 
d'une  équation  du  troisième  degré,  pour  laquelle  la  résol- 
tante  sera 

t  =  X^  +  MX"+   «V, 

«*=  I  ^  m^,  m^  étant  les  trois  racines  cubiques  de  Tunité,  ou  \ti 
puissances  successives  de  l'une  de  ces  racines ,  autre  que  l'unité 
(chap.  IX).  Si  l'on  fait  tous  les  arrangemens  possibles  de^ 
trois  lettres  x\  x",  x'",  et  qu'on  multiplie  toujours  la  première 
lettre  à  gauche  par  «%  la  seconde  par«,  et  la  troisième  par  «*, 
on  aura  ces  six  racines  de  l'équation  résolvante  ^ 

X    +  mx"  +  «V", 
x"  +  -x'  +  u^x", 
x'   +  ax'"+  «V, 
jc'"  +  mx'  +  «V, 
x"  +  «x' '  +  ««x'. 
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tiDttyées  (5o]  où  on  avait 

r  =  x'  +  ^"'  +  m^x\ 
'  «r  =  x''  -f.  «x^  +  «•x"', 
•»r  =  x'"+  «x"  +  «V, 

#  =  x'  +  «:^'  +  ^3!'\ 
ms  =  x"  +  *x'   +  ««x"; 
««j  :=  x''  +  «x"'  +  «V- 

Or  pour  qne  la  première  racine 

devienne 

mt  =  x'"  +  ^'  +  it«x^ 

il  £aiit  dans  t  changer  x^  en  x'",  x"  en  a/  et  a?"'  en  x*,  c'est- 
à-dire  ,  augmenter  tous  les  accens  de  deux  accens ,  et  ne  con^ 
server  que  l'excès  du  nombre  des  accens  sur  trois.  Pour  que 
la  méaie  racine  devienne 

«n  =  x"  +  MX'''  +  «V, 

il  faut  changer  x'  en  x*,  x"  en  x^"  et  x'"  en  x\  ou  ajouter 
un  accent  ^  en  ne   conservant  encore  que  Texcès  du  nombre 
des  accens  sur  trois. 
Les  trois  autres  racines 

«  =  x^    4.  «x'"  +  m'x^ 
Mi  =  x''  +mjef   +  ^ad'\ 

s*obtiennei\t  en  changeant  dans  lôs  précédentes ,  x"  en  x''\  et 
réciproquement ,  parce  que  déjà  x'  occupe  toutes  les  placeai 
possibles  dans  les  trois  premières  racines; 

Donc  9  en  général^  mt  sera  le  résultat  des  permutations  simul- 
tanées faites  dans  «  de  j/  en  x^"'^  x"  en  x\  xf"  en  jf\  x"^  en 
od" i  etc. ,  permutations  qui  se  font  en  augmentant  dans  i  cha- 
cun des  accens  de  m-«  1  accens ,  et  retranchant  toujours  m 
accens ,  lorsque  leur  nombre  exoède  m  :  de  m£me  «'I  sera 
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le  résultat  âes  permutations  simultanées  dans  i^  ^  âé  o:^  on  dcK^^^^ 

ac"  en  ar^"),  a/"  en  x',  a;»^  en  x" ,  ou  de  Taddition  de 

m  —  a  accens ,  en  retranchant  toujours  m  accens^  lorsque  leut 
nombre  excède  m ,  et  ainsi  de  suite ,  en  observant  que  «"*=  i , 
«"^*  =  «,  etc. 
Il  importe  surtout  de  remarquer  que  ,  dans  ces  racines , 

t  =  x'  4-  «x"  4-  m*c[f+ 4-  ••^»xC*); 

«£  =  arC")  4-  «a/  -f  «'x*  + 4-  «C«-Oj:C"-0, 

mH  =  xC»»-»)  4-  *rC«)  +  t$*x'  4-  etc. , 

etc. 

la  racine 'a/  occupe  déjà  toutes  les  places  possibles,  et  que 
lorsqu'on  est  arrivé  à  «"^'t ,  pour  avoir  le  surplus  des  racines , 
il  ne  faut  que  faire ,  dans  les  précédentes ,  les  permutations  des 

autres  racines  x",  x'",  x*' x^"*\ 

£n  général ,  les  racines  étant  en  nombre  m ,  on  aurait  m  ra- 
cines de  la  résolvante  ,  savoir  ,t,  mty  mH, , ,  .m^^H,  dans  les- 
quelles il  faudrait  &ire  les  permutations  des  m  — >  i  autres 
racines ,  ce  qui  donnerait ,  en  total , 

1.2.3 (m  —  i)  m , 

racines  de  cette  résolvante.  Donc  cette  équation  en  t  devra 
être  telle  qu  elle  ne  change  pas  ,  en  y  changeant  ^  en  mt , 
en  aH,  en  aH^  etc.*,  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  cette 
équation  ne  pourra  contenir  que  des  puissances  de  t  dont  les 
exposans  soient  multiples  de  m ,  en  obsen'ant  qu'à  cause  de 
«""  =  1  ,  on  a  aussi 

«»««=:  1  ,       «'«  =  1  ^       etc. 

Si  donc  on  fak  f"»  =  9  ,  on  aura  une  équation  en  6  qui  ne 
«era  que  du  degré  i  .2.3. . .  .(m  —  O  »  et  dont  les  racines 
seFont  les  différentes  valeurs  de  ti ,  résultantes  des  permutations 
des  m  —  1  racines  x",  x'" x^"*)  enlr  elles. 

L'expression  de  fl  sera ,  à  cause  de  «"*=  i  ,«**"=  o ,  etc. , 
de  la  forme 

8  =  ^4-4'+  «i"  4-  «T'+ +  .*«-{C«-i) , 
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d&ns  laquelle  l^,  ^,  C  etc.  seront  des  fonctions  déterminées 
de  af,  3c^,  jf",  etc.  5  lesquelles  auront ,  en  général ,  la  pro- 
priété d*âtre  invariables  par  les  permutations  simultanées  qui 
font  passer'  de  t  à.  mt,  k  mH,  etc. ,  puisque  8  est  également 

Lorsque  les  quantités  (°^  Ç,  i",  etc.  seront  connues ,  on  aura 
tout  de  suite  les  valeurs  de  toutes  les  racines  j^,  x",  x*'\  etc* 
de  la  proposée  ;  car  puisque  6  =  ^"^  on  aura 

et  si  on  dénote  par  1  »  «,  C,y^  etc.  les  racines. dé  Téquation 
y*  —  1  :=  0 ,  et  qu'on  dénote  aussi  par  I*,  ff^  I*,  etc, ,  les 
valeurs  de  I  qui  répondent  aussi  à  la  substitution  successive 
de  1  ^  «  ,  C ,  y  ^  etc.  ^  à  la  place  de  »  dans  l'expression  de  # 
«i-dessus  >  on  aura  >  i  cause  de 


où  *on  substituera  aussi  pour  m  les  mêmes  valeurs  »  les  équa- 
tions suivantes, 

a:'  +  «x*  +  «•a/''4- +  «»-»x^")=  j/r, 

x'  +  Cr^  4.C^x'"+ +  Crr»xO=  y'i', 

etc.  : 

ces  équations  étant  toutes  ajoutées  ^  donneront  ^  d'après  les 
propriétés  des  racines  1  ^  «,  C,  y^  etc.  (47)  j 

* 

m  • 

ensuite ,  si  on  les  multiplie  respectivement  par  1 ,  «"**'^  C""  % 
y'^'"'^  etc. ,  et  qu'on  les  ajoute  de  nouveau  eAsemble ,  on  aura 

i5 
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par  les  iakoasB  propriété! , 

X  :=  —  '  î 


on  trouverait  de  la  même  manière, 

m 

tet  ainsi  de  suite. 
Nous  remarquerons  que 

"donc  ,  comme  en  faisant  «  ==  i  dans  I ,  on  a 

r»  t=r  A"  t=  I»  +  r  +  r  +  etc. , 
«t  par  conséquent, 

f  =  A«  -  r  -  r  -  r  -  etc. , . 

on  trouvera 

^r-A-+(*i— i)r-i-(«*— i)r+(«'— or-f-ete.-.(i), 

et  Ton  obtiendra  encore  les  valeurs  de  *',  é",  #"',  etc.,  en  met- 
tant pour  «^  les  racines  ti  ,C  ,y,  etc.  de  Téquation 

La  difficulté  se  réduit  donc  à  trouver  les  valeurs  de  {',  {*,  f, 
etc.  qiii  entrent  dans  l'expression  dé  0  ;  mais^  dans- celte  tecberche. 
Il  convient  de  distinguer  le  cas  où  m  est  un  nombre  premier  , 
de  ceux  où  m  est  un  nombre  composé. 

Supposons  d^abord  que  m  soif  un  nombre  premier.  On  a 
^)rouvé  (47)  que  si,  dans  la  série  des  puissances  «^  »%  «^.  •  .«"^', 
on  substitue  à  m  ime  quelconque  de  ces  mêmes  puissances ,  on 
retrouvera  toujours  la  même  série  de  puissances ,  ieuloment 
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dins  un  ordre  différent.  Or  il  est  visible  que  >  dans  la  fono* 
tion  t  >  le  changement  de  «  en  #%  répond  aux  permutation^ 
i^imultanées  de  x"  en  a/",  s!"  en  x"* ^  etc.  ;  que  le  cha.ngement 
de  #  en  1^  répondra  aux  permutations  simultanées  de  x"  en  x'% 
de  x"'  en  x^*-^  etc.  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  changement 
successifs  de  /»  en  «*,  #^. . .  .«"""^  répondront  i  autant  de  per- 
mutations oi  x"  prendra  la  pUu^  de  j!"y  x^^ ., . .q^^\  ce  qui 
fait  m  —  1  permutations  dont  chacune  pourra  ensuite  être 
tx>mbinée  avec  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  autres 

m  —  a  racines  x"\  x*^ x^"*).  On  ne.  cth^idère  pas  ici  la 

substitution  1  pour  «^  parce  que,  dans  la  valeur  de  é  ci-deçsus  ^i 
«  ne  représente  plus  que  les  racines  de  l'équation 

y*^+  y*^+ ...+  1=0. 

Si  ensuite  on  tenait  oompt»  des  permutations  de  od^  on  re- 
trouverait les   1  .A. 3 (m  —  1  )  m  valeurs  de  t.  Mais  ici 

comme  on  fait  abstraction  de   »=  1 ,   il  faut  aussi  ne  pas 
considérer  j/. 

Examinons  la  fonction  I  :  comme  dans  cette  fonction  ^  les 
cbangemens  de  #  en  «1*,  «^^  etc. ,  répondent  à  des  permutations 
de  f  en  P  en  f  ",  etc.  correspondantes  à  celles  de  cc^  en  j/", 
en  x^^^  etc.  dans  la  fonction  t ,  il  est  faaile  d'en  conclure  que 
ces  quantités  f ,  {*>  1^,  etc.  seront  lés  m  —  1  racines  d*un6 
équation  en  {  du  degré  m  —  1 ,  dont  Içs  coefficiens ,  fonctions 
de  l'y  f,  fj  etc. ,  seront  conséquemment  des  fonctions  de  x^ 
afy  3d*\  etc.  »  qui  ne  seront  plus  snscepliUes  que  d'autant  de 
valeurs  différentes  qu'il  7  aura  de  permutatioiis  ^BSnt^  let  m  *—  o 
racines  3f'\  x'^ . . . . xC*")  ,  c'est-à-dire. de  i.â,3.. .  .:.(iii*— t) 
valeurs ,  et  dépendront  par  conâéquçnt  d'équations  du  degri 
1  .a.3. . .  .(m  — a)  ;  ensorte  que  l'équation  qui  donnera  X  ^ 
1%  etc.  étant; 


ç— »_  M{""+  N{"^'—  etc =  o...;.(îi)^ 

•chacun  des  ceeflBciens  M,  N^  etc.  »  aura  i.a. .  ..(m^— a) 
:valenrs  M',  Mf,  M'",  etc. ,  autant  de  valeurs  »',  N^  V!\  etc.^ 

i3.. 
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«t  on  pourra  regarder  M^  M%  etc. ,  N'^  V,  etc.  comme  les 
racines  d^équations  en  M^  en  N  ,  etc.  >  chacnne  do  degri 
I  .a. . .  .(m  —  a)  ,  dont  les  coef&ciens  seront  des  fonctions  in- 
variables  de  M'^  M*>  etc.  ^  de  V,  J^",  etc.  ^  lesquelles  seront 
nécessairement  de  pareilles  fonctions  des  racines  de  la  pro- 
posée en  x^  et  conséqnemment  déterminables  an  moyen  des 
tx>efiiciens  de  cette  proposée.  I^Iubï  {  admet  i  .s.  •  •  (iii^-â}(iih— i) 
valeurs  ,  et  t  en  prend  i.a.  .•.(7n^fl}(iii— >i)m. 

Mais  si^  dans  1^  coefiBciens  M^  N>  etc.  de  l'équation  ci-dessm 
en  (y  on  fait  dam  les  fonctions  M ,  N^  etc.. les  i .  a.  . .  .(m—-  a) 
permutations  entre  les  racines  af",  x^",  etc. ,  on  aura  autant  de 
pareilles  équations  qui,  multipliées  Tune  par  Fautre,  donne- 
ront une  équation  finale  en  (  du  degré  i  .s. .  • . (m^— i) ,  dans 
Jaquelle  les  coefiBciens  seront  des  fonctions  invariables  des 
racines  x\  x",  etc.,  et  par  conséquent  déterminables  encoefi* 
ciens  A,  B,  C ,  etc.  de  la  proposée.  L'équation 

{-^«  —  M{*-»  +  etc.  =  o 

sera  donc  un  diviseur  de  celle-ci  :  faisant  la  division  i  la 
manière  ordinaire ,  et  égalant  à  zéro  les  m  —  i  termes  du 
Teste  9  on  aura  autant  d'équations  dont  les  premières  m— a 
donneront  les  valeurs^de  N ,  P,  etc.  en  fonctions  rationnelles 
de  M.  Ainsi  il  suffira  de  trouver  l'équation  en  M  du  degré 
1  .a.3. . .  .(m — a)  ,  et  d'en  connaître  une  racine ,  pour  avoir 
les  quantités  f,  {* qui  entrent  dans  l'expression  de  I. 

Mais  il  paraît  plus  simple  de  chercher  directement  les  valeun 
/,  -l'y  4^'\  etc.  qui  seront  les  racines  d'une  équation  en  I  du 
degré  m  — - 1  ^  savoir  ,   de 


•i  «  Tr^  +  ur-»—  etc.  =  G. . .  .(5)  , 

et  on  n'aura  pour  chacun  de  ces  coefficiens  T ,  U ,  V ,  etc. , 

q«e  1 .  a (m — a)  valeurs  provenant  des  permutations  entre 

les  m  —  a  racines  x%  j/",  etc.  Ainsi ,  pour  la  détermination 
de  T  y  on  sera  conduit  à  une  équation  de  ce  degré  qu'on 
pourra  former  par  le  mo/en  de  ces  racines ,  puis  on  tiouveA 
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les  Talews  das  autres  coeflScîens  U>  Y,  etc.  en  fonctîoiis  ra^ 

* 

tionnelles  de  T^  comme  nous  Tayoïis  dit  plus  haut  relative- 
ment aux  coefiiciens  d^  l'équation  en  {.  Ainsi  Téquation  dur 
cinquième  degré  dépendra  de  la  résolution  d'une  équation  du 
«ixième. 

Passons  an  cas  de  m  =  np  »  i»  étant  un  nombre  premier  r 
nous  ayons  vu  (chap.  IX)  que  toutes  les  racines  de  Téquation 
j'*  —  1 ,  sont  conununes  à  Téquation  ^^  —  i  =  o.  Ainâi 
dans  la  fonction 

nous  prendrons  pour  m  une  des  racines  de  l'équation  ^— i  =01 
on  aura  alors  «•=1,  ii^"=#,  «"■♦^=#»,  etc.;  «^rsi, 
•••^î=«,  «**♦*=«»....  jusqu'à  «"»=i;et,  d'après  cet 
réductions  ^  l'expression  de  <  se  réduira  i  cette  forme  plua 
simple  ^ 

/  =  X'  +  -X'  +  «*X"'+ «— »XC-) (4)^ 

en  faisant ,  pour  abréger  ^ 

X"   =  x*  +  a:C»t*)+  a:C«*M)  -f...  ..4.  a:C»-»»4*). 

etc.    - 
XW=xW+   xC->  +    xCs«)  +, . .  .4.  x<")- 

Faisant  1*;=  I,  on  aura,  a  cause  de  «*=  1 , 

I  =  {»  +  4'  4-  -•r  + +  ^-«tC^«) (5), 


dans  laquelle  les  quantités  {*,  f  ^  {*>  ^c.  seront  des  foncftîons 

connues  de  X^  X' «  lesquelles  auront  la  propriété  d'être- 

inyariables  par  les  échanges  simultanées  de  X^  en  X'j  X'  en 
X- XC-)enXC*). 


(*)  En  «fit ,  po«r  le  tixième  degré;   ms^x^ietona»  à  cMsr 
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Connaissant  8*,  f ,  4",  etc. ,  on  aura ,  comme  on  J'a  tu 
ci-dessus  ^ 

j^,  _  V^^+  \/^'+  V^'  +  etc. 

n 

n 

^,„  _  ^^o+^»-V^^+fr-»^<"+  etc.] 

etc. 
«>  ^>  V >  ^c.  étant  ayec  Tunité ,  les  racines  de  Fëqoation 


y  —  1  = 


G 


> 


et  on  a  tou}otiX3 

Mais  on  ne  connaît,  par  là  que  les  quantités  X',  X*^  X^j  etc.  ; 
pour  achever  la  résolution  de  l'équation  proposée  en  ^  il 
faut  encore  tirer  les  valeurs  de  ses  racines  x\  jf,  3f'\  etc. 
de  celles  de  X^  X"^  X%  etc.  A  cet  effets  on  regardera  les  p 

■        •        •         -  '        ■  ■  -       '    _  _ 

de  m  =6  y 

«  =  a/  -f-  ^  -H  «•*•  -f-  «t'xi»  -f-  *4x^  +  *»x"  ; 
amis  «>  =  I  y  «4  sa  «  y  «^  cas  ««,  ea  obsemnt  que  nt=.Z\  doae 

«onséqiMmincnt . 

X'  =.  x'  +  x»^, 

X^'  —  y'+xv^ 

X^^-x-'rf-x^»; 

d'oii  résnlteot 

t  =  X'  +  «X*  4-  «»X» 

«U  =  X*'4-«X*4-*'X'; 

donc  {',  r«0^f  (<t*0^  i><^  différeront  que  par  les  échanges  simaluniées  de  TS 
eu  X*',  X"  en  X*. 
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racines  a/,  a^*"*"*),  a:C*«-*-0  qui  composent  la  valeur  de  X\ 
comme  étant  les  racines  d*ime  équation  du  p*^'  dogré^  et 
qui  sera  de  cette  forme , 

x^  —  X'a:^'  +  Ax^^  —  /u:^'  +  »x^^  —  etc.  =  o, 

dans  laquelle  les  coajilciens  a>  /»^  ? ,  etc.  seront  incoi^nus;  maiV 
comme  cette  équation  est  .censée  renfermer  p  des  m  racines  de 
la  proposée 

x"  —  Ax"^*  +  Bx!***  —  Cx*"'  +  etc.  =  o  , 

où  m  =  np  y  elle  devra  être  un  diviseur  de  celle-ci  ;  par  con- 
séquent ^  il  n*y  aura  qu*à  faire  la  division  ordinaire ,  en  sup- 
posant nuls  les  termes  afFcctés  de  x^"*,  x^~*,  etc.  dans  le 
reste.  On  aora^  par  ce  moyen ,  p  équations  en  Xf,ii,  fùy  etCi 
dont  les  p  — >  1  premières  donneront  les  valeurs  de  a,  ^^  etc:. 
en  X'  par  des  équations  linéaires.  Ainsi  X'  étant  connu ,  on 
aura  x ^  fà,  etc.,  et  il  ne  s*agîra  plus  que  de  résoudre  cette 
équation  du  degré  p.  De  même ,  en  substituant  X'  à  la  plfice 
de  X%  on  aura  Téquation  qui  donnera  x^^  xC^'^O,  etc. ,  et 
ainsi  de  suite. 

On  voit  par  là  que  cette  méthode  revient  à  décomposer  l'équar 
tion  du  degré  m::^np,  en  n  équipons  ,  chacune  du  degré  p* 

Cherchons  maintenant  le  degré  de  Téqui^ion  d*où  dépen- 
dront les  coelEciena  de  Téquation  en  i  dont  i%  i"}  etc.  sont 
les  racines. 

Les  quantités  ^\  i",  etc.  seront^  comme  on  Ta  yii  plus  haut^ 
les  racines  d'une  équation  en  {  du  degré  n  — •  1 ,  dont  les  coeffi- 
ciens  dépendront  encore  d'une  équation  du  degré  1.9...  (n— a)^ 
parce  que  ces  coefilciens^  que  nous  désignerons  encore  par 
M ,  N ,  etc. ,  seront  des  fonctions  de  X',  X*,  X'",  etc.  suscep- 
tibles d'autant  de  valeurs  différentes  M',  M*,  etc. ,  N',  N",  etc. , 
qu'il  y  aura  de  permutations  entre  les  »  —  a  quantités  X'", 
X*^. . .  .X^")  *,  donc  ces  équations  en  M,  N,  etc. ,  chacune  du 
degré  1 .  a . . .  (n — 3)  ,  auront  pour  coefilciens  des  fonctions 
invariables  de  ceux  de  l'équation  en  X  donf^  X^  X',  etc. 
seraient  les  racines  :  or  ces  coeificiens  de  l'équation  en  X|  ne  sont 
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pas  connus  ;  il  n'y  a  qae  ceux  de  Téquation  donnée  qui  le 
so^nt  :  il  8*agit  donc  de  voir  comment  ceux-là  pourront  dépendre 
de  ceux-ci. 

Imaginons  qu*on  ait  substitué  pour  X',  X'^  etc.  ^  leurs  valeurs 
en  3^ y  x",  x'\  etc.  ;  les  coefficiens  dont  il  s*agit  deviendront  des 
fonctions  connues  de  ces  racines  ^  et  pour  trouver  les  équations 
d*où  ces  fonctions  dépendent  >  la  difficulté  se  réduira  à  dier* 
cher  de  combien  de  valeurs  différentes  ces  fonctions  seront 
susceptibles  ^  par  toutes  les  permutations  possibles  entre  x^ 

Le  nombre  total  des  permutations  entre  ces  m  racines  »  est 
1 . 9 ....  m  ;  mais  s*il  y  a  de  ces  permutations  qui  ne  produisent 
aucun  changement  dans  les  fonctions  dont  il  s*agit ,  il  faudra 
diviser  le  nombre  total  des  permutations  par  celui  de  ces  permu- 
tations,  parce  que  ces  nombres  de  permutations  ne  s'ajoutent  pas» 
mais  se  multiplient. 

Or  les  racines  x\  x^""*"*). . . .  j:C»-»*-0  dont  lasomme  est  X', 
et  qui  sont  au  nombre  de  p,  à  cause  de  m=  np»  sont  suscep- 
tibles de  1  .a p  permutations  ;  mais  comme  ces  racines 

entrent  dans  X'  sous  une  forme  invariable,  leurs  permutations 
ne  produisent  aucun  changement  dans  la  valeur  de  X'  :  on  aura 
donc  d*abord  le  diviseur  i .  a . . .  .p. 

L'expression  de  X"  étant  dans  le  même  cas,  donnera  de  nou- 
veau le  diviseur  i  .s. . . .  .p  :  donc  les  deux  fonctions  X^  X' 

donneront    le    diviseur    (  i .  a P  )*-   1^^    ^    fonctions 

X',  X* X^"^  donneront,  par  conséquent^  le  diviseur 

(i.a.3 p)". 

Comme  les  coefficiens  de  Téquation  en  X ,  sont  des  fonctions 
invariables  des  n  racines  X',  X'. . .  .X^"),  qui  sont  susceptibles 
en  elles-mêmes  de  i .  a n  permutations ,  lesquelles  ré- 
pondent à  d'autres  permutations  de  x',  x",  etc. ,  on  aura  encore 
le  diviseur  1.2 n. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  coefficiens  de  cette  équation 
ea  X,  regardés  comme  des  fonctions  des  m  racines  a/. .  .jc^*>. 
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ne  seront  susceptibles  qnc  de ^  '   '    '  '  '  '  valeurs 

différentes  ^  et  ne  dépendront  que  d'une  équation  de  ce 
degré. 

Ainsi ^  les  coefliciens  M,  N^  etc.  de  Téqnation  du  degré 

1 . a. 3 (il  — -  fi  )  y  qui  sont  des  fonctions  rationnelles  de 

ceux  de  Féquation  en  X ,  dépendront  d'une  équation  de  ce 
degré. 

En  donnant ,  comme  ci-dessus  ,  à  ces  coefliciens  M^  N,  etc. , 
toutes  les  valeurs  qui  répondent  aux  racines  de  cette  dernière 
équation  ^  et  multipliant  Tune  par  Tautre  tontes  les  équations 
résultantes ,  on  aura  enfin  une  équation  du  degré 

1«3*9 Tîl  ^  ^  n  f  N 

, F rr  X  i.a.o fi»  — a) 

i.a ii(i.a.3 p)*  ^  ^ 

i.a.3. .  V.  .m 
(n—  i)ii  (i.a.3....p)*  ' 

ce  sera  Téquation  d'où  dépendront  les  coefficiens  de  l'équa- 
tion en  Ç  du  degré  n  —  i  ,  dont  les  racines  seront  Ç',  f  %  etc. 
C'est  donc  à  la  résolution  d'une  équation  de  ce  degré  que  se 
réduira ,  en  dernière  analyse ,  celle  de  la  proposée. 

Soient  iii=4i  ii  =  a>p  =  a;on aura 

i.a.3.4        7 
a  (a)* 

Pour  m?=:6j  nrsa^  jtzzzZ^  oii  aura 

i.a.3.4«5«6 
a(i.a.3)»  ^^' 

et  si  on  &it  n'=.%^'p:=.^^  oh  aura 

a.S.(i.a)5    —  '^^ 
et  ainsi  des  autres. 


'* 
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55.  Passons  aux  applications  (pi  éclairciront  oe  qui  précède. 

Pour  l'équation  du  second  degré 

X»  —  Ax  +  B  =  o, 

on  a  m  =  a^  nombre  premier.  Prenant  pour  «  une  racine  da 
réquation 

•   y  —  1  =o, 
on  posera 

i  =  x'  +  MX^, 
d'où 

#  =  <•  =  a/»  +  x'»  +  a*3fj^, 

à  tanse  de  «*=  i  :  donc 

^  =  ax  V  =  flB  : 

or  réquation  jf*  —  i  :=  o  donne 

m 

Pour  «  =  1  y  la  valeur  de  ê  devient 

l*  =  x^«  +  x"*  +  flJc^x"  =  (xT  +  a^y  SX  A»: 
pour  #  =  —  1 ,  la  fonnule 

é  =  A"»  +  (  «  —  1  )  f  +  etc. 
donne 

<  =  A^  —  af  =  A»  —  4B. 

Ainsi  les  deux  racines 

l/^**  4-  i/^  +  etc.        A  +  v/A*  —  4B 
m  a 

.         {/*«+«"»-'  v/é'+etc.        A  —  i/A»— 4B 

m  a 

Soit  maintenant  T équation  générale  du  troisième  degré 

x'  —  Ax*  +  Bx  —  C  =  G , 
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ayant   pour  r^îne  a/,  x^,  al"  :  on  a  ici  m  =  3 ,   nombre 
premier  :  la v fonction  t  sera   donc  ^   en  prenant  pour  «t  un)», 
racine  de  Téquation  j^'—  i  =o  ,      ' 

et  la  fonction  #=^  sera,  à  cause  de  «^=  i  , 

% 

♦  =  f +  -r  +  -*r. 

où  l'on  aura 

f  =  a/'  +  x'»  +  a/"3  4-  Go/j/x'", 
f  =  SCx'^x"  +  x^V'^-  x"»x')  , 
f  =  3  (x  V"  +  x'"x'  +x^'»x'). 

Les  quantités' ^y^"  sont  les  racines  d*une  équation  du  degré 
m  —  1  =  a  >  dont  les   coefiiciens   dépendent  d'une  équation 

du  degré  i  .a (m — a)  =  i  ^  et  sont  par  conséquent  des 

fonctions  invariables  de^'A^  B>  C.  On  aura  donc  Téquation 

^•_Mf  +  N  =  G, 

où  M= ^  4-  ^^  N  =  ^^'  aont  des  fonctions  invariables  da^ 

En  effet ,  on  trouve  (chap.  YII), 

M  =  3AB  —  gC , 

N  =  9B3  +:(A^— 6AB-)  C  +  8iC»: 

résolvant  donc  l*éqiiation  do  second  degré  ci-dessus ,  après 
avoir*  remplacé  M  et  N  par  leurs  valeurs  en  A ,  B  ^  C  ^  on 
adnra  les  deux  racines  ^,  ^  qn^on  portera  dans  isL  formule  (i)  ^ 
puiii  faisant  711=3»  et  substituant  pour  «  les  deux  racines 
de  réquation 

on  aura  ainsi  ks  valeurs  de  1^  et  é^»  et  conséquemment 
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*_  -g  I  I  ar  _  g 

X    =  — — r= =..««V        UU        •X     £=  ,y 

»  (  I 

à  cause  de  C=:«*^  d*où  C^  =  «;  les   deux  quantités  •  et  C 
étant  les  racines  de  l'équation 


laquelle  donne 


y  +  J^+  1  = 


o 


9 


.a  *  a 

Mais  on  peut  avoir  des  expressions  plus  simples  des  r|dnes 
af,  x",  a/"  par  le  moyen  de  Téquation  (3)  en  #^  savoir  | 

#•  —  T#  +  U  =  o, 

où  T  =  l'  +  I',  V=i(ir.  Or  de  la  formule  •  =  Ç».+  -^ 
4-«*|'-f"  ®*c.  ,  on  déduit 

«•  =  !•+    f  +  f  ==  A», 

♦'  =  I-  +  -f  +  -'f . 

#•  =  f  +  Cf  +  Cf, 

et  de  là 

«"  4-  «'  +  «'  =  3?', 
d'où 

T  =  r  +  «•  =  3Ç'  —  «•  =  3|»  —  A»; 
mais  d'aillenn, 

I*  r=  A»  —  f  —  Ç*  =  A»  —  M  i 
donc 

T  =:  aA'  —  3M  : 
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«n  multipliant  /  par  fy  et  tenant  compte  de  j^l^  ^=:  N  j' on 
trouve 

U  =  ^1'  =  f  *  —  Ço  (f  +  f  )  —  l'f  +  f  •  +  T' 
=  (A^— M)»—  (A3  — M)  M  —  N  +  M*—  flN 
=  A»  —  3MA3  +  3  (M*  —  N  )  ; 

donc  par  la  substitution  pour  M  let  N  des  valeurs  en  A^  B; 
C  trouvées^  ci-dessus  y  on  a 

T  =  aA*  —  gAB  +  37C , 

U  =  A«—  9À«  +  fl7A*B*—  vj??  —  (A»  — 3B)^ 

les  deux  racines  de  'Féquation  en  I  ^  étant  prises  pour  if  et  #% 
•t  substituées  dans  les  expressions  précédentes  de  J ^  x" ^  x*^ 
on  aura  la  résolution  la  plus  simple  de  Téquation  du  troi- 
iième  degré. 

Venons  à  Téquation  du  quatrième  degré ,  représentée  par 

* 

X*  —  Aj^  +  Bx*  —  Cr  +  D  =  o; 

comme  on  a  ici  m,'=i/^'=.  fl. a ,  on  fera  /»  =  si ^  et  on  prendra 
pour  «  une  racine  de  l'équation  ^— -  1  =0^  ensorte  que 
m^-=,  1.  On  fera  ainsi  >  d*après  la  formule  (4)  > 

e  =  X'+  «X',    X'  =  x'  +  ^"t    X*  =  x'  +  x»^ 
de  là  on  aura^  en  vertu  de  la  formule  (5)  ^ 

#  =  <»=  Ç*+  <    et    Ç*  =  X'*+  X'*,    f  =  aX'X*. 

Ainsi  réquation  en  Ç  dont  ^  est  racine  ^  ne  sera  que  du  degré 
n— i=a-^i  =  i,etse8  cpefGciens  ne  dépendront  que  d*une 

équation  du  degré  '  l?  =  3.  De  sorte  que  Too  enra  en  ^ 
une  équation  du  troisième  degré,  telle  que 

Les  ràcinjBs  de  cette  équation  seront  dues  aux  permutattont 
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de  a^,  x',  sf" ,  x'*  qui  donneroot  des  TaWim  différentes  da 
f  =  aX'X*  =  (x^H-  a/")  (x'  +  x"). 

Or  il  est  facile  de  voir  qne  oeé  valean  dUTérentes  n«  seront 
que  les  trois  suivantes  : 

9  (aZ+x")  (x'"+  x»^), 
A  (x'+x*^)  (x^  +  x'"); 

qu*on  obtient  en  changeant  s!"  en  x'  et  en  x**,  pataque  les 
facteurs  x'  +  x'",  x^'-f-^''  «ont  invariables  par  les  cbaug^ 
mens  de  x^  en  a!"  et  de  x'  en  x'^>  et  qu'il  £aut  rejeter  les 
permutations  qui  diangezaient  l'on  de  ces  factean  dans  Taotr». 
D*après  ces  racines  ^  on  pomra  former  les  coefficient  M  et  N 
et  P  qui  se  trouveront  exprimés  par  des  fonctions  invariablei 
^.  de  x\  x%  od*\  x'^^iCt  conséquemment  déterminaUes  ea  A| 
B,  C,D.     . 

Pour  faciliter  cette  recberche  ^  nous  remarquerons  que  par 
réquation  proposée^  on  a 

B  =  x'x''+x^x'"+  x'x'^+  xV"4.  X V'+a/^x»^ 
=  (x'  +  x'")  (x"  +x»^)  +  xV"+a!^x'% 
=  (x'  +  Jr*  )  (x^"+x»^)  +  x'x''  ^3!"x'\ 
=  (x'  +  x»0  (x''+x'")  +  xx'^4-xV"; 

d'où  il  suit  que  si  on  désigne  par  u  l'inconnue  d*nne  équa- 
tion qui  aurait  pour  racines  ces  trois  quantités  > 

on  aura 

f  =z=  aB  —  au. 

L'équation  en  ^  se  transformera  donc  en 

.u3  —  Ru»  4-  Sa  —  X  =  o  ; 
et  on  aura 

E = X V+  x'x^^-f.  x^x^^.  x"'x^'+  x^x''+  X V"  =  B. 


ALGÉBRIQUE*  noj 

Nous  ayons  trouvé  (53)  pour,  la  somme  de«  produits  deux  à 
deux  des  trois  racines  u ,  que  nous  ayons  désignée  par  S  , 

=AC— 4D  : 

la  somme  des  produits  des  trois  mêmes  racines ^  est  {idem) 

^iurVx^''x»^(a/a:^4Kr^jt<''4.x'x»'+xV''+x''x'^+x"'x'^ 
=D  (x'»4.x^*4-x^"*^-x»')*— «DB+C» 
=D(A'— aB)  — aDB  +  C-=D(A»— 4B)  +  C*; 

ensorte  que  Téquation  en  u  derient 

u5—Bii»+ (AC— 4D)  a— (A*— 4B)D  — C*s=:o. 

Soit  i/  une  des  racines ,  ou  aura 

f  =  flB  —  au'  ; 

mais  en  faisant  ii:=aet  «  =  — «i^on  aura 

S'  =  Ç»  —  Çr  =  (  X'*  4-  X^  )•  —  ^  —  f  =  A*  —  fl|'  ; 

donc 

l'srA»  — 4B*^-4u^ 

■ 

et  enfin  ^  d'après  les  formules  (6)  et  (7)  , 

A  _ j-;— ,       JL    _  — j , 

Maintenant  eonsme 

X'  =  x^  +  x*. 

on  peut  regarder  af,  x'  conune  les  deux  racines  de  l'éipatioa 
du  second  degré 

X*  —  X'x  +  A  =  o  ;. 

et  pour  avoir  ?i,  û  iiy  aura  qn*à  fiyiàer  Téquation  proposée 
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du  quatrième  degré  par  cellfr>ci;  le  preimer  tçnne  dn  resta 
égalé  à  zéro ,  donnera 

_  X'*—  AX^»  4-  BX'  —  C 
,  * aX'  — A  •   . 

Ainsi  en  résolrant  l'équation  dn  second  degré ,  on  aura 

^= 1 — —>    ^=' î 5 

•t  comme 

X'  =  a?"  +  x'\  I 

on  aura  les  facinés  af,  x^^,  en  changeant  dans  ces  expre»-. 
sions  X'  en  X'^  ce  qui  n'exige  que  le  changement  du  signe 
du  radical  i/l'. 

Cette  solution  ^  dit  Lagrange,  revient  â  celle  de  Descartes  ^ 
dans  laquelle  on  résont  Téquation  du  quatrième  degré  en  deux 
du  deuxième  >  moyennant  une  du  troiiiième. 

On  peut  substituer  d*abord ,  en  place  de  u  ,    sa  Taleor 

é  —  A*  -I-  jSB 

— —,  ce  qui  donnera  une   équation    du    troisième 

4 
degré  et  complette  en  I ,  dont  les  coefBciens  seront  en  A , 

B ,  C  et  D  9  et  dont  $'  sera  une  racine  quelconque  à  volonté  ; 

mais  en  employant  ses  trois  racines  ,  on  peut    obtenir   tout 

d'un  coup  les  quatre  racines  af,  x"^  xf'\  x*^  \  car  en  fabant 

«  =:  —  I ,  on  a 

<  ==  a/  +  x"'  —  x"  —  x»^ 

et  conséquemment  ^ 

#  =  «»  =  (x'  +  x'"  —  x'  —  x^^y, 

expression  qui  n'est  susceptible  que    de   trois  valeurs  dlSe^ 
rentes , 

(  x'  +  x*  —  x*  ~  x<^  )* , 

(x'  +  x"  —  x^  —  x")*, 

«  +  x»^  —  x*  —  x*  )% 
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€n  les  désignant. par  t ^  /»  f  qui  seront  !es  trois  racines  de 
réquation  en  I,  on  aura 

x^  +  x^  —  a:*  —  a:'^  =;:  \/li, 
a?'  +  07*  —  x^  —  â?'^  =  \/f, 
a/  +  x'^ _  0?''  —  jc^  =  V^**; 

ces  trois  équations  jointes  \  celle-ci , 

OC    ^\^   oc        I*    Ou      ^T*  OC      — ^   «A  ^ 

« 

valeur  de  <  qui  répond  à  «  =  1  ,  serviront  à  déterminer  cba- 
pune  des^racines  a/,  x",  x^,  x*^,  et  on  trouvera 

X     — -S  I  ■  -^  - 

4  '  , 

^--     —4  -> 

4 

Cette  solution  ^  la  plus  simple  de  tbutes ,  est  due  à  Euler: 
nous  avons  levé  (53)  l'espèce  d*ambiguité  qu'elle  présente  à 
cause  des  radicaux  carrés  qui  peuvent  être  pris  chacun  en 
plus  et  en  moins. 

On  retrouvera^  dans  le  treizième  chapitre /de  nouvelles  ap- 
plications à  la  résolution  des  équations  binômes. 

56.  Passons  maintenante  Texamen des  racines  >  et  à  Teffet  de 
simplifier  cette  discussion ,  supposons ,  comme  nous  l'avons  fait 
(5a)  et  (53)  ,  l'équation  dâ>arrassée  de  son  second  terme.  On  a 
prouvé  (chap.  II)  qu  une  équation  quelconque  a  toutes  ses  racines 
réelles ,  lorsque  l'équation  aux  carrés  des  différences  n'a  que 
des  variations  de  signes  ;  mais  que  si  elle  contient  seulement 
une  permanence  ,  la  proposée  doit  avoir ,  au  moins  ,  deux 
racines  imaginaires  :  c'est  de  là  que  nous  avons  conclu  (34) 

14 
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le»  cooditioiii  die  réalité  ^t  i}*iiiuigiiarité  des  ijuuei  de'  I^ 

qûatioa 

x'  —  Ax^  +  Rr  —  C  =  o  ; 

■ 

en  fiftisant  A=ro^  B=^,  C=;-*f  ^  Ofi tppuv» qne  la  réalité 
dei  troU  racines  du  Téqvation 

est  annoncée  par 

si  Tune  de  ces  inégalités  ]i*a  pas  lien ,  deux  4es  laeines  dé 
la  proposée  sont  imaginaires.  On  parvient  aux  mêmes  coih 
closions  en  discutant  les  fcHroHiles  des  raebes  de  l'équation 
du  troisième  degré. 
Reprenons  donc  les  trois  racines  oTitrimes  (5a)  «  sayoir, 

^  3  V      ^      V  4      »7 

Si  p  est  positif  »  ou  si  ^  >•  -^  dans  le  cas  de  p  négatif,  li 
__         4        ^ 

ino  y  «j  +^  wra  réelle ,  e(  çonséqneowuiiijt  missà  le 


racme 


I 

I 
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première  racine  oi  \  mai:i  a!*  et  ce"  seront  imagiiiairës^,  comme 
il  est  facile  de  le  ^éclfiire  de  \%,  fonpe  jnépe  de  ces  racines. 
En  effets  si  on  pose 

on  anra 


quantités  ,      ,^.  ,.  ,  „ . 

k,  l,  m  et  n  sont  des  quantités  réelles.  Dans  le  cas  de 


p  <  o      et       -^  =^  , 


on  a  m  =  »  y  et 

3  3   3 

^=,.^^^1.    -^;^^v/-^f,    «-«^V^, 

< 

ensorte  qp^  }^  trpv  niAÎ9^  9f>Pt  Z)ifiII^  t  «t  }«9  dfwx  demikei 
•ont  égales  entr*eUes. 

Les  troii  raoiflwn  pont  isnoore  ré^es  dans  le  cas  où  celles 
<)#  }»  jTfSfMte  4i|  ^a^çcmd  degrés  soot  imaginaires ,  c'est^-dire , 

lorsque  la  quantité  ^  +  ~  qui  se  trouve  sous  le  signe  ra- 
dical^ est  négative  y  et  on  sait^  à  priori  ^  ^'effepdvement 
ettes  le  sont  ;  car  la  condition 


4  ^S^*^  * 


14. 
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suppose  ces  deux-ci^ 

p  <  o       et       —  >  Ç 
Alors  on  peut  poser 


i 


oi  =    \Ja^b\/—\  +  Va  — 6V^— 1  , 


0^=  (/^Av/— i)\/a  +  */— ï 


et  on  ne  découvre  plus   aussi  facilement  ^  d'après  la  forme 
de  ces  racines  ^   si   elles  sont   toutes    trois  réelles.   En  ad- 


mettant les  développemens  en  série  de  y  a  +  b  |/ —  i    et 


\  a  —  b  v/ — 1  ,  on  trouve  que  les  termes  imaguaires  dis- 
paraissent par  l'opposition  des  signes  dans  la  première ,  et 
que,  les  multiplications  faites  dans  les  deux  autres ^  les  ré- 
sultats ne  contiennent  plus  que  des  termes  réels  ;  mais  toutes 
trois  sont  alors  données  par  des  suites  infinies  \  et  comme  on  n  a 
pu ,  jusqu'ici;  obtenir  ces  racines  sous  une  forme  en  même  temps 
réelle  et  finie,  à  moins  d'employer  les  lignes  trigonométriques , 
comme  on  le  verra  plus  loin ,  on  a  désigné  cette  circonstance 
sous  le  nom  de  cas  irréductible. 

Nous  examinerons  donc  à  quoi  tient  l'introduction  d*une  ima- 
ginaire dans  ces  racines  qu'on  sait ,  à  priori ,  devoir  être  réelles* 
A  cet  ciFet  >  nous  reprendrons  l'équation 

x'  +  px  -H  <7  =  o« 
en  supposant  que  af,  x"  et  x"  en  soient  les  trois  racines,  on  aura 

=sx'+px-f-ç. 
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d*où  résultent  ces  égalités 

Comme  l'équation  proposée  est  d*un  degré  impair  >  on  est  assuré 
d*arv;ance  qu'elle  a ,  au  moins ,  une  racine  réelle ,  et  la  dési^ 
gnant  par  x",  on  dédiera  de 

«^  =  —  (x'  +  a:^), 

que  la  somme  a/ -f-  ^  des  deux  autres  racines,  est  aussi  réelle. 
Cette  valeur,  substituée  dans  les  deux  dernières  équations  1 
donnera 

x'*+  x'x*'  +  x"*  =  —  p ,      x'x"  (x'  +  x^)  =  ç , 

d'où  il  faudrait  conclure  xf  .et  x''.  La  dernière  donne 

I 

donc  x^x''  est  aussi  une  quantité  réelle.  Considérons  maintenant 

la  quantité  Y +  —  ou  379' +  4^,   du  signe  de  laquelle 

dépend  le  cas  irréductible  ;  si  on  l'exprime  au  moyen  de  xf 
et  de  x",  on  trouvera ,  après  les  réductions  faites  y 

firjq^  4.  i^»  =d  —  ( flx^3  —  ax"^  +  Sx^'x^  —  Zafx^^y, 
d'où      . 

|/—  (379*  -f.  4p»)  =  ax^  —  3x^*+  3x^*x'  —  3x^x^* 

.  =  (x'—  xO  (ajc'*+  ax**+  5xV) 
.    =(x^— xOCaCaZ+x'O'  +  a/xf]. 

Or  les  deux  quantités  x^  +^  et  x^x*  sont  réelles,  comme 
on  l'a  déjà  vu  ;  donc ,  pour  que  la  différence  x'— x"  soit  réelle* 
il  faut  que  la  quantité  (  a7ij*  +  4P^  )  soit  négative ,  ce  qui 
est  le  cas  irréductible  ;  d'où  il  suit  qu'alors  les  deux  autres 
racines  x'  et  x"  seront  aussi  réelles.  Cherchons  maintenant 
à  évajuer  les  racines  x'  et  x*  eu  coefiiciens  de  la  proposée  : 
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nom  «Tons  tronré  Féquation 

ajoutant  an  preBiier  tnenibrs  m  X  sèftc"  i^-^àf),  et  Aà  se* 
cond  mq  i  à  câtiêe  de  Téqnation  trdmréé  plm  këttt  j 

q  =  a?'x*  (  a;  +  **5  » 
on  aura 

je«  — x"  +  (i  +  m)  a^'*' +  ( »-^  î)*'** 

I 

11  s*agît  de  déterminer  m  par  la  condition  qae  le  premier 
membre  defièuié  lin  cilbd  par&it  :  â  cet  élTefl^  oil  lè  oompa* 
rera  avec 

(*x/  —m^xy  =  af^  —  a^^  ^  Stuf^x'  +  Z^afx'*, 

m  et  «*  étant   deux  des  trtàr  racines  cubiques    de   Tmité , 


savoir , 

a 

d'où  on  dédoit 

-,+„=v=+5(=^î±:«): 

On  a  aussi 

(«V  —  •r'')3  =  «'»  —  x"*  ^  S^Vx'  +  3«V% 
et  comparant  étec  le  pVémiet  mefnbfS  de  (i),  on  obtient 

|  +  „=,_3(=1I^^1  (11.  =  ^^^ 


_,  +  „  =  5(=H^^I 


a 
On  a  donc  pour  déterminer  j/  et  af^  les  deux  éqoationa 
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'_..«•=  y/[x  i/irr  v/^^r;^-  Ëîi^^  ^] 


S 


'  y—- 

n  reste  donc  à  éliminer  a/  et  x''  entre  les  deux  équations 

•x'  — €t»x^  t=  P (a), 

à  cet  effet  >  multipliant  (fl)  par  «^,  et  (3)  par  m,  puis  retraiH 
chant  le  premier  produit  du  second^  on  aura 

3 


v/(-i+v/FI)-. 


puis  muftipliant  (a)  par  «,  et  ^  par  n^,  et  retranchant  la 
premier  produit  tkt  iecOnd,  il  viendra 

Mab  de  *'-*-«'+  x'^o,  on  aMuit  «•  =  —  (x'  +  j?')  . 
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et  conséqnemment , 

-•=/(-?+v/!^+v/(-I-v^^ 

Ces  imoiiies  sont ,  en  écrivant  sf  pour  a!^^  x^  pour  af^éta^ 
pour  x'y  celles  qu'on  a  précédemment  obtenues ,  et  on  remarque 
que  Timaginaire  |/-—  i  s'est  introduite  pour  favoriser  Festrao- 
tion  de  deux  racines  cubiques ,  et  fournir  deux  fonctions  U" 
néaires  des  racines ,  qui ,  combinées  avec  x^  =s  — -  (x^  -l-a/'), 
servent  à  évaluer  les  trois  racines  de  la  proposée. 

On. démontre  encore,  comme  il  suit ,  que  les  trois lacinei 
seront  réelles ,  si  p  est  négatif,  et  si,  de  plus« 

A  cet  effet ,  soit  x'  la  racine  réelle  de  l'équation 

X*  +  px  +  ç  =  G  : 
on  aura  donc  aussi, 

x'^  +  pi/  -f-  ç  =  G  ;      d'où      7  =  —  05»  — iMB^; 
conséqnemment , 

x*  —  x'^  +  p  (x  —  x')  =  G , 
et  divisant  par  x  —  x^, 

X*  +  x'x  +  x'*  -|-  p  =  o%f 
qui  renferme  les  deux  autres  racines  de  la  proposée ,  et  donne 


X 


Pour  que  ces  deux  valeurs  de  x  soient  réelles ,  on  doit  avoir 
p<o    et    ix'»  =  ou<p,      ou      a:'=:ou<^^; 
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mais  si ,  dans  le  second  membre  de 

ç  =  —  a/*  +  px', 

4  

on.  écrit  au  lieu  de  x'  la  quantité  y  ^  >  qui  est  supposée 
égale  ou  plus  grande  1  on  aura 

et,  en  réduisant > 

,r=ou<-Hy/^;      donc       ,«  =  ou  <  ^  ; 

pu  enfin  ^ 

2-  =  ou  <  -^. 
4  27 

Deux  des  racines  seront  imaginaires  ,  si  Ton  a 

Reprenons  l'éqnation 

x*^-|-  px*  -f-  ^x  +  r  rs  o , 
pour  laquelle  on  a  trouvé  (53) , 

daivi  le  cas  de  9  négatif ,  et 


x'  ■ 
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lorsque  q  est  positif  ^  u',  u",  u"  étant  les  trois  moines  de 
réduite  du  troisième  degré  > 

II'  +  apu^  +  (p*  —  4r)  u  —  ^  =  o* 

Si  les  racines  u\  vf  et  i^  Bùtxt  réelles  et  ^sidtlBtf»  il  est  tl" 
i»ible  que  les  quatre  racines  de  la  proposée  seront  réelles  ;  Aait 
si  parmi  les  racines  de  la  réduite ,  il  y  en  a  de  négatives ,  les 
quatre  racines  de  la  proposée  seront  imaginaires  ;  il  £iut  ce- 
pendant en  exOeptèr  le  cas  où  des  trois  racines  réelles  de  la 
réduite  y  l'une  u'  est  positive ,  et  les  autres  u'  et  yt^'  sont  fiégfr^ 
tives  et  égales  ;  car  alors  des  quatre  racines  af^  xf,  x*  et  x^, 
deux  seront  réelles  ^  et  les  deux  AtttTes  imâgidàifés.  Aiiksi» 
outre  la  condition  de  la  réalité  des  trois  racines  de  la  ré- 
duite» il  faudra  encore ,  pour  le  premier  cas  »  suivant  la  rè^e 
de  Descartes  (  P*  secti  )  »  que  les  coèfficiens  des  termes  de 
cette  réduite  ,  soient  alternativement  positi&  et  négati&  »  et 
que  par  conséquent  on  ait 

p  <  G        et        Jlf  >  4^. 

Si  Tune  de  ces  conditions  manque ,  la  proposée  anra  set  tpaûan 
racines  imaginaires  >  à  moins  qu'on  ne  tombé  dans  le  ois  à" 
dessus  cité.  Si  la  réduite  n'a  qu'ilne  seule  Awine  réelle ,  on 
observera  d'abord  qu'à  cause  du  dernier  terme  négatif  de  cette 
réduite,  la  racine  réelle  sera  nécessairement  positive;  or  les  deuï 
racines  imaginaires  étant  de  la  formead:&V^— i,  si  Ton  prend 
u'  pour  la  racine  réelle  »  u"  et  u'^'  pour  lus  deux  imaginaires, 
les  deux  racibes  x'  et  x"  seront  réelles,  puisqA  (cbap.  I*') , 

[form.  (i)  et  (a)]  v/a+é  J/— i  +  ^a  —  Aj/— i  est 
une  quantité  réelle  =  V  au  +  a  v/a'  +  6',  et,  qu'au  contraire^ 

V/ô+yj/Z-T—  v/a  — 6  v/— 1  est  M0  qtiibtlté  2ttiâgt- 

naîre  ;  ensorte  que  des  quatre  racines  trouvées  ,  les  deux  pre* 
mières  seront  réelle»,  et  les  deux  autres  imaginaires. 

57.  Nous  rapporterons  tel  la  méthode  qui  pâf^f  avoir  servi 
à  la  première  résolution  des  équations  dit  troistème  degré  » 
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tt  qn^otk  appefle  cotduiuiémeiit  méthode  de  Cardùn  ,  quoi-» 
qu*il  semble ,  dit  Imgrange ,  que  c'est  de  Hudde  que  noue 
la  tenoDs. 

Toute  équation  du  troitième  de^j  privée  de  son  second 
terme  >  est  de  la  ibtme 

a^  -^  px  +'^  stt  o  : 
supposons 

dtiss  y  +  t, 

ce  qui  revient  •i'ptftâger  le  noihbre  x  éft-detué  parties  y  etz, 
dont  l'une  pouR^v  conséquemment  »  être  prise  à  volonté , 
pourvu  que  Tautre  eli  soit  le  complément  i  x  :  la  substitution 
dans  la  proposée ,  dftttnera  la  transformée    . 

y  +  3y«  +  8jf**  +  *'  +  f^  (>  +  «)  +  <f  ^  <i  ; 
or 

de  sotte  qu*ôfi  âfirà 

y  +  z'  +  (5^+p)  {y  +  z)  +  ^  a  o: 

si  maintenant  on  supposer  à  z  une  valeur  telle ,  qu'on  ait 

«^+/>  =  o........(i), 

il  restera  de  l'équation  précédente  » 

f  +  t?  +  q  ^  0 (q), 

équatiMs  au  mdjren  desquelles  oïl  t^ûurra  éValuélF  y  et  s  ^  et 
conséquemBMBt  jr«  De  k  prtbiîèré  on  tite 

substituant  dans  la  secondé  et  réduisant  ,  on  olitient  Catte 
équation  du  sixième  dègrij  qu'on  appelle  la  réduite  > 

y +  9^-^  =  0, 
laquelle  ne  oontenaflf  que  deux  puissance»  de  l'inconnue  |  dont 
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Tune  est  double  de  Fautre ,  est  résoluble  à  la  manière  dct   j 
équadoua  du  second  degré ,  et  donne  sur-le-dbamp 


/=-l+v/?+g. 


et  extrayant  la  racine  cubique , 

3 


mais 


^  —  y  +  *  =  y  —  ^i 

en  mettant  pour  x,  sa  yaleur  —  ^  ;  et  d'ailleony 

(\/-?+v1^x(v'-!-v/'î+D=-|. 

d*où  l'on  déduit 

3  

3yV       a       V4^â7' 


donc 

3 


expression  où  Ton  voit  que  le  radical  carré,  qui  se  troure  sous 
le  radical  cubique ,  est  pris  en  plus  et  en  moins  ,  ensorte  qu'il 
ne  peut  y  avoir  aucune  ambiguité.  Soient  •  et«^  les  denzradbM 
cubiques  imaginaires  de  l'unité  ^  et 


a  ^  V   4        37  ' 
a       V  4  ^  a7  • 


\ 


on  aura 

y 


y  = 


y  = 
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X  =  .  yX  — 

I  3    . 

d'où   <x  =  «  }/Pl  — 


X  nr.V-*'  — 


naf 


■^■^■"^■i* 


3 


3  K  A 

__P 

3«i/A 


3  _» 

3«*|/ A 


mais  à  cause  de 


d*où 


3V/A 
-  =  «'    .et       ~  =  • , 


les  trois  racines  de  la  proposée,  seront  exprimées  ainsi  qn'il 
suit: 

X  =  V^A  +  V^B  , 
*  =  •  i/A  4-  nV^  > 
jp  =  «VA-  +  «  V'B. 

On  aurait  pu  paryenir  directement  aux  résultats  que  nous 
tenons  de  trouver ,  en  remarquant  que  les  équations  (i)  et 
(a)  doxment 

•  ^*'=-^'    y  +  i»  =  -^., 

d'où  Ton  conclut  >  sur-le-cbamp ,  que  ^  et  z?  sont  les  racines 
d'une  équation  du  second  degré  dont  la  première  puissance 
de  l'inconnue  sera  multipliée  par  q^  et  dont  le  terme  coiinu 

sera  —  —  :- cette  équation  sera  donc 

14*  4.  0u  —  —  3=  o;- 
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et  nommant  A  et  B  ses  deux  racines ,  on  am« 

A  et  B  ayant  les  mêmes  acceptions  que  d-dossus.  Or  on  a 
jr=»/A,       jr  =  *v^A,       jr  =  ii^v/A. 

s  1  ï 

£=:|/B,        «  =  «|/B,        «  =  ••l/B , 
d*où  on  croirait  pouToir  conclure  neuf  racines  ;  Hiait  r^qaatiea 

y*  —       3» 

dont  nous  nayons  employé  qne  le  cube  ,  lifnite  le  nombre  de 
ces  combinaisons  ;  or  de  ce  que  le  produit 


y^ 


on  conclut  que  les  valeiirs  de  s,  <pi*on  doit  combiner  par  voie 

13  3  s  9  1 

d'addition  avec  V^A ,  »\/k  ,  «VA>  »^^  l/V  »  «^|/B ,  «|/B , 
en  observant  que  «^  :=  i  :  d'où  résultent  les  trois  yaleun  de  x 
trouvées  plus  haut. 

68.  On  peut  aussi  p^rvçnir  aux  fonpyles  det  r#çjpQ|  du^iue 
trième  degré ,  d'une  manière  moins  directe  que  cell^  qui  a  éli 
exposée  ci-dessus  >  mais  qui ,  d'un  autre  côt^  a  l'avantage 
d'être  analogue  à  celle  de  Cardan  ^  jpçur  le  trôki^pie  degré* 
Soit>  à  cet  eiFet>  l'équation 

X*  •+•  px"  •+•  çx  4-  r  ==?  G, 
on  sypposer«| 

et  on  aura  d'abord 

«•  =  (j^.+  »»  +  «•)  +  a  (>«  +  J^  +  *0  . 
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et  catnuit  d«  nouveau, 

d'ailleurs , 

substituant  ces  valeurs  de  x ,  af,  x^  dana  la  proposée  ^  et  ras« 
semblant  les  termes  qui  se  trouvent  mulHpli^  ^^  y+z  +  t, 
ainsi  que  ceux  qui  ont  pour  facteur  commun  yz -j-  yt '{^  ii , 

cm  Mn  U  transforma» 

+  4(y***+J^+**<*)H-(8j'*l+(ï)  (y +  »+!)+ r=o. 

Maintenant ,  i  l'imitation  de  Thypothèse  qui  a  réusai  dans 
la  résolution  de  f  équation  du  troisième  de^é ,  nous  suppo- 
serons 

Syzt  +  ç  3=  o (i), 

4(^y-  +  Z-  +  n   +flp==0 (2), 

t 

et  il  restera  l'équation 

iy+z'+t^Y+piy+z^+n 

+  4  (y**  +  y^  +  z^^)  +  r  =  o (3). 

j^i^  mc^en  des  iqiiatioas  (i),  (a)  et  (3)»  on  détenninera  les 
troii  quantité  y^  ;&  et  |.  La  seconde  donne  d'abord 

c«tt!ç  v^lenr  (ubitituée  dans  (^  ,  U  cbange  dans  la  luivanfet 

de  plus  I  la  première  étant  él^ée  tv  can^  ^  4pnn« 
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donc ,  d*après  la  théorie  générale  de  la  formation  des  éqjMt^ 
tions  >  les  quantités  y*,  z*  et  t'  seront  les  racines  d'une  éqoa* 
lion  dn  troisième  degré  de  la  forme 

■'+ï-+(^-9"-5=«' 

de  sorte  que  si  l'on  désigne  pat  u',  u"  et  u*  les  trois  rames 
de  cette  équation  qu'on  appelle  la  réduite ,  on  aura 

u\  u"  et  u*  n'ayant  pas  ici ,  identiquement,  les  mèniBi  Talean 
que  ci-dessus ,  et  la  valeur  de  x ,  sera  exprimée  par 

• 

Comme  ces  trois  radicaux  peuvent  être  pris  dbacnn  avec  les 
signes  plus  et  moins ^  on  aurait,  en  faisant  tontes  les  combi- 
naisons possibles,  et  rejetant  celles  qui  se  répti»nt ,  huit  Tft« 
leurs  différentes  de  x.  Mais  il  faut  observer  que,  dans  ranaljn 
précédente ,  nous  avons  employé 

^       -64' 

ou  le  carré  de 


y 


8 


il  faudra  donc  que  le  produit  des  trois  quantités  x ,  jr  et  2 , 
c'est-à-dire,  des  trois  radicaux  \/u\  V/u",  ^u*,  «oit  de  signe 
contraire  à  celui  de  la  quantité  q  :  d*où  il  suit , 

1**.  Que  q  étant  une  quantité  négative  dans  la  proposée  ^ 
on  devra  prendre  les  trois  radicaux  en  plus ,  ou  deux  en  moîos 
et  un  en  plus ,  ce  qui  ne  donne  que  les  quatre  comlMnaisons 

or'   =  +  v'u'  +  j/u"  +  v/tt* 

x"  =  +  j/ii'  —  v/u"  —  y/u',  ' 


a;»> 


—  ^yu'  —  yvT  +  yu\ 
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qui   seront,  conséquemment  les    quatre    racines  de  la  pro* 
posée. 

a*^.  Que  q  étant  une  quantité  positive  dans  la  proposée,  il 
devra  se  trouver  dans  l'expression  de  x  y  ou  trois  radicaux 
négatifs  ^  ou  un  négatif  et  deux  positifs  ^  ce  qui  fournira  le* 
quatre  combinaisons 

a/   =  —  \/u'  —  y/u"  —  ]/u"\'   '  "• 

x"  =  -  v/ii'  +  V^"  +  V^". 

Ces  formules  sont  de  même  forme  que  celles   auxquelles  on 
est  parvenu  (5G). 

Sf).  On  trouve  dans  le  tome  II  des  Annales  Mathématiques^ 
une  méthode  fort  simple  pour  la  résolution  de  l'équation 
générale  du  quatrième  degré,  méthode  due  à  M;  Piiatte,, 
professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  d'Angers* 

Heprenons  l'équation 

X*  +  px^  +  </x  4-  r  =  o (A) , 

I 

et  soit  x  =  y  'i^  t  :  en  substituant  et  ordonnant  par  rapport 
à  jy  ,  il  viendra  • 


.+   P 


y-  +  4e 
+  9 


y+  «*  =  0 

+  pf 

+  9* 

+  r 

(B). 


Posons 

4tf  +  (4^  +  ap«  +•«?  )  5  =  o CQ  •• 

l'équation  (B)  deviendra 

y»+  (6<»+p)  y+(<'+pt*+.«?<+r)  =  0, (D)  V; 
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mais  réquation  (C)  déliyrée  du  facteur  y ,  doirn» 

•ubstituant  cette  yaleur  et  son  cairé  dans  (D),  on  obtient 
la  réduite 

c*est-à-dire  ^  sous  Tlijrpothèse  ^=:Uj, 

réduite  trouyée  (  58  ).  Soient  t',  f ,  r,  —  t',  —  t^,  —  if  let 
six  racines  de  (F);  celles  de  (G)  seront  l'*,  I**,  ^,  et  ob 
aura 

d*où 

en  observant  que  q  étant  positif  dans  la  proposée ,  %  doit 

être  positif.  Ainsi  lorsqu'on  prendra  la  racine  if,  par  exemple  , 
avec  le  signe  plus^  il  faudra4)rendre  sous  un  même  signe  cbacune  . 
des  deux  autres  t"  et  t",  et  lorsqu'on  prendra  f  arec  le  signe 
moins ,  il  faudra  prendre  if  et  iT  avec  des  signes  contraires  ; 
d'où  il  résulte  qu'en  changeant  d'abord  t  en  4*  ^  ^^^^^  (Q  * 
on  aura 

Qlftff 

y  =  —  t'^  +  if^+t''*+  if^'^  —  ^LLL  —  (^_  ry,' 

d'où 

-y  =  =h(r-o> 

et  qu'en  changeant  t  en  —  t',  on  aura 


I 
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d'où 

reportant  les  deux  premières  valeurs  dans  la  relation  x=y-f-X| 
en  y  changeant  ten^^tf,  on  trouve 

reportant  les  deux  autres  dans  la  même  relation  t  en  y  chan- 
geant ^  en  «—  f^,  on  obtient  les  deux  dernières  racines 

x=:^  f  + 1"  +  r, 

x  =  —  f  —  f  —  r, 

racines  trouvées  plus  haut>  pour  q  positif. 

On  retomberait  sur  les  quatre  mêmes  racines ,  en  prenant 
•Qccessivement  f  et  f^  sous  les  deux  signes ,  et  en  ayant  égard 
à  la  condition  de  q  positif  dans  la  proposée. 

Mais  q  étant  négatif,  pour  t^  positif,  les  deux  autres  racines 
ont  des  signes  contraires,  et  pour  f  négatif»  elles  ont  les 
mêmes  signes  ,  ensorte  que ,  dans  le  premier  cas ,  l'équatioa 
(£)  donne  pour  t=z  -f-  f , 

flt'  ^  —  £*f* 

y  =  f^  +  /"•  —  ^'^^    ^  '  z=:(^tr  +  r  )\ 

d'où 

•t  pour  t=z*^f,  la  même  donne 

—  2^  X  <•<• 

y  =  f^+ r- ^—  —  (<^— 0% 

d*où 

reportant  les  deux  premières  valeurs  de  y  àxoÈX^sz  y-^t, 
et  les  deux  dernières  dans  X'=.y — i\  on  retrouve  les  quatre 
racines  qoi^  plus  haut,  répondent,  ea  effet,  au  cas  de  q  né«- 
gatif. 

i5.. 
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60.  Euler ,  conduit  par  la  forme  des  racines  des  second  et 
troisième  degrés  ,  dans  ■  les  équations  'sans  second  terme, 
racines  qui  sont  de  la  forme 

» 
conjectura  que  celles  du  quatrième  ^    du  cinquième   degré  ; 
enfin  du  degré  m ,  seraient 

X  =  Va  +  y/b  4-Vc, 

f  s  s  s 


Wf  m  Wf  mm  tm 

X  =  \/a  +  V^i  +  V^^  +  V^  +  **^- 

le  nombre  des  radicaux  étant  tti—  1.  Mais  les  difficultés  qu*il 
rencontra  dans  Téquation  dîi  cinquième  degré  >  lui  firent  mo- 
fliCer  la  forme  précédente  ,  et  adopter  la  loi  suivante  ^  i  coim'- 
mencer  du  second .  degré  jusqu* au  degré  m  ^ 

s  J  .  4-44 


les    quantités   a,    b  ,  c, &    étant   indéterminées    et  en 

nombre   7/1 —  1.  Si  Ton  suppose 

\  .  i 

n 

\/u  ==  J' ,         d*OÙ         jr"»   —    U   =   G (M)  , 

I 

OU  aura 

XT=zay  +  by""  J^cy^+dy^+ .+  Ay"-' .(N). 

Si  Ton  élimine  y  entre  ces  deux  équations  ,  i*.  l'équation 
finale  ne  montera  quau-  degré  m;  2®.  elle  n'aura  point  de 
second  terme.  Pour-  donner  un  exemple  simple  de.  ce  procédé 
d'élimination  sur  lequel  on  peut  d'ailleurs  consulter  Y  Algèbre 
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de  Bezout  l  posons  les  deux  équations 

y  —  u  —  o (i), 

by^  +  a^  — i  a;  =  o (a)  : 

pour  éliminer  y  ,  je  multiplie  la  dernière,  par  y  ,  et  mettant  - 
pour  ^  s'a  yalenr  déduite  de  la  première  ,  j'ai 

ay  r—  xy  +  bu  =  o.. .  ..(3): 

je  multiplie  de  même  celle-ci  par  y,  et  remplaçant  y^  par  u, 

il  vient  •  ■ 

xy^  —  buy  —  au  =  o (4). 

Des  deux  équations  (s)  et  (3)  ,  je. déduis  »  suivant  la  méthode 
des  équaticins  du  premier  degré  à  deux  inconnues  j  les  valeurs 
de  y*  et  dé  y  que  je  substitue  dans  (4)  ,  et  il  vient ,  après  les 
réductions , 

x'  —  Zabux  —  M  (a^  +  i^)  =  o-, 

équation  du  troisième  degré  y  sans  second  terme.  On  voit 
qu'après  avoir  éliminé  y^  entre  les  équations  (2)  et  (3) ,  y  ne 
renfermera  x  qu'à  '  la  première  puissance  y  ensorte  que  danj 
ry*  entrera  a:*,'  et  la  substitution  pour  y^  et  pour  y  dans  (4)', 
donnera  un  polynôme  du  troisième  degré  :en  x  :  ce  raisonne- 
ment est  facile  à' généraliser. 

On  observera  encore  quen  comparant  le.  résultat  de  l'éli- 
mination de  y  ,  entre  les  équations  (  i  )  et  (  2  ) ,  avec  une 
équation  donnée  du  troisième  degré  ,  sans  second  t^me ,  on 
n'aura  pour  évaluer  les  trois  indéterminées  a  y  £|  et  u,  que  deux 
équations  :  on  pourra  donc  disposer  de  u  ,  qu'on  pourra  faire 
=  1 .  Dans  cette  hypothèse ,  on .  tombe  '  sur  led  équations 
auxiliaires 

y—   1=0,       X  z=i  ay  '^  by^. 

Il  reste  à  faire  voir  que  l'équation  finale  sera  s^ns  secofijd 
terme.  A  cet  effet,  désignons  par«,  f ,  y ,  ^,  les  quatre  racines, 
autres  que  l'unité  ,  de  l'équation 

/  —  1  =0, 


seront 
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ensorte  que,  pour  Téquatioii  du  cinquième  degci ,  les  cinq 

expressions 

«  f  I  *  * 

y=\/'u,     y  =  m^u,     y=C\/u,     jf=y|/ii,    jf=*V/tt, 

et  les  cinq  racines 

•  5  I  » 

X  =  a\/u  +  b  |/u*  +  c  v/tt'  +  d  |/a» , 

deviendront 

I  f  «  < 

f  f  If 

>  X  =  #y  l/a  4-  6y*  Vu*  +  cy^  v/ii»  +  d^  |/ii*, 

mab  en  désignant  par  r  la  somme  des  premièns  pnissanees 
des  racines  9  on  a 


«•=(!  +  «   +  S  +  y  +  l)  a  î/u 
+  (i   +  «•  4.  C*  4-  y»  +  /»)  ft  t/u* 

4,   (  1    4.   «3  +  fS  4,  y1  +  /^3)   ^    jj/l,3 

4-  (  i  4.  «i  4.  C*  4.  y4  4.  /♦)  d  ^/i^. 

or  (47)  les  coeiliciens  entre  parenthèses  sont  nuls  ;  conséquem-- 
ment  «-  t=i  o  :  donc  le  coefficient  du  second  terme  de  Téquar 
tion  finale  en  x  ^  est  nul ,  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 
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CHAPITRE  XL 

RésoliUionpar  les  lignes  trigonométriques  des  équations 
x"=F:a"=o,    x*" — apx"4-q=o: 


Construction  deè  racines  de  ces  équations. 


i.Si 


^OIT  d'abord  Téquation  binôme 

x"  zp  a"  =  o  : 

si  on  pose  xr=.ay  ^  on  aura 

^My*  qp  a"  =  G ,       d*où      y"  rp  i  r=  o. 

Ainsi  la  résolution  de  l'équation  x"  zp  a"*  est  réduite  à  celle 
de  jr"*  rp  1  =  G  ^  et  on  repassera  des  racines  de  celle-ci  aux 
racines  de  la  première  ^  en  multipliant  chaque  racine  y 
par  a. 

Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la  résolution  trigono- 
jnétrique  de  Téquation  j^"*  q;:  i  =  g  ,  nous  réservant  de  don- 
ner dans  l'un  des  chapitres  suiyans ,  la  résolution  algébriqua 
de  l'équation  y*  —  i  es  o. 

^%,  Nous  démontrerons  d'abord  ce  théorème  fondamental , 

(cosf  disin^.l/ — 1)"=  (co8  7n^±:sin  m^.)/ — 1), 

m  étant  un  nombre  quelconque ,  et  le  rayon  étant  l'unité  ; 
mais  d'abord  nous  l'établirons  pour  m  ^  nombre  entier  ^  et 
nous  le  généraliserons  ensuite. 

1^.  Si  Ton  multiplie  ensemble  deux  facteurs  tels  que 

co»  ç  +  «î*^  ♦•  V^—  1  •      coi  ^'  +  «û  ç' .  V/ —  1  > 


303  'ANALYSE    ^ 

on  aura  pour  produit^  après  les  réductions , 

cos  iip  +  p')  +  sin(^  +  ^')V—  ï> 

lequel  est  de  même  forme  que  chacun  des .  facteurs  ;  il  est 
remarquable  que  la  multiplication  de  ces  sortes  de  quantités , 
s*exécute  en  ajoutant  seulement  les  arcs ,  ce  qui  est  une 
propriété  -analogue  à  celle  des  logarithmes;  On«en  cdbcltira 
successivement 

(  cos  ^  -|-  sin  ç .  {/ —  1  )*  =  cos  aîp  +  sin  of .  y/ —  i , 
(cos  f  -}-  sin  ^.\/ —  1  y  =  cos  3^  +  sinS^-V/ —  i  , 
(  cos  f  +  sin  f,  ^ —  1  )^  =  cos  4^  +  sîû  4ç>-  V^ —  i  i 

et ,  en  général  ^  m  étant  un  nombre  entier  positif  ^  il*  sera 

démontré  que 

(cos  f  -f"  sîû  ç.J/—  i)"*  =  cos  m^  +  sia  tîi^.i/—  i  , 

et  en  prenant  |/ —  i  ayec  le  signe  — ,  on  aura  cette  for- 
mule conjuguée  , 

,     (cos  ^  —  sin  ^.|/ —  1)*"=  cos  mç  —  sin. Tuf.)/—  i. 

'  a°.  Pour  généraliser ,  soit 

cos  ^  4"  sin  ^.  l/ —  1  =  yC^)  , 

y  désignant  fonction  de  ;  on  aura 

cos  ^  +  sin  t. {/ —  1   -=:  f{t)  ; 

mais  le  produit  des  deux  premiers  membres,  étant 

cos  ( ^  +  0  +  sin  (  ^  +  O*  V —  1  > 

c'est-à  dire  /composé  en  ^  +  ^,  de  la  même  manière  que 
Tun  des  facteurs  Test  en  ^  ou  en  f ,  on  -  aura  nécessairement 

cos  (<p  +  f)  +  sin  (<p+^).i/_i  =  f{<p  -f  t), 

c'est-à-dire , 

/(f).x/(0=/(?  +  O; 
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équation  de  déBnition  des  fonctions  exponentielles  :  d'où  Ton 
conclut  que  f(((i)  etfÇ^t)  sont  de  telles  fonctions ,  et  qu*on  a 

.  /(^)  =  a».     f(t)  =  a', 

.c'est-à-dire. 

cos  ^  -f"  sîn  ^.v/—  1  =  aK 

Maintenant  il  nous  est-  facile  de  déduire  de  là  le  théorème 
de  Moiure ,  m  étant  un  nombre  quelconque.  En  effet,  soit 

qu'on  élève  a^  à  la  puissance  m  ,  ou  qu'on  écrive  7n^  pour  f , 

on  obtient  toujours  a"**  r  qu'on  opère  de  l'une  et  de  l'autre 
manière  sur  le  premier  membre  de  l'identité  précédente ,  et  on 
obtiendra  leâ  deux  suivantes , 

^  (  cos  ^  +  sin  ^.  {/—  i)»"  =  a'"^ 

cos  771^  -I-  sin  771^.  V/—  1  ==  a*"^, 

qui ,  en  tenant  compte  du  double  signe  du  radical ,  donnent 
celle-ci 

.     *  - 

(  cos  f  liz  sin  ^.  j/ —  i  )•"=  cos,  tti^  ±  sin  77i^.|/ —  i (i)* 

•s! 
Soit  m^  =  ^',  d'où   ç  =  —  :  on  aura 

771 

cos  —  ifc  sin  — .  V/ —  1  )    =  cos  ç'  db  sin  ç  .]/ —  i  , 
et  consoquemment , 

cos—  ±:sin  —.1/—  1  =  (cos^'ztsin^.l/ — i)* ••(«)• 

771  771^'  ,^  ^  '  ^^ 

De  la  formule  (i)  ,  on  peut  déduire  sur-le-cbamp  les  deux 
suivantes  , 

a  cos  m%  =  (cos^+sîn^.  ^/ — i)'"+(cos  ^ — ^sîn  ^.  ^ — 1)"«, 
2  sin  7n^.v/— ii=(cos^+sin^'.y'— i)'"-i-(cos^— sinç.v^ — i)". 

63.  Ces  préliminaires  établis ,  ^oit  l'équation  proposée 
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fiî  Ton  obfienre  que 

1  =  cos  9Air  -|*  siii  â^.^-^  I , 

r  désignant  la  demi-circonférence ,  et  A  étant  un  nombre  entier , 
et  qu'on  écrive  dans  la  proposée ,  au  lieu  de  Tunité^  cette  ex« 
pression  y  on  aura 

ar*  =  cos  aAr  +  sin  aAir.V^—  i  , 
â*où  y  d'après  la  formule  (a)  > 

aAjT  9>9r       . 

o;  =  cos H  sm ^l/-^  i. 

m  m 

Toutes  les  racines  de  la  proposée  seront  donc  comprises  dans 
la  formule 

X  =  cos  —  ir  4*  sin  —  »••  k'-"  ï (3)  s 

m  m       ^    ,  ^ 

et  on  les  obtiendra  en  faisant  successivement  A:=:  o,  =  i  j 
=  etc.  jusqu'à  m  —  i  inclusivement  :  il  serait  inutile  de  faire 
A  =  771  on  A>7ny  puisqu'il  résulterait  de  ces  hypotlièses* 
les  mêmes  valeurs  que  pour  A  ^  m  :  en  effet,  i  des  valems 
de  A,  telles  que 

A=:m,  A=:m+^>  A=i»  +  fl,  etc. 

correspondront  les  arcs 

am  2(m+i)  ,   a        a(m+a)  .4         ^ 

771  771  771  771  771 

dont  les  sinus  et  cosinus  sont  respectivement  égaux  i  ceux 
des  arcs 

25r  Alt 

25r,  —  ,  -^,  etc. 

771  m 

déjà  donnés  par  les  suppositions 

A=:o,  A=i,  A=:a,  etc. 

Nous   remarquerons    d'abord  que  toutes  les    racines   de 
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Téquation 

x"—  i  =  o 

sont  inégales  entr'elles  (37),  ce  qui  est  d'ailleurs  évident, 
puisque ,  dans  la  circonférence  ^  il  n*y  a  pas  deux  arcs  qui  aient 
â  la  fois  même  sinus  et  même  cosinus  en  nombres  et  en  signes  : 
de  plus ,  il  est  facile  de  voir  que  ces  racines  seront  imaginaires , 
excepté  la  première^  qui  répond  à  A=o^  et  celle  qui  est  donnée 

par  A=— ^  lorsque  m  est  un  nombre  pair.  En  effet,  pour  que  la 

partie  imaginaire  de  l'expression  de  x  disparaisse,  il  faut  qu'on 
ait 

sm  —  ir=o, 
m 

ce  qui  arrive,  iMorsque 

—  =o,     doù     A=o: 
m 

a%  lorsque 

—  =1,     doù     A=— , 

condition  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  lorsque  m  est  pair; 
puisque  A  doit  être  un  nombre  entier.  On  a  dans  le  premier  cas ,' 

X  =  C080=1, 

et ,  dans  le  second  cas , 

X  =  C06ir=— 1. 

Ainsi,  lorsque  m  est  impair,  l'équation 

ne  comporte  qu'une  seule  racine  réelle  donnée  par  A=so  dans  (3)^ 
et  lors,que  m  est  un  nombre  pair,  la  même  équation  comporte 

deux  racines  réelles  correspondantes  àA!=oetàA=^.  Donc, 

en  général ,  quel  que  soit  m  pair  ou  impair  ^  les  racines  ima^i«> 
naires  seront  en  nombre  pair,  ce  qu'on  sait  déjà. 

Nous  allons  maintenant  prouver  que  toutes  les  racines  de  l'é^ 
cation  X*—  i  :=o,  sont  comprises  dans  la  formule 
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X=:COS— ir3:«in^3r.|/ — 1 (4); 

mais  alors  il  ne  faut  aller  qne  de  a=o  i  a=  pour  m 

impair,  et  pour  m  pair,  de  a=:o  à  a=—  nombre  entier. 

Supposons  d'abord  m  nombre  impair,  et  considérons  deux  va- 
leurs de  A,  équidistantes  des  valeurs  A=i,  A=:m— 1,  aux- 
quelles  répondent  les  ti»— *i  racines  imaginaires,  et  soient,  par 
exemple,  \^=ij^,  A=m — 4  l  ^^  ^^^  P^^  <^^  substitotiovs 
dans  la  formule  (4),  ces  racines , 

x  =  cos—  .ûir+sin— 2ir.l/i, 
m  m        *_ 

orrrrcosT ^  lair+sinf  — ^I^  Jair.  j/— i  : 

or  la  somme  des  arcs  —  ar  -{- ^  ^""^  étant  égale  à  une  cîr- 

771  771 

conférence,  et  ces  arcs  devant  être  comptés  d'une  même  ori- 
gine ,  nécessairement  les  cosinus  seront  les  mêmes,  et  les  sinus 
ne  différeront  que  par  le  signe  ;  ensorte  que  ces  demi  racines 
seront  représentées  par 

x=cos—  airzcsm  — ajr.  i/"~i> 

771  771 

et  comme  on  démontrerait  la  même  chose  à  l'égard  â^  deux 
autres  formules  prises  de  la  même  manière  ,  il  s'ensmt  que 
toutes  les  racines  seront  données  par  (4)  1  en  donnant  a  A  des 

valeurs  consécutives  depuis  a=o  jusqu'à  A  = .  Le  même 

raisonnement  s'applique  au  cas  de  771  pair  ;    alors  les  valeurs 

extrêmes  de  A,  savoir,  o  et  —,  portées  dans  (4),donnent  les  deux 

racines  réelles,  et  les  valeurs  intermédiaires  de  A,  en  nombre 

,  fournissent  chacune  deux  racines  imaginaires. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'équation 

g? — 1  =0. 
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pour  laquelle  m  =  5  :  on  aura 

X  =  C08  -^  îT  ±:  sin  -f-  «r.  y —  i , 
et  pour  A  =  o , 

SA  .     SA 

coî»  -^  sr  =  1 ,      sm  -7-  «•  =  O ,       X  =  1  ; 

É 

pour  A==  1  , 

aA  -  .SA 

cos  -^  îT  =  cos  f  w ,       sin  -p-  w  =  61Q     «■  j 

X  =  cos  f  îT  i:  sin  I  îT.  y^—  i  ; 
enfin  pour  Asr  2  ,   • 

SA  .  .     2A  .      . 

cos  -^ir  =  cos  f  «■  >       sin  -^  îp  =  sm  f  w. 


5       ^      '  5 

X  =  cos  I  îT  d:  sin  ^  ;r.  |/—  1. 

L*hypotbèse  de  a  =  3  donnerait 

x=ïco8|;rd:8in|îr.v/ — i=cosrîr+^J±:sinrîP+^\j/— 1 

=cos  fîT —  ^  J  ^  sin  (îT —  F  \  V —  1  =  cos  I  îr±:  sin  I  irvV/-^i» 

valeurs  déjà  trouvées,  dans  Fhjpotlièie  de  A  =  2.  La  supposi-* 
tion  de  A  =1=  4  donnerait  , 

x  =  eos|jrd:sinf5r.V/ — i  =  cos(ir+^;r)±:sin(;r+|«p).V^ — 1 
=cos(5r— |>)±:fin(ir— -|ip).^/ — it=cos|îr±sinf  5r).v/ — i, 

valeurs  correspondantes  à  A  =  1 . 

Les  produits  des  facteurs  correspondans  aux  racines  donnée» 
par  A=:  1  et  par  a  =  2  ,  sont 

x' — 2xcos|îr+i       et      x**!— 2XC0S  f  «•  4- 1  > 
ensorte  que 

a? — l=:(x  — l)(x*  —  2XC0S  fîT-f-l)  (x* — 2XC0S^V+  !)► 

Soit  ^  pour  second  exemple  ^  Téquation 

"  •  *x*- — *- 1' :=s' o  j 
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quantité  négative  ^  est  imaginaire.  En  elFet, 


11  ' 

—  a^  =1  a'^  X^  —  1». 


Or,  d'après  ce  qui  précède  , 

—  1  =  cos  (2A+  i)  îp  +  sin  (a^  +  i)  «".l/—  1  ; 
donc 

■ 

—  i»  =  cos  ^ — ^ — J  %  +  sin  ( — ^ — ^  «--l/—  1  ; 

mais  pour  que  le  terme  qui  contient   j/ —  i   s^éyânouisse ,  il 

faut  que  —  puisse  devenir  un  nombre  entier  ,  ce  «qui 

est  impossible  ^  lorsque  n  est  un  nombre  pair. 
On  a  aussi  y  par  exemple , 


-  »^ 


—  1»^»  =  cos  (aA+  i)îr^/a  +  sin  (aA+ i)irï/a.|/ — i  : 

2A^-l 

or, et  (2A  +  1  )  |/a   ne-  seront  jamais  des  nombres 

l'   2 

entiers. 

^j.  Si  Ton  dt'signe  par r la  valeurnumérique de  \/c  ,  calculée 
par  la  méthode  exposée  (T*  sect.),  on  obtiendra  les  m  valeun 

M 

de  \/c  ^  en  multipliant  r  par  les  m  racines  de  Tunité;  ensorte 
que  ces  racines  seront  données  par  la  formule 

(2A         ^       .      2A  ,         \ 

cos  —  «•  d;  sm  —  «-.L/— i  )  , 
m  m       ^         /  * 

en  donnant  à   A  les  valeurs  o ,  i ,  2  ^  etc.  ;  et  les.  m  vâleun 

m 

de    y — c  seront  données  par 

((r>A+i)         .  .  .     fûA-f-O  ^         \ 

C0.S        ^  -^  ic  ±.  sin  i — ^^^--^  jr.l/—  i\ 
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On  peut  obtenir  de  deux  manières  les  mn  valeurs  du  produit 

V^oF  X  V^  -  ^**  ®°  désignant  ce  produit  par  s  ^  on  a 

a»»  =  ûP»i^«,      d'où      z  =  J^'o/»"*^", 
et  les  7?m  racines  de  cette  équation  sont  toutes  celles  du  pro« 

duit  \  a^,  en  calculant  les  m  valeurs  de  |/a^^  les  n  valeurs  de 

|/&* ,  et  multipliant  successivement  les  premiers  par  chacune 
des  secondes.  ^ 

Le  produit  y  a  X  V^  étant  ^ab  ,  et  chacun  de  ces  ra- 

m  m 

dicaux  y  a ,  ^b  admettant  m  valeurs ,  il  paraîtrait  résulter 

de  ce  que  nous  venons  de  dire ,  que  Ç^ab  doit  admettra 
m  X  m  ou  m*  valeurs ,  ce  qui  est  faux.  Pour  lever  cette  diffi- 
culté y  désignons   par  •  >  C  ^  y  les   valeurs    numériques   de 

|/a,  yb,    }/ab\  nous  aurons 

V a  =  •  (cos  -— -  ±.  su^ .•—  1  ), 

yb  =  C  I  cos ±:  sm .W —  i  j, 

\         7»  m  / 


."_  -.•.» 


|/aa=  y  f  co» sz  sm  \ ^  k—  i  j; 

multipliant  entr'elles  les  deux  premières  équations  ^  ou  aura 

l/aX  V^6  =  <^(<»8-^--S — *ir±:8m    ^  ^    r      y      M; 
or>  m  étant  pair,  les  plus  grandes  valeurs  de  A  et  x'  sont 


m 


i—  y  ensorte  que  la  plus  grande  valeur  de  a  -f*  ^'  est  m  ;  mais 

% 

les  valeurs  de  a  4-  >'i  depuis  —  jusqu'à  m ,  répétant  celles 

16 
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de  o  à  •— ^  le  produit  ne  peut  admettre  ^ue  a  X  —  =m 

valeurs.  Ce  même  raisonnement  aurait  lien  pour  M  nombre 
impair. 

n  est  bon  de  remarquer  que  des  detix  radicaux  ^aP,  ^aJ^, 
le  premier  a  m  valeurs ,  tandis  que  le  setond  a  mn  valeun 
difFérentes. 

Pour  multiplier  Ç^i  par  (/ —  i  >  on  réduira  le  second  radi- 
cal à  Findice  4  >  ^  il  deviendra 


.  l/(- 1)*  =  v/i , 

énsorte  que  le  produit  est  f/ 1.  On  reconnaîtra  par  le  fait 

que  les  quatre  valeurs  de  v^i ,  multipliées  cbacune  par  les  deux 

valeurs  de  |/ —  i ,  se  réduisent  aux  quatre  vaknn  de  y  i , 
ce  qui  lève  toute  difficulté. 

68.  Nous  parviendrons ,  par  une  autre  voie,  à  quelques 
propriétés  déjà  démontrées  (chap.  IV).  Reprenons  la  formule 

X  =  cos  —  s-  -I*  sui  —  w.  1/—  1  : 
m  m       ^ 

le  second  membre 


!2A 

cos  — «• 
m 


+  5m — ir.i/— 1  =  1  cos  — îT  +  sm  — sr.i/— 1  I  : 
m  \      TU  m  / 


donc  si. Ton  suppose 

a  .a 

cos  —  «■  +  sin  —  îT.  l/—  1  r=#, 

Tïl  7fl 

«  étant  alors  la  racine  correspondante  à  A  =  i ,  toutes  les 
autres  racines  seront  représentées  par  les  puissances  succes- 
sives «•,  «^ •"•  qui  correspondent,  en   effet,  à  A  t=  a  , 

=  3 ==  m  ,  ce  qui  rentre  dans  une  propriété  démon- 
trée (chap.  IX). 
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,    Ihsfût  Xr=  — ,  la  formule  précédente  donna      ^ ' 

M 

•^  =  ^  1 , 

en  supposât  m  nombre  pair.   ' 

Tous  les  produits  a  èok,  S'a  S ,  etc.  des  racines  de  Téqua* 
tîon  x^~^  1=09  sont  racines  de  cette  équation  ;  car  ce»  pro« 
duits  étant  de  la  forme  »*,  si  Ton  di^be  n  par  m ,  on  aura  un 
quotient  f  et  un  reste  r-,  ensorte  que 

à  cause  de  a*"  =  1  ;  or  r  étant  «^  m ,  a'  est  racine» 

Lorsque  les  nombres  m  et  p  sont  premiers  entr*èto,  etp<^mi 
a^  désigne  une  racine  quelcontpie  de  Téquation  Jc*—  1  »  et 
les  m  racines  de  cette  équation  ^  sont  les  puissances  êimces-* 
•iyes  1  >  â m  de  a^.  En  effet ,  de  la  fonnuLt 

•  =  cos  —  -f-  sin  — .v/— i  , 


on  déduit 

«Pzscos-^flir+AÙi^flr.  t/—  1 
m  '         m         ^ 

et 

•^  =s  cos  ^  n«'4- lin ^  sir.  l/—  i  :, 

or  en  divisant  pk  pat  m  ^  on  a  le  quotient  q  et  le  r^t»  r  ; 

donc 

mais  le  sinus  et  le  ûoeittus  ne  changent  pas  ,  lorsqu'on  dimi* 
nue  Tare  d*un  multiple  quelconque  de  la  circonférence;  donc 

•V  =  cos  \^qw  +  ^^  +  sin  f  a^  +  ^\  |/— 1 

=  cos  —  4-  sm  — .y— i. 

Cela  posé^  lorsqu'on  donne  à  A  les  m  valeurs  1  »  a... .m^ 

16.. 
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les  m  valeurâ  correspondantes  de  r^  sont  o,  i  ^  a.  • .  .m— «  i  ; 
pris  dans  un  certain  ordre  {*).  Substituant  ces  m  Taleurs 
de  r  dans  la  formule  précédente  ^  les  m  valeurs  mF,  a*^..  . .«"'' 
qui  en  résulteront ,  seront  précisément  les  m  yaleuxs  de  x 
que  Vot  déduirait  de  la  formule 

X  =  cos  —  ir  -I*  sra  —  r.  l/—  i  • 
m         '  m        ^ 

en  donnant  à  A  les  yalemiB  o,  i  ,  a m-—  i ,  et  ces  râ- 
leurs de  Xj  sont  les  m  racines  de  Téquation 

x**  —  1=0. 

Lorsque  m  et  p  ne  sont  pas  premiers  entr*eux ,  les  puissances 
de  mF  ne  donnent  pas  toutes  les  racines  de  Téquation  x"— >  1=0. 
En  effets  dans  ce  cas  ,  la  propriété  énoncée  dwaa  la  note  et 
la  conséquence  que  nous  en  ayons  tirée  ^  n'ont  plus  lieu. 

Le  produit  de  deux  racines  quelconques  des  équations 
x''  =  1 ,  x*  ^  1 ,  est  racine  de  Féquation  xw  —  1  =  o.  Soient 
ce  une  racine  de  la  première  équation^  et  C  une  racine  de  la 
seconde  :  soient  a'   et  a"  les  valeurs  de  A  qui , 


(*)  Les  nombres  p  «C  m  étant  premiers  entr'eux  >  e<  p  moindre  que 
m  ,  les  restes  des  dii^isions  des  nombres  p  >  ap  y  3p. . . .  .mp  ffar  m  »  sonl 

o,  I,  3 m  —  I.  Il  suffit  de   prouver  que  ces  restes  sont   différent , 

ou  qn^on  ne  peut  trouver  deux  restes  égaux  :  soient  m'y  m'  deux  nombres 
moindres  que  m  :  si  les  divisions  de  m'p  ,  m"p  par  m ,  poavaient  donner 
deux  restes  égaux  à  r ,  en  repr^entant  les  quotiens  par  q  et  q'f  et  snpposaot 
m'  >  m*,  on  aurait 

m'p  =  mq  -+-  r,        m"p  =s  mq'  4-  /, 
d'oîi 

Or  p  et  m  étant  premiers  entr^eux,  la  fraction  —  est  irréductible  {  mais 

m! — m"  est  <m,  donc  la  fraction  —  serait  égale  &  nne  fraction  expri- 
mée par  de  moindies  termes;  ce  qui  est  impossible  (I^*  seet.  ). 
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dans 

X  =  cos  —  îT  +  sin  —  ir.t^—  1 , 

donnent  ces  racines  «  et  (  :  oirlnra 

a'  a'  a*'  ..    A.' 

«=cos— â]r4-8in— âir.  i/— i,C=cos  — ar-f'^in  — air.|/— ir 
P  P  79 

elTectuant  le  produit  de  «  par  C ,  on  trouvera 

«^  =  cos  (  — i-! — ^  )  2ir  +  sin  (  — ^-î — ^  )  2ir.  l/—  1  : 

\p<i/\pg/ 

élevant  à  la  puissance  pq ,  on  aura 

(«o)W  =  cos  (a'</ -4-  A^p)  22ir4-sin(^V  +  AV)  a*"-!/—  i  =:  l  ; 


donc  (•Q'^  est  racine  de  x^  —  i  =  o. 

Lorsque  p  et  q  sont  premiers  entr*eux ,  les  produits  deux  i 
deux  des  racines  des  équations  x^  =^  i  ^  x^  =  i ,  sont  tontes 
les  racines  de  l'équation 

af^  -^  1  =  o, 

qui  admet  pq  racines  différentes  ;  or  les  p  racines  de  la  pre- 
mière équation ,  multipliées  par  les  q  facines  de  la  seconde  , 
donneront  pq  produits  dont  ■  chacun  sera  y  comme  on  yiènt 
de  le  yoir^  racine  de 

af»  —  1  =.o  : 

il  reste  donc  à  démontrer  que  tous  ces  produits  seront  diiFérens» 
A  cet  effets  désignant  par  m\  «"  deux  racines  quelconques  de> 

xP —  1=0, 

et  par  •,  C  deux  racines  aussi  quelconques  de  Téquatidn 

X*  —  1  =  o  ^ 
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on  aura 

a'  a' 

•'  =  C03.  —  a»-  •+•  sin  —  av.  t/—  i  . 

P  P 

#    =  cos  —  stw  Wtm  —  sht,  1/—  1  , 
P  P 

A*  a' 

C  =  oos  —  air  -f-  sÎQ  —  ^r.  l/—  l  , 

•  =  008  —  av-l'Siii  —  ar.  l/—  *  > 

çoniéquemment , 

or ,  si  «T  pouvait  être  égal  à  «'C^  on  aurait 

Vg  4-  A>  =  L'v  +  L> ,      d'oà      E  -=  ■^£^. 

mais  a'  et  1/  étant  moindres  que  p  ^  A*  et  L'  moindrai  que  f, 

1.  fraction  e  dont  les  deux  terme,  .ont  pranien  entr'eux, 

ne  serait  pas  irréductible  ^  ce  qui  est  absurde  (P*  sect.)*  On 
peut  généraliser  cette  proposition, 

€9.  Si  dans  un  cercle  (Gg.  a)  décrit  avec  un  rayonz=ia.f  on 
mène  un  diamètre  AB  quelconque  ;  quà  partir  de  rextrémité 
A  de  ce  diamètre  ,  on  divise  la  circonférence  en  am  parties 
éfçales ,  et  quon  note  par  o,  1  ,  a ,  3. . . .  am  —  i  ces  divisions, 
en  faisant  répondre  o  cai  point  A  ;  5/  dun  point  quelconque 
O  pris  sur  le  diamètre ,  on  mène  des  droites  à  tous  les  points 
de  division ,  le  produit  de  celles  qui  sont  menées  aux  numéros 
pairs ,  est  égal  à  la  différence  des  puissances  m  du  rayon  et 
lie  la  distance  du  point  O  au  centre  ,  et  le  produit  de  toutes 
celles  menées  aux  numéros  impairs ,  est  égal  à  la  sommç  iu 
mêmes  puissances. 
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Abaissant  du  point  M'  la  perpendiculaire  BfTP,  on  a 

ôSr*=ôp*+pSr*; 

mais  IVfP  représente  le  sinus  de  Parc  AM'  dans  le  cercle 
pour  le  rayon  =  a ,  et  CP  en  est  le  cosinus  ;  on  aura  donc , 
en  prenant  les  sinus  et  cosinus  tabulaires  calculés  pour  un 
rayon  égal  à  Tunité  , 

PM'  =  c  sîn  AM'; 
CP  =  a  cos  AM', 

d'ailleurs  représentant  OC  par  x ,  on  a 

OP  =  X  —  CP  =  X  —  a  cos  AM', 
et 

OM'*  =3=  X*—  aax  cos  AÎW'  +  a*  cos»  AM'  +  a»  sîn»  AM' 
=s  X*  —  actx  cos  AM'  -(•  û* 

z=z  X*—  acx  cos  —  +  a\ 

am 

Les  valeurs  de  OM*  ,  OM*  ,  etc.  s'obtiendront  en  éubsti- 
tuant  dans  celle  q\i'on  a  trouvée  pour  OM',  les  arcs  AM'', 
AM*',  etc.  à  Tare  AM'.  Si  on  ne  prend  que  les  arcs  de 
Vorigine  A  aux  numéros  pairs,  ^t  qu'on  désigne  toujours  par  c 
la  demi-circonférence,  on  aura 


AM"  =  ^-',     AM»^  =  ^,      etc. , 
jn  m 


d'où 


Sir 


OM    =  X*  —  aox  cos  —  +  a\ 

m 


4^ 


OW  =3  X*  —  aax  cos  ^  4-  a\ 

ta  * 

etc. 

Mais  les  lignes  OM*,  OM*^,  etc.  ont  au-dessous  du  diamètre, 
leurs  correspondantes  Om!*,  Om*^,  etc.  qui  leur  sont  respecta* 
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vement  égales ,  ensorte  qu'on  pourra  écrire  OM'  X  Om%  an 

f  lieu  de  CM"  ,  etc.  :  on  remarquera  en  même  temps ,  que 

OA  =  X  —  a      et      OB  =  j;  +  <z* 
Cela  posé  ^  les  facteurs  de  l'équation 

x"  —  i  =  o 

étant ,  d'après  la  formule  (4)  >  pour  m  nombre  impair , 

X —  1,    X*— axcos Hi,    X*  — axcos-^  +  i,  etc.: 

si  Ton  restitue  a  au  lieu  du  rayon  =s  i  >  pour  rétablir  I'Ikh 
mogénéitéy  on  aura 

x^— û" =(x-»-fl)rx*— aaxcos  -^ — |-a*  Vx*— aaxcos  —  +a*\ 

etc. 
=OAxOM''xOM'^XO]Vr',  etc.  X  Om'X  Om'^X  Om^*,  etc. 

Dans  le  cas  de  m  nombre  pair ,  parmi  toutes  les  lignes 
menées  du  point  O  aux  numéros  pairs ,  se  trouYeront  les 
lignes  OA  et  OB  qui  correspondront  aux  deux  extrémités  du 

diamètre. 

Les  arcs  qui  aboutissent  aux  divisions  impaires ,  étant  égaux 

^     SîT  îT       Gît  3sr 

a  =— » =  — ^1  etc.,  on  trouvera 

2m       m     um        m 


lie 


OM'  r=r  X*  —  aox  cos  —  +  a\ 

m 


3 


ÎT 


OM*  =  X*  -^  aox  cos h  a% 

771 

OAr  =  X*  —  aax  cos h  a , 

771 

etc. 
Mais  dans  le  ca&  de  m  nombre  impair ,  il  résulte  de  la  for- 
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mule  (5)  que 

ar^+a"» = (or+a/x»— aox  co»  ~+a*Va;*— aoarcos  —  +0*  j , 

etc.  ; 

substituant  donc  les  valeurs  précédentes ,  et  observant  que 
OB  =  X  +  a ,  on  aura 

x-  +  a"  =  OB  X  OM'  X  0»r  X  OM^  etc. 

X  Om'   X  Q/n*  X  Om",  etc. 

Dans  le  cas  de  m  nombre  pair^  les  extrémités  A  et  B  du 
diamètre ,  porteront  des  numéros  pairs^  ensorte  que  la  ligne  OB 
n'entrera  plus  en  facteur. 

On  a  donc  cette  propriété  dans  le  cas  de  m  nombre  pair  :  le 
produit  de  toutes  les  lignes  menées  du  point  O  à  toutes  les 
divisions  paires  et  impaires ,   en  y   comprenant  celles   qui 

aboutissent    aux   deux    extrémités  du  diamètre,  sera 

• 

70.  Les  équations  de  la  forme 

X*"  —  2/>x*  -f-  î  =  o 

peuvent  être  traitées  comme  celles  qui  ne  renferment  que 
deux  termes  :  en  résolvant  la  précédente  à  la  manière  du 
second  degré  ^  on  en  tire 

x"  =  p  ±:  V^p*  —  q. 

Tant  que  p*  sera  plus  grand  que  q,  les  valeurs  de  x"  seront 
réelles -,  en  les  représentant  par  «  et  C^  on  aura  les  deux 
équations 

X™  —  «  =  0,       x"  —  ff=o, 

dont  on  sait  trouver  les  racinei  d*après  ce  qui  précède. 
Lorsqu'on  aura  p"^  v,  q  ^  les  valeurs  de  .x"*  seront  ûnagi* 


I 
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naires  >  et  on  leiir  donnera  la  forme 

si  Ton  pose  «_ 

p  =  a ,       V/?— P*  =  *  * 
on  aura  

et  il  ne  8*agîra   plus  que  d'extraire  une  racino  du  degré  m 
de  Texpression 

a  ±1  b  S/ —  i. 


Comme  on  ne  peut  supposer  ^  en  général  > 

a  db  i^/—  1  =  cos  ^  rt  sin  f .  |/—  i  , 

parce  qu'on  n*a  pas  toujour» 

fl*  +  4»  =  1  , 
on  fera 

a  =  A  cos  0  ,        6  =  ft  sin  ^  / 

d»   » 
ou 

a*  =  ft*  cos*^  ,      6*  =  ft*  sin*^  , 
et  conséquemment , 

a*  +  6*  =  ft*    d  où    ft  =   Ka*  +  6»  =  V'q  ; 

donc 

€08  ip  z=  -— : =-r_:  sm  g)  =  — ==  =   ^  ^     ,  ■  , 

yd'+b^       yq  \/a^+b''  ^q 

cnsorte  que 

07*  =  a  ifc  6  v/—  1  =  fc  (cos  ç  ±:  sin.^.  v'—  i  ); 

mais  comme  les  arcs  ^  ,  ^  +  qw,  ^  +  4' ?  +  ^^^  > 

»  étant  un  nombre  entier  quelconque ,  ont  même  sinus   et 
même  cosinus^  on  aura 

O?'"  ==  ft  [cos  (  Ç  +  2Asr)  ±,  aux^ip  +  2Aar  ) .  V^—  l] 
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•t 

expresaion  générale  de»  la  racine  cherchée  ;  en  faisant  succès^ 
•ivement  A  =  o^  =  i  i==a,  etc*>  on  en  tire 

a/  =  A*(co8—  ±1  sin  —.i/— i  V 
\       lîi  m  J 

X  z=z  kri  C08  i-i —  ±L  sin^-î — .y — i  1  > 


X 


\  I»  m     ^        J 


etc. 


Le  nombre  de  ces  racines  ne  peut  aller  aunleli  de  am  ; 
car  en  faisant  x=im  y  A:=m+i^  on  retrouvé  les  racines 
correspondantes  à  A  =  o  ,  a  =;:  i  ,  etc.  Si  Ton  multiplie  Tun 
par  l'antre  les  facteurs  simples 

'-'-C-(*±?0-K^)v-.]- 

le  produit 

X*  —  aéxcù^(^^^^^  +fcf ..  (A) 

représentera  les  facteurs  du  second  degré  de  la  proposée. 
La  résolution  de  Téquation 

x""  —  fàpX^  +  o  ^  o 

renferme  la   démonstration    du   théorème    de   Moivre  ,   qui 
comprend^  comme  cas  particulier^  celui  de  Cotes  (69).  £n 


I 
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voici  renoncé  :  Si  on  partage  un  arc  AG  (Eg.  3)  en  un  nomhfoê 
de  parties  égales  chacune  à  AM ,  et  qiCà  partir  du  point  M ,  on 
divise  la  circonférence  en  autant  de  parties  égales  que  AM  est 
contenu  de  fois  dans  AG ,  et  quen  suite  dun  point  quelconque 
O  pris  sur  le  diamètre  ou  sur  son  prolongement ,  on  mène  les 
lignes  OM^  Oi  ^  Osi  etc.  à  tous  les  points  de  division ,  le  pro- 
duit des  carrés  de  ces  lignes^  sera  égal  à 

xj»  —  ax»  cos  ^  -{-  1  , 

en  nommant  ^  tare  AG  >  x  la  ligne  qui  joint  le  point  0  et 
le  centre  du  cercle ,  et  supposant ,  pour  plus  de  commodité , 
le  rayon  égal  à  Vunitd. 

Pour  nous  expliquer  sur  un  cas  particulier  >  soit  m  =  4» 
ce  qui  donnera  les  quatre  lignes  OM>  Oi  >  Oa^  03  :  on  anra 

5m*=:  5pV  "5^*=  (x  —  cpy  +  iS* 

=  x*— ar cos ?  +  cos* ^  4-8in*2=^ —  axco82+i* 

.                           /(P+2îr\    , 
==  X*  —  2XC0S   (  r — J-f-    1  , 

=  X*  —  ax  cos  ^^"V^  J  +  »  > 

Ô3  =  [.-co.C-±^)>.i.-(«^ 

=  X*  —  2XC0S  (  — 7 — j+  1. 

Mais  la  résolution  de  Téquation 

X*  —  ax*  cos  Ç  +  1  =  o-j^ 
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qui  revient  i  a:'  —  opx^  -j-  ^  =  o ,  dans  rhj^tbèse  de  cjf  =  i, 
pour  laquelle  oiia/t=:ietp  =  cos^^  donne  ^  d*après  la 
formule  (A)  » 

a;*  —  X*  ces  ^  +  1 


^ 


QX  COS   ^  +    1 

4 


2X  COS 


ax  COS 


âX   COS 


3 


] 
] 


—a 


et  réquation 
devient 


d*où  Ton  conclut 

ÔM*X  Ô7*X  Ôa'x  Ô3  =  x»  —  iixUos  ^  +  x . 

Pour  ^  =  ir  ^  on  a 

'  COS   f  =  —  1  , 

X*  —  21X*  COS  ^  -f-  1   =  o 

X*  +  flx*  +  I  =  o  =  (  X*  -f-  1  )*. 

Pour  9  =  o  ^  on  a 

cbs  ^  =  1  ^ 

et  la  proposée  devient 

X*  —  flx*  +  1  =  o  :=  (  X*  —  1  )". 

Dans  ce  dernier  cas ,  Tare  AG  devient  nul  y  le  point  M  etit 
en  A  ,  la  circonférence  se  trouve  divisée  y  à  partir  du  point  A 
ou  M  ^  en  quatre  parties  égales  ,  tandis  que  y  dans  le  théo- 
rème (69)  y  elle  était  divisée  en  huit  parties  égales  pour  Téqna- 
tîon  x^ — 1=0;  mais  alors  on  ne  prenait  que  les  lignes  menées 
du  point  O  aux  numéros  pairs  qui  deviennent  ici  tous  les  nu- 
méros o  ,  1 ,  2  ,  3  :  on  observera  de  plus  que  le  produit  x*—  i 
le  trouve  représenté  par  0Ax0iX0ax03.  Dans  le 
cas   de   0  =:  ir ,   les  arcs    donnés  par  la  construction ,  sont 


SîT    5*    7«- 


Sx 


7f  -7"t-T»^i  ouiX-Q->3X 


4'    4' 4' 4 


8 


flîT     .       a*"        >•  ^**' 


1 
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c'est-à-dire ,  les  multiples  impairs  de  la  mconSérénoB.  àrfiât» 
en  huit  parties  égales.  Ainsi  x^+  i  devient  le  produit  de 
toutes  les  lignes  menées  du  point  extérieur  aux  numéros  impaîis 
de  la  circonférence  divisée  en  huit  parties  égales. 

On  voit  donc  que  le  théorème  de  Moivn  contieiit .  celni 
de  Cotes. 

71.  Lagrange  a  donné  du  théorème  de  Cotes,  une  démonS' 
tration  uniquemelit  fondée  sur  des  principes  connus  à  Tépoque 
où  ce  second  géomètre  écrivait.  Il  est  clair  'qu*il  suffisait  de 
trouver  la  décomposition  en  facteurs  réels  du  second  degré  de 

x"  ifc  1  :?=  o, 

puisque  de  là  suit  le  théorème  de  Cotes,  et  que  rédproqoement 
du  théorème  de  Cotes  résulte  cette  décomposition. 

On  avait  remarqué  avant  Cotes  que  les  cosinirs 

coaoy,      cos  y,      cos  ajr,      oosSy^       etc., 

formaient  une  suite  récurrente  dont  Téchelle  de  relation  (*)  est 
—  1  ,  +  2  cos  y  ,  c'est-à-dire ,  que  pour  avoir  la  valeur  d'un 
terme  de  cette  suite ,  il  faut  multiplier  le  précédent  par  aco»y, 
et  du  produit  retrancher  Tantépénultième  tenue.  Cette  re* 
marque  était  due  au  géomètre  français  Viete.  En  effet ,  de  la 
formule  connue 

2  cosacosfc  =  cos(a-(-&)  +  cos(a  —  i), 

on  déduit ,  en  faisant  bz=a  =  y  , 

a  cos^y  =  cos  ay  +.cos  o ,     d*où    cos  2^ =ft  oos*y  —  cos  o , 

ce  qui  vérifie  la  proposition  à  Tégard  du  troisième  terme.  Pour 
l'étendre  à  un  terme  quelconque ,  faisons  a  =  (7n  —  ijfr^et 
2H)us  aurons 

2  cos  A  cos  (m—  1  )  &  =  cos  mi  -f-  cos  (m  —  2)  i , 


(')  Voyez  le  cbap.  XX  de  la  première  icciion,  et  le  chap.  XXV  de  ceH«L  * 
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d*où  résulte  y  en  diangeant  m  — ^  i  en  m^  et  6  en  y , 

a  cos  y  cos  mj^  =  cos  (ni+i)jr  +  cos(j?i— i)  j^  ; 

et 

cos  (  m  +  1  ) y  tî2  a  cos  j^  cos  mjr  —  cos  (  m  •—  i  )  j^. . . (i). 

Maintenant  qu^on  pose 

,    1 
a  cos  ^  =  X  +  -  : 

je  dis  qu'on  aura 

a  cos  my  ^  x*"  +  — (a)  : 

en    eiFet^  en    suf^osant  que   les    deux   termes  consécutifii 
a  cos  fjn — i)  j' eft  a  cos  my ,  soient  de  la  forme  x"^'-< ^ , 

x"  + 1:;;  >  on  aura^  par  la  substitution  dans  (i)  ^  après  avoir 
multiplié  de  part  et  d'autre  par  a , 

a  cos  (m  +  1)  jr  r=  (x  +  i)(x»  +  ^)-(a-^'4.-l^) 

Ainsi  9  pourvu  que  les  deux  premiers  termes  a  cos  oy  et 
a  cos  ^  soient  de  la  forme  sd^  -^  ~  »   ®^  faisant  m  =  o 

et  m  =  1 9  ce  qui  est  en  effet,  tous  les  autres  seront  nécea-* 
aairement  de  la  même  forme. 
Maintenant  les  deux  équations 

a  cos  y  =  X  +  - ,       a  cos  my  =  x"  -f-  -3;^  , 

donnent  ces  deux-ci , 

X*  — •  ax  cos  ^  +  1=0^    x'"  —  ax**  cos  my  +  1=0^' 
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qui  doivent  donc  avoir  lieu  en  même  temps  ;  par  conêêtfaeaï 
il  fant  qu'elles  aient  une  racine  commune.  Soit  a  cette  radne! 

coomie  ces  équations  demeurent  les  mêmes  en  a?  et  en  -  j  il 

.1 
s*ensuit   que  -  sera  encore  une  racine  comiûtihe  aux  mêmes 

a 

équations  ,  ce  qu*il  est  facile  de  prouver  par  le  calcul  ;  car 

la  première  résolue  ,  donne 

X  =  cos  j^  ±:  sin  y.V'—  i': 

ces  racines  substituées  dans  le  prunier  membre  de  la  seconde^ 

donnent  ^ 

cos  amj'isin  amy.  \/— i— a(c<)s  mydisinTiiy.  |/ — i)co8  my+i 

qui  >  en  exprimant  cos  amy  et  sin  ^my  en  cos  my  et  sin  my^  M 
réduit  à  zéro.  Donc  x*  —  ax  cos  j^  +  i  sera  nn  diviseur  de 

x*"  —  ax"  cos  my  -|-  i  =  o. 

Qu'on  pose  my  =  ^ ,  d'où  jf  =  —  :  on  aura 

x^  —  ax*  cos  ^  -f.  1  =  o , 

divisible  par  x*—  ax  cos  —  +  i  :  or  cos  f  =  cos  (f  +  a;tar)  ; 

A  étant  un  nombre  entier  quelconque  >  et  ^  la  demi-circonfé- 
rence :  donc  en  faisant  A  =o  ^  =  i . . . .  =:m—  i  ^  on  aura 
cette  décomposition 

^m —  2x"»  cos  ^  +  1  =  jx»— axcos  — + 1   I 

X  fx*— axcos  ^?i£î^+  n 

X  Fx*— ax  cos  ^£i::^^  j^  i"l 

Pouf  ^  =  0,  ç=  ir ,  la  formule  précédente  devient  (x"  :+:  i)\ 


ALGÉBRIQUE.  fl57 


CHAPITRE  Xn. 

t 

Résolution  trigonotnétrique  des  équations  des  second 
et  troisième  degrés  :  trisection  de  U angle. 

7a .  vJONSIDÉRONS  réquatioQ  du  second  degré 

dans  laquelle  nous  supposerons  d*abord  q  positif  :  faisant 

X  =  z  \^q (1), 

on  aura 

qz*  +  pz  \^q  +  <7  =  o  ,     d'où    «•  H — y-  z  +  1  =  o  , 
«t  divisant  par  z ,  il  viendra 

*  +  î  =  -F^ (^)- 

i*.   Si  — î  '  est ,  abstraction  faite  du  signe  ,  moindre  qum 

Funité  ,  auquel  cas  les  deux  racines  sont  imaginaires ,  puisqu'il   * 

résulte  de  cette  hypothèse  que  ^  •<  <j ,  on  fera 

4 

z  c=:  cos  u  +  sin  u.^''^  1  , 
«nsorte  que  1  équation  (â)  deviendra 

V-  =  cos  u  +  sin  u.  1/ —  1  + '• — |^ — : ^ 

^q  ^  '  cos  u  +  sm  tt.  v/— •  i 

=  2  cos  u , 

tn  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par 

cos  tt  —  sin  u.  v^—  i  : 

*7 
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on  déduit  de  là , 

cos  u  = ^-— . 

Les  tables  de  sinus  feront  connaître  l'angle  u  ;  et  comme  â 
la  même  valeur  de  cos  u ,  répondent  les  angles  +  u  et  —  b, 
on  aura  pour  z ,  et  conséquemment  pour  x ,  deux  yalenrs  qû 
seront  imaginaires. 

n^.  Si  le  nombre ^--=  est .  abstraction  faite  du  signe , 

P* 
plus  grand  que  Tunitéi  et  alors  ^  ^  9  >  on  fera 

4 

z  =  tang  u, 
et  on  aura 


+  1                          1          sm*u-l-cos*u          a  p 

-  =  tanga+- =  — ; =s-: =: ^:, 
z           ^         tangu        smucosu        sm  du            1/^' 

d'où  on  tire  , 

8in  aii  =  —  — ^— i- 

P 

Les  tables  de  sinus  donneront  le  plus  petit  des  angles  qui 
répondent  à  cette  expression  de  sln  qu  ,  prise  positivement  : 
cet  angle  pris  avec  le  signe  moins  y  sera  la  valeur  de  au  ; 
mais  à  ce  sinus  répondent  les  deux  arcs  su  et  ir  •—  su , 
vr  étant  la  demi-circonférence  :  on  aura  donc  pour  les  deox 
valeurs  de  x , 

X  =  V/^  X  tang  u  ,      a:  =  V^7  X  tang  (j^  —  u\, 

racines  réelles  et  négatives ,  à  cause  de  Tare  u  négatif. 

3"*.    Dans   le    cas  de    q   négatif,  auquel  répond >  d'après 
l'hypothèse  (1)  , 

_  1 p_ 


I 
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on  fera 

z  =  taDg  u , 
d'où 

1       /  i     \  ï  —  tang^  a 

z  — -=  (  tangU  — —  I  =— 2 — ::=:.«.  .  ; 

z      \     ^         tang  u/  tang  u  tang  au  '  • 

« 
et  coaiéquemment  y  , 

+   a\/q 
P 

Les  tables  de  ainus  feront  connaître  le  plpj  petit  des  angles 
qui  répondent  à  cette  expression  de  tang  au  -,  mais  à  la 
tangente  de  au ,  répondent  les  deux  arcs  au  et  if -^  au  \  çn 
aura  donc 

X  =  V^9  X  tang  u ,       a:  =  \/g  X  tang  ^î  +  nV 

c'est-â-dire  ,  deux  racines  réelles  ,  l'une  positive ,  et  l'autre 
négative. 

Passons   à  l'équation    du  troisième  degré ,  et  considérons 
d'abord  la  suivante, 

dont  l'une  des  racines,  est  (diap.  X) 

Cette  racine  étant  réelle  ,  quelle  que  soit  la  valeur  num^ 
rique  de  -^ ,  on  pourra  égaler  —  à  la  tangente ,  par  exemple , 
qui  passe  par  tous  les  états  de  grandeur  >  et  à  TeOçt  de 
rendre  —  +  ^  ^^  ^^^^  parfait ,  on  posera 


p* y*tang*ii y*  sin*  u 

97  4  4  w»  " 
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d'où  l'on  tira 


y        a       *  ^  V  cos'tt 

3 


c'eit-à-dire , 

3  3^ ' 

•r  la  relation  (i)  donne 

'  ^        tang  u  ' 
«nbstituant  -dans  x  y  on  trouve  ,  après  une  série  de  réductioiu 

x=-(v^'^°*^"-  v^^^°g^")x  a  y/g, 

puis  posant  •       ^ 

_         « 
y/cot  I  u  =  cet  li' ,       d'où       V^^ang  ^  u  =  tang  u' , 

et  observ'ant  que 

cot  u'  —  tang  v!  _  , 
^ —  =  cot  ou , 

la  valeur  de  x  devient 

X  =  —  a  cot  2u'.  \/^. 

Soit ,  en  second  lieu  , 

a:^  +  px  —  ^  =  o  : 

li  Ton  suit  attentivement  le  calcul  précédent ,  on  reco 
naîtra  que  le  changement  du  signe  de  q  n*a  d'autre  efl 
que  de  changer  le  signe  de  la  valeur  précédente  de  x\ 
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aura  done 


a?  =  a  cot  !m' 


^/l■ 


Soit  ^  en  troisième  lieu  y  Téquation 

on  a 

3  3 

.=v/-i,VFI+v/-i»-\/f^. 

Si  Ton  suppose  d*abord  —  <  —  et  qu'on  fasse 


la  racine  précédente  deviendra 

3  3 

a: 

3  3 


J     3      

=  y      _2L^(i^0SIi)+  V      — -Î^^CI+COSU) 

'^              smu                   ^"T              sina  '' 

3 3 

y-     V  27  \     sin  u     /         V     V  27  \    sin  a     / 
=  1^/-  (tangiu)— /cotiuj  ^ 


3  3 


=a_  '  rtangu'+cot  ufn  -  /p  _   _,     V  5   , 
L  ^  J'V   3.."^  sin  2uf  " 


.•  ■  i 
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en  posant 

V/tang  i  u  =  tang  u'. 

Soua  la  relation  ~  ^  ^  >  ^  ^^  TfaytiollifeM  actuelle  p<Co» 

on  tombe  dans  le  cas  irréductible  (56),  et  alors  on  ne  peut 
plus  supposer 

p* q*  sin*  u  ^ 

â7~        4        ' 


puisqu'on  aurait  le  sinus  plus  grand  que  le  rayon  :  nous 
viendrons  incessamment  sur  ce  eas ,  et  nous  k  IraîleEOBB  ton» 
deux  points  de  vue  difFérens. 

Pour  réq[aation 

a^  —  px  —  ç  =  o, 

les  mêmes  calculs  auraient  conduit  à  là  valeur 


v1 


'    sm  au 
Reprenons  Téiiuation 

a;^  —  /ix  +  9  =  o  : 

l'hypothèse 

X  =  r(«+i) (i), 

r  étant  une  quantité  indéterminée  ,  donnera  la  transformée 

r»  (*'+ p)  +  (3r^ -pr)  (a  + 1  )  +  <;  =  o  : 

déterminant  r  au  moyten  de  Féquation 

Sr'  —  pr  •=  o  , 


on  aura 


-s/i- 


ALGÉBRIQUE.  aS^ 

et  la  valeur  de  z  dépendra  d'une  réduite   du  sixième  degré 
résoluble  à  la  manière  du  second  :  en  effet ,  il  restera 

d'où  , 

^  z^  H  pyp  ^  ^ 

Les  équations  (i)  et  (â)  serviront  ensemble  à  résoudre  la  propo^ 
sée.  Supposons  d*abord  que  le  nombre  proposé  h  soit ,  abstrac- 
tion £ake  du  aigne^  moindre  que  l'unité  :  alors  la  quantité 
\q^ — 77-/'^  ^^^  négative^  et  la  proposée  tombe  dans  le  cas 
irréductible  :  que  l'on  fasse 

z  =  oos  u  +  sin  u.  t^—  1  , 
d'où 

"  =  ("  +  0v/3  =  ^^^»"Xv/3 ®' 

et  de  là  ^  d'après  le  théorème  démontré  (chap.  X  )  ^ 

(cos  u  ±:  sin  u.|/—  1  )"•  ^  ces  mu  ±:  sin  mu.  \/ —  1 , 
on  déduit 

i&3  -f-  -^  =  cos  3u  +  sin  3u.|/—  1  + 


cos  3u  +  sin  3u.  y/—  1  ' 
c'est-à-dire , 

7?  A — r  =  a  cos  3u ,      d'où      cos  Zu  =  A. 

Soit  3u  le  pins  petit  des  angles  dont  le  Qosinus  est  h , 
angle  qui  sera  donné  par  les  tables ,  on  aura  pour  3u  les  trois 
valeun  3u ,  a«-  -f-  3ii ,  /^ir-i-Zu,  et  par  conséquent  les  trois 
valeurs  de  x  seront  ^  d'après  l'équation  (3)  , 
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X  =2  a  cos  u  .  I /^  , 


0?  =  a  cos  (  -^  +  u  V  i/| , 


a  cos 


(f+")Vi 

On  voit  clairement  ici  comment  l'imaginaire   |/—  i  qui  ; 
dans  le  cas  irréductible  ,  s'introduit  dans  les  trois  racines  , 

disparaît  dans  l'expression  àe  r(z  ^ — V  et  comment  lïij' 

pothèse  £  =  cos  u  +  sin  u.|/-—  i  fait  prendre  aax  racines, 
une  forme  à  la  fois  réelle  et  finie. 
Dans  le  cas  de  /i  =  i  ^  on  a  Su  =  o ,  d'où  u  =  o  ;  d'ailleuo 


—  rn«  -I^  ï=  —  —  ! 

a 
donc  les  racines  deviennent 


cos  -ç-  =  —  -  ,       cos  -rr- 
o  a  0 


X 


mais  la  relation  (a)  se  change  alors  dans  celle-ci 
de  laquelle  on  tire 

\/?=-^-^- v/?=-^•v/^=-^ 

et  enfin , 

ainsi  les  trois  racines  se  changent  dans  les  suivantes  \ 

?  3        _  .  3 

x  =  aY/-2,      ^=_y/l2,      x=-y/-- 

qui  sont  celles  que  nous  avons  trouvées  (5S). 
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Lorsqa*abstraction  faite  du  signe  ^  le  nombre  h  eit  plni 
pand  que  l'unité ,  on  doit  faire 

z^  =  tang  Uy 
d'où 

z'  -4 — -  =  -: et     sin  au  =  ^  : 

z*       sin  au  n 

on  tire  de  là^ 

s 

z  =  V/tang  u  =  tang  u', 
et  par  conséquent ,  • 

sinau 
les  deux  autres  racines  seront  > 

a:  =  [.tangu'  +  ;^^]v/| 


_  #  tang*u'  +  / 

—  1 ;         ^ 

tang  u 


v/l' 


a:  =  [-'tangu'  +  ;;7^]y/| 

_  #^tang'u^  +  ^  ^  ^  /p 
—        tang  u'         ^  V3' 

/  /         — i+l/— 3       —  T— 1/— 3       ,,  . 

«  et   •    étant  ' — et  ^ S  réduisant. 

a  a 


on  trouvera 


^  ^  r->q:coaau-i/-3-|      ^^ 
L  sinau  J  V  o 

Lorsque  le  ^coefficient  p  est  positif^  pour  que  la  quantité  r 
•oit  réelle  ^  il  faut  poser 
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d'où 

'"(*'"?)  +  (P^-3^>  (*"î)  +  9  =  0: 
on  a  donc 

et  la  transformée 

-        1             301/3  , 

z' 7  = *8^  =  flfc  ; 

on  fera  alors 


-3=  tangu. 


d'où 


—  tang  II  + =  aA      et      tang  au  =  7  : 

°       •    tangtt  ^  A 


on  aura  donc  l'angle  u  au  moyen  des  tables. 
Soit  encore 

l/tang  u  =  tang  u  : 
la  racine  réelle  sera 

a:  =  — - — s  , 

tang au 

'et  les  deux  racines  imaginaires  seront  représentées  par 

r~  cos  .u- zpy- 3-1     ^ 

L  8in  au  J  V  3 

Les  racines  de  l'équation  du  quatrième  de^é,  étant  c 
fonctions  très-simples  de  celles  de  la  réduite  ^  pourront  él 
facilement  traduites  en  quantités  trigonométriques. 

73.  Etant  donné  le  cosinus  d'un  angle ,  trouver  le  cosin 
de  son  tiers. 


ALGÉBRIQUE.  aÇ7 

Soient  Sm  Fangle  donné  y  a  son  cosinus ,  m  Tangle  cher* 

ché ,  008  m  =  X  :  on  a  d'abord  cette  formule  trigonométrique 
connue 

cos  Zm  =  cos'  m  —  3  sin*  m  cos  m , 

laquelle ,  à  cause  de  sin*m  =1  —  cos'm ,  devient 

cos  3i?t  =  4  cos'  m  —  3  cos  m  ; 
conséqueniment  y 

2  =  x'  —  J  X  ,       d'où      x'  —  \  X  —  iassro. 
4 

On  sait' que  a  =  cos  37ii  répond  à  un  nombre  indé&ni  d'arcs 
différens  qui  sont  3m  ,  2?r  —  Zm ,  ax  +  Zm  ,  4«'  —  Sm  , 
4«'  +  3ni ,  etc.  y  et  qui  ont  ^  en  effet  y  même  cosinus  en  nombre 
et  en  signe  :  mais  il  arrive  ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  le  chapitre 
précédent  y  que  y  parmi  les  cosinus  des  arcs  sous-triples  des 
précédens^  trois  seulement  sont  différens^  et  conséquemment 
propres  à  exprimer  les  racines  de  la  proposée. 

Comme  cette  proposée  manque  de  second  terme ,  la  somme 
des  trois  cosinus  qui  en  sont  les  racines  y  est  nulle  :  on  a 
donc 

cos  m  +  cos  r  -=•  +  m  J  +  cos  (  %"  +  '**}  =  o* 
En  effet  y  cette  quantité  développée  devient 

1  +cos-=-  +  cos-~J  —  8m7ii(sm-=-  +  sm-^J  =  o: 

il  faut  donc  qu'on  ait  séparément 

2flr  4«"  •    ^^   1     •    4*'       ^ 

i+cos-^  +cos-^=o,       sm-=-+sm-=-  =  o, 

conditions  qui  ont  effectivement  lieu  y  en  observant  que 

âir  i  .     flir         i/3 

cos^=-.-,       8mg.=  — , 

4«-  1  .   4«-  1/3 

3  a  o  a 


COS  771 
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lie  problème  est  dore  en  mônic  temps  résolu  par  rapport 
aux  arcs  5/ii  >.29r-|-  3m  ,  4** "h  ^^  •  ^^^^  quon  prenne  Tare 
sw  —  3m  y  qui  a  même  cosinus  en  nombre  et  en  signe  que 
Tare  5m  y  et  on  aura  encore 


cos 


f^?^—  nij  +  cos  ^—mj  +  cos  C^'^^J  =  °» 

qui  donne 

(Qir  Aie  ^     \ 

cos  -=-  +  C05  -k — h  cos  2x1 

+  sm  m  (  sm  -=--+•  s"i  "^  ">    *'°  ^'*"J  ^^^  ®  • 

on  est  donc  ramené  aux  conditions  précédentes^ 

,  îîîr   ,  Atf  .    Zw    .      ,    lot 

1  +cos-=-+cos~-=  o,       sm-=-  +  8m-^  =o  ; 

et  conséqucmment  ,  le  problème  est  encore  résolu  pour  la 
arcs   2;r  —  3m  ,  4^  —  3m ,  6«-  —  3m. 

On  trouve  d'ailleurs , 

cos  m  X  co!>r  — +  m  JX  cosT^^  +  m  j  crx' — -.x y 

/9.V        \            fA'K        \            /Gx         \        ,3 
cos( -t:; m\  X  COS  f  -;:r  —  mjx  cos(  -^ mj  =  ar — -Xy 

et  comme  chacun    de    ces  produite  =  -  ,  on   est  ramené  à 

4 

réquation 

*        3  a 

JC"^  —  —  X  —  —  zro. 

4  4 

Or  cotte  équation  tombe  dans  le  cas  irréductible  ,  c'est-à-dire 
cjue  sî^s  trois  racines  se  présentent  sous  forme  imaginaire. 
lin   eifet,   la  condition 

37       4 
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«st  satufaite  >  puisM|ue  le  cosiniu  a  étant  toujours  plus  petit 
que  r  unité  ,  on  a 

64^64'    •  . 

ce  qui  'est  le  caractère  de  l'irréductibilité.  On  sait  ce  quê 
deviennent  les  racines ,  lorsque 

27       4/ 

ce  qui  arrive  ici  pour  a=  1.  D'ailleurs  1  on  reconnaît,  à 
priori ,  que  la  prop(\sée  tombe  dans  le  cas  irréductible  ;  car 
elle  ne  peut  admettre  que  des  racines  réelles  ,  et  c'eut  alorâ 
feulement  que  rirrc>ductibilité  a  lieu. 

Noui*  nous  proposerons  donc  de^  ramener  toutes  les  équations 
du  troisième  degré,  lorsqu'elles  tombent  dans  le  cas  irréduc- 
tible, à  une  forme  telle  quelles  soient  comparables  à  l'équa- 
tion que  fournit  le  problème  de  la  trisection  de  l'angle.  Maîj 
ayante  examinons  plus  particulièrement  cette  équation 


x*^  —  -a: ;=o 


?l  a 

4         4 

et  supposons  que  son  dernier  terme  soit  positif ,  ou  qu*on  ait 

-        3         ,    rt 

X— ■  -   .r  -f-  —  =  o. 

4  4 

Le  produit  des  racines  qui  sont  réelles  ,  sera  donc  négatif, 
et  alors  ,  ou  les  trois  racines  seront  négatives ,  ou  il  y  en  aura 
une  négative  et  deux  positives.  Mais  on  «iperçoit  aisément 
qu'elles  ne  peuvent  être  toutes  trois  négatives ,  parce  que  leur 
somme  est  zéro ,  d'après  la  composition  de  l'équation.  Ainsi, 
lorsque  le  dernier  terme  est  positif ,  il  y  a  nécessairement  une 
racine  négative  et  deux  positives.  Dans  le  cas  du  dernier 
terme  négatif ,  il  faut  qu'il  y  ait  une  racine  positive  et  deux  ' 
négatives ,  parce  qu'autrement  les  trois  racines  devraient  ctre  » 
positives  ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu. 


I 
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Si  l'angle  donné  est  droit ,  le  dernier  terme  eit  zéro  :  ti 


■Tir 


effet,  dans  ce  cas,  les  arc$  tiers  8«nt  ^,  T  "^  "3"»  ^  "^  3 
le  cosinus  de  -^  +  V  *  ou  de  —  est  zéro ,  et  ceux  de  ^ 

et  V-  +  -;?-  >   ou   de   7  et  -tt  sont   égaux   et  de    différent 

•ignés. 

Revenons  maintenant  à  la  question  énoncée  plus  haut,  et 
prenons  pour  exemple  l'équation 

^  —  i^  —  Tï  —  o, 
qu'on  peut  écrire  ainsi  qu'il  suit , 

aP  —  l  X-—  i.j  =  o: 

alors  X  représente  le  cosinus  du  tien  d'un  are  dont  le  txîple 
a  ^  pour  cosinus  :  ainsi ,  pour  avoir  la  valeur  de  x ,  il  fint 
chercher  le  logarithme  de  ^ ,  et  l'arc  dont  log  cos  =  log  7: 
divisant  cet  arc  par  3 ,  on  prendra  le  cosinus  du  quotiot 
qui  sera  l'une  des  racines.  On  sait  trouver  les  autres. 

Passons  à  l'équation  plus  générale 

or^  —  px  -{-  q  z=z  o (1)  :     • 

on  suppose  ici  le  coefficient  p  négatif,  aUn  que  la  proposée 

puisse  tomber  dans  le  cas  irréductible  :  le  terme  tout  connu 

peut   d'ailleurs    être  positif  ou    négatif.   On  fera  ,  dans  la 

proposée , 

X  =  rrf, 

ce  qui  la  changera  en 


ou 


rV^  —  prx'  +  <7  =  o, 
•^'-^^  +  ^  =  0 (a). 
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Sous  cette  forme  ^  la  précédente  devient  comparable  avec 


en  posant 


.3  a  _  ^^ 

4  4 


Faisant  cette  substitution  dans  (a)  >  elle  devient 

4""  ^  Wp' 

5a.  1/3 
SI  donc  ^*  1^  ■  est  plus   petit   que    l'unité  ,   la   précédente 

rentrera  dans  le  cas  de  l'équation  (  3  ) ,  dans  laquelle  a 
est  plus  petit  que  Tunité  :  or  cette  condition  a  toujours  lieu 
lorsque  Téquation  donnée  tombe  dans  le  cas  irréductible  ; 
car  alors  on  a 


^F'>\t. 


Cela  posé  ^  on  peut  résoudre  cette  équation  par  la  méthode 
dont  nous  venous  de  faire  usage  à  l'égard  de  l'équation 


Dans  le  cas  de 


^5  ^    — 

ar  —  -;X  —  —  sso. 

4  la 

2pVp    ^  '  ' 


on  aurait  un  cosinus  plus  grand  que  l'unité ,  et  dont ,  coik* 
quemment ,  on  ne  pourrait  assigner  Tare  correspondant. 

74.  Cherchons  maintenant  i  transformer 
qui  exprime   l'ime  des    racines  de   l'équation  du  troisième 
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degré.  On  a 


\/a^+b^        /ÔH-^ 


or  a  ^ et   &  étant  des  quantités  réelles ,   {^a^  -|*  ^  sera  plus 
grand  que  a ,  ensorte  que  sera  plus  petit  que  ruoité, 

aÎDsi  que  — : On  peut  donc  supposer   eue   — =^^ 

soit  le  cosinus  d'un  arc  inconnu  x  qu*on  peut  trouver  par 
le  moyen  des  tables  ,  puisque  les  nombres  a  et  6  sont  donnés  ; 

et.  dans  cette  supposition  .  —  ■  sera  le  sinus  du  mêmt 

arc  y  comme  on  s* en  convaincra  en  observant  que  le  rajOB 
étant  Tunité  ^  on  a 


a» 


ensorte  que 
a  4-  ft  i/—  1  =  y/a»  +  b*  (cos  x-^-Anx.  |/—  i  ), 

et,  d'après  le  théorème  (chap.  X), 

3  €   

\/{a+b\/—\)=  V^a*+/>-(cos  î  x  +  sin^x.l/— i): 

substituant    donc  —  -  pour  a  ,    et  l/-^ —  P^^  ^  >  ^ 

aura 


3 


6 

{ces  ^  X  -^-  sin  J-  X.' V/ —  1  )       /  p' 
+  cos  j  X  —  sin  7  x.  \/ —  i  /   y  âj  * 
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X  étant  Tare  dont  le  cosinus 

g         __  — '<;  j/â/ —  3q  .y/S 


Ainsi  la  première  racine  est 

X  =  s  co3  3  ;a^  X 

et  la  condition  sous    laquelle   le    cosinus  est  ^  1  .  est  ex- 
primée par 

4       37 

Les  deux  autres  racines  .se  produisent  sons  une  forme  à  la 
fois  réelle  et  finie. 

On  voit  donc  avec  quelle  facilité  on  peut,  au  moyen  des 
tables  des  logarithmes  des  lignes  trigonométriques ,  évaluer  en 
nombres  ,  les  racines  des  équations  des  second  et  troisième 
degrés^  même  lorsque  les  racines  de  cette  dernière  tombent 
dans  le  cas  irréductible  ,  ce  qui  ne  peut  se  faire  autrement^ 
dans  ce  dernier  cas  ^  qu*en  déwloppant  les  formules  générales 
qui  les  représentent^  en  suites  infinies  pour  les  obtenir  sous 
forme  réelle ,  et  convergentes  pour  les  calculer  avec  Tapproxi* 
mation  suffisante.  Le  lecteur  fera  bien  de  résoudre  trigo* 
nométriquement  ^elques  équations  dont  les  coefiiciens  seront 
en  nombres. 


18 
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CHAPITRE  XUL 

Résolution  algébrique  de   V équation 
X    —  I   =  o. 

7B . Il  OUS  avons  annonce  Tapplication  de  la  méthode  (54) 
à  la  résolution  algébrique  de  Téqu^tion  af^ — 1=0  ;  tel  est 
le  sujet  de  ce  chapitre  qui  est  encore  tiré  de  la  Résolution 
des  équations  numériques. 

76.  Nous    avons    démontré  (  chap.  IX)  que  «*que  noui 

remplacerons  ici  par  r,  étant  une  racine  autre  que  l'onité^ 

de  r  équation 

x"  —  1  =  o  , 

on  pouvait  représenter  ses  m  — •  1  autres  racines  par  les  termes 
de  la  série  géométrique 

r.      r^,      r\      r*, r—*. 

77.  M.  Gauss  a  eu  Tidée  heureuse  de  substituer  à  la  pro- 
gression arithmétique  des  exposans  ,  une  progression  géomé- 
trique ,  en  vertu  du  fameux  théorème  de  Fermai ,  démontré 
(chap.  IX).  Soit  donc  a  une  racine  primitive  pour  le  nombre 
premier  m,  de  manière  que  les  771—  1  termes  de  la  progres- 
sion géométrique 

a  ,       a*,       a^,       a*, a"»~», 

étant  divisés  par  m  ,  donnent  pour  restes  tous  les  nombres 
moindres  que  m — 1,  et  dont  f  unité  sera  le  dernier  :  les 
m —  1    racines 

r,      r»,       r\ t^\ 

pourront ,  en  faisant  abstraction  de  Tordre  ,  être  représentées 


1 
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par  la  série 

car  comme  on  a^  par  Téquation 

af^  —  1  =  o , 

dont  r  est  supposé  racme  y  r^  =  1  ^  il  est    viiiible   qu*à  la 

place  de  chaque  puissance  de  r>  comme  r^  ,  lorsque  A  ^  m  ^ 

on  pourra  toujours  prendre  la  puissance  f  y  y  étant  le  reste 
de  la  division  de  A  par  m  :  ainsi  ^  dans  la  série  précédente  ^ 
on  pourra  toujours  réduire  les  exposans  de  r/à  leurs  restes  ^ 
après  la  division  par  m  y  restes  que  nous  ayons  vu  comprendre 

tous  les  nombres  1^  a,  3 m  —  i^  mais  dans  un  ordre 

différent  de  Tordre  naturel^  ce  qui  est  indifférent  pour  le» 
racines  r^  r^,  r^,  etc.  • 

Par  exemple  9  l'équation  étant 

X*9  1=0, 

et  r  une  des  racines ,  toutes  les  autres  racines ,  différentes  de 
l'unité^  seront 

r  ,      r^,      t^ r»«; 

mais  a  étant  la  plus  petite  racine  primitive  par  rapport  à  ig  ,* 
nombre  qu'on  prendra  pour  a  ,  nous  avons  vu  (49)  que  les 
restes  de  la  division  jpar  19,  des  nombres 

û«,      a',      a' 3'7, 

étaient  la  suite    des   nombres  depuis  1  jusqu'à  18  ,  ensorte 

qu*on  peut  prendre  les  nombres  a%  a\  a* a*'  pour  les 

exposans  de  r. 

L'avantage  de  cette  nouvelle  forme  de  racines  ,  consiste  en 
ce  que  si  ^  dans  la  série  des  racines 

r,      r-,       r-*,        r-' r-"*T% 

on  met  1^  en  place  de  r  ^  elle  devient 

^,      f^%       r^\       ^ r. 
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ai  on  y  met  i^*  à  la  place  de  r  >  elle  devient 
.    -«•        -«3        -«♦       -a5  r         r* 

et  ainsi  de  suite. 

» 

En  efFet  j  il  est  visible  que  par  la  substitution  de  r"  pour  r, 

f^  devient   (7^)«=r^  ;   r-*  devient  (r* y*  =  r*',  et  que  le 

dernier    terme   r**"^*  devient  (i-")«"""*=f-'"^*  =  r  ,   parce 
que  le  reste  de  la  division  de  a"*"'  par   m    est  Tunité.  De 

même  y  par  la  substitution  de  r^*  en  place  de  r,  le  terme  r*' 
devient  (r**)*  =  ï^,  ainsi  de  suite  ,  et  le  dernier  terme  i**"* 
devient  ( i^*  )«""^ =»-»"'  =  7-»"^'«  =  r* ,  parce  que  le  reste  de 
la  division  de  a"*''  par  m  ,  est  l'unité. 
Cela  posé ,  si  pour  résoudre  l'équation 

dont  le  premier  membre  est  le  quotient  de  a:*— - 1  par  jr— >i , 
et  dont  les  racines  sont 


r,      r-,      r-V 


r*  étant  =  i  ,  en  vertu  de  l'équation  x"—  i  =  o,  on  em- 
ploie la  méthode  (  54  et  suiv.  } ,  on  aura  ,  en  remplaçant 
x\  x",  x",  etc.  par  r,  r^,  etc. 


ft«tf ■  _l 3-a3    i_  _i m--««^'~* 


«  =  r+  «7-»+  #V*+  «V^+ +  « 

où  «  est  une  des  racines  de  l'équation 


> 


,m— I 


JA-   •  —  1  =  G  : 

si  on  développe  la  puissance  m  —  i  de  ^  ,  ayant  soin  de 
rabaisser  les  puissances  de  «  et  r  au-dessous  de  «■'"'  et  r*, 
à  cause  de  «"»-»=  i  et  r'"=  i  ,  on  aura  cette  fonction  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  u , 


où  1%  I',  r^  etc.  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entière? 


1 
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de  Ty  qui  ne   changeront  paii   par  la    substitution  de    r*» 

r**,  r*^,  etc.  en  place  de  r,  puisque  nous  avons  démontré 
(  54  et  suiv.  )  que  ces  quantités ,  lorsqu'elles  étaient  fonctions 
de  x\  a:",  x'^,  etc. ,  étaient  invariables  ,  lorsqu'on  augmentait 
chaque  accent  de  un ,  deux ,  trois ,  etc.  accens  ,  ce  qui  répond 

aux  changemens  de  r  en  r*,  de  r*  en  /**,  etc.,  de  r  en  r**, 

r*  en  r*^,  etc. ,  en  observant  que  remplacer  r  par  r*,  c'est 

remplacer  r*  par  r**,  /**  par  r**,  etc.  ;  qu'aussi  changer  r 

cn.f**,  c'est  changer  r*  en  /*^  r**  en  1^,  etc. 

On  peut  démontrer  que  chacune  des  fonctioiis  (%  (^  r>  etc. 
est  réductible  i  la  forme 

A4-B(r+r-+r-*+ +  r-^*), 

A  et  B  étant  des  quantités  connues  indépendantes  de  r  :  c'est 
ce  que  nous  ferons  voir  dans  un  cas  particulier ,  parce  qu'il 
sera  faci)e  de  généraliser  la  conclusion.  Supposons  donc  qu'il 
s'agisse  de  l'équation 

ar^  —  1  =  o: 

en  ôtant  par  la  division,  la  racine  1 ,  on  a  cette  équation 
du  quatrième  degré 

x*  +  a;'  +  x*  +  ^+i=o, 

dont  les  racines  seront  r ,  7^,  r',  r*.  Puisqu'on  a  ici  m=5, 
on  trouve  par  la  table  (4.9)  que  la  plus  petite  racine  pri- 
mitive est  fi  ,  de  sorte  qu'on  a  a  s=  fi ,  et  que  les  racines  dont 
il  s'agit ,  peuvent  être  représentées  par  les  puissances 

r         T^        r^*  r^^ 

lesquelles  se  rabaissent,  à  cause  de  r^=i^a  celles-ci, 

r,      r*,      r*,      r^, 
en  prenant,  au  lieu  de  â'  =  8,  le  reste  de  la  division  de  8 


378  ANALYSE 

par  5.  Ainsi,  au  lieu  de 

t  =  r  +  «r*  +  «V  +  «V' > 
un  pourra  poser 

t  =  r  4-  «y*  +  «V*  +  «V, 

«n  prenant  pour  «  une  racine  de  Téquation  J'^—  i  =  o ,  de 
manière  que  Ton  ait  «^=1. 

Pour  trouver  la  fonction  é ,  il  faut  élever  t  à  la  quatrième 
puissance  ,  et  développer  suivant  les  puissances  de  «  >  '  en 
rabaissant  celles-ci  au-dessous  de  «S  ^^  celles  de  r  au-dessous 
de  r^,  par  les  conditions  «^=  1 ,  r^=:  1.  Ce  calcul  qui  na 
d'autres  diflicultés  que  la  longueur  ^  mais  qui  peut  cepen- 
dant s'exécuter,  assez  rapidement  >  en  y  mettant  de  l'ordre , 
donne 

é=  i2+i5(r+r*+r3+j4)+*[iG+i3(r+i*+r»+rO] 

donc 

Ç*  =  13  ^  i3  (r+  r»+  r3+H)  =  la—  i3  =—  i , 
f  =  16  +  12  (r+r»+r'^+rO  =  16—  13  =  4, 
I"  =  1^4+10  (r+  r*+  r^+H)  =24—  10  =  i4a 
Ç-'zzr  16  ( r+ r«+ r3+ rO  =  —  16  , 

en  observant  qu'à  cause  de 

on  a 

r+r*  +  r3  +  H=—  1-, 

conséquemment , 

#  =  —  1  +  4«  +  i4«*  —  iG«^ 

Ainsi ,  dans  ce  cas ,  et  généralement  ^  les  fonctions  Ç°^  ^',  Ç',  etc. 
«ont  données  en  nombres. 
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Désignant  donc  par  i ,  m ,  C ,  y ,  etc.  les  m  — «  1  racines 
de  réquation 

€t  par  ê^,  é',  $",  ê',  etc.  les  valeurs   de  é  qui  répondent  aux 
substitutions  de  ces  racines  pour  «  dans  la  formule 

on  aura  sur-le-champ  «  par  les  formules  (54)>   en  écrivant 
m  —  1  pour  m  ,  r  pour  x\  r*  pour  x",  r**  pour  x*,  etc. , 


■— I        ■— I        ■— I 


_   y/é'^-f- v/#^+  v/<"4-etc. 
r  _  — — — — , 


m- 

-1 

l/>4- . 

^m— » 

^i'  +  C*-»  j/J"  4.  etc. 

m —  1 

Vf  + 

^m— 3 

'  pV  +  C»»-3  v7i"  +  etc. 

m  —  1 
etc. 

Dans  le  cas  particulier  de  m  =  5  >  Téquation 

y-  1  =0  =  (y— ocy+i) 

donne 

^  =  1  ,    jr  =  —  1  ,    y  z=  y/—  1 ,    jf  =  —  1/—  1  ; 

qu'il  faudra  substituer  ^  à  Texception  de  jf  =  1  ^  pour  «  dans 

I  =  —  1  -f.  4«  +  i4«»  —  i6«5  : 
on  aura  ainsi  ^ 
i'=q5;    i^  =  —  i5rf-flov/— 1,    ••=— 15  — flov/— 1  : 

or  )/0^  ou  t  répondant  à  «  ===  1  ^  on  a 

î/*^  =  r  +  I*  4-  r*  4-  r'  =  —  1  ; 


I 
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i^^cmimt  h  première  racine 

.^-î:— i+|/^+V^(— i5+ao|/— i)+l/(— 15— ao]/—!)]. 

yiais  en  observant  que  Texposant  m —  i  =4=  a  X  s  ,  on 
pourra  faire  ^sage  de  la  seconde  méthode  (  cbap.  cité)  :  on 
prendra  donc  pour  «  une  des  racines  de  W 


y  _  1  =  o, 

de  sorte  qu*i  cause  de  Téquation  M*ék  i  ,  Texpreasion  de 

la  fonction  t ,  savoir  > 

t  =  r  +  «I*  4-  -•H  +  *V 

deviendra 

«  =  X'  +  -X', 
où 

X'  =  !•  +  ri,      X'  =  r*  +  F^î 

faisant  le  carré  de  f ,  on  trouve 

I  =  t*  =  r  +  •{' ,  r  =  X'»  4-  X- ,    r  =  ixv\ 

substituant  les  valeurs  de  X'^  X."  en  r  ,  développant  les  carrés 
et  les  produits ,  et  rabaissant  les  puissances  de  r  ao-dessoos 
de  1^,  on  trouve 

f  =r»  +  a  +  r^  +  H+2+r  =  4+r+r-  +  |3+r<, 
f  =  2  (  r^  +  r  ♦  +  r  +  r»  )  =  fl  (  r  +  r»  +  r' 4- r^  )  : 

donc,  comme  r+  r*-|-  r'^+  '^=  —  i  >  on  aura 

!•  =  3 .       f  =  -  a. 

Ainsi  Texpression  générale  de  I  deviendra 

I  =  3  —  2«. 

Comme  les  valeurs  de  «  sont  i  et  —  i  ,  on  aura  pour  la 
première , 

!/«<»  =  ^  =  X'  +  X"  =  r  +  r*  +  r^  +  r»  =  —  1 , 

vV  =z=  v'S, 
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Portant  ces  valeurs  dans  les  formules  générales  de  X'>  X^^  etc. 
données  (5^)  >  on  trouvera 

X'  =  ~^  + V^^      X"  =  =-ij=±;l. 

On  aura  ainsi ,  par  la  valeur  de  X'^  celle  de  r  +  r**,  somme 
de  deux  des  quatre  racines  de  la  proposée.  Pour  avoir  la 
racine  r  en  particulier  «  on  fera  de  nouveau  un  calcul  senw 
blable^  et  considérant  les  deux  racines  r,  r^  conmie  celles 
d'une  équation  du  second  degré.  On  posera  donc 

t.  =  r  +  «r** 

*.  =  t:  =  ç?  +  .$: , 

où 

Ç^  =  r*  4-  r»      et      Ç;  =  ar*. 

Ici  on   voit  que  les  valeurs  Ç''  ,  Ç^  sont  données  au  moyen 

des  valeurs  déjà  connues  de  X'  et  X'.  En  effet ,  à  cause  de 
r^  =  1  et  de  r*  =  r^,  on  a 

f»  =  r*  +  r'  =  X'      et      Ç.'  =  a; 

donc 

ê,  =  X"  +  am ,. 

et  substituant  pour  m  la  seconde  des  racines  de  T-équation 
y*'^  1 ,  qui  sont  i ,  —  i  ,  on  aura 

#'=X'  — a«; 


or> 


V/é^  =  f,  =  r+  r*'  =  X'; 
donc  ^  par  la  formule  connue  j 

_|/|o+t/i^_y4,V/X^^_— i+y/S+y/— 10— 2V/5 
"^        a        ~  a  ~  4 
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La  seconde  racine  r^  sera  donnée  par  la  formule 


qui  correspond  à   la  seconde  valeur  de  «  =  -*  i  ;  on  aura 
donc 


Mais  si  Ton  observe  que  X'  devient  X''  et  que  X'  devient 
X' ,  en  changeant  r  en  ?* ,  et  conséquemment  r^  en  r^  il  ne 
faudra  plus ,  pour  avoir  les  racines  r*  et  r^,  que  changer  X' 
•nX"  et  X"  en  X'  dans  ret  r*,  ce  qui  donne 


r* 

a 

—a        — 

.i-V/5+V/— 

10 -f-  1 

av/5 

» 

4 

r» 

a 

—a        — 

-1—1/5- 

-V- 

-lO-l- 

av/5 

4 

Comme  l'équation 

x^  — 

1  =  o. 

peut 

se  rabaisser  à  < 

celle-ci , 

• 

x^  -|-  o:* 

+  1  — 

o. 

, 

au  moyen  delà  division  par  le  facteur  o;^ — i ,  correspondant  aux 
deux  racines  -f  i  et  — i ,  et  comme  cette  équation  du  quatrième 
de«;ré  est  résoluble  à  la  manière  du  second ,  nous  passerons 
de  suite  à  Téquation 

x^  1   =  0, 

laquelle  étant  dégagée  de  la  racine  i  ,  devient 

x^  +  x^  +  x*  +  ar'  +  a:*  +  x+   iri=o, 
dont  les  racines  seront-r ,  r*,  r^,  rS  r^>y*.  La  plus  petite  racine 
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primitive  pour  le  nombre  7  est  3  ^  ainsi  on  aura  la  progression 

3-,    3",    3%     33    44,     35 

des  exposans  de  r^  qui  ^  divisés  par  7  ^  donneront  les  restei 

1,    3,     2,    6  ,    4  ,     5: 

on  aura  donc  pour  les  racines  de  Téquation  proposée  » 

r\     r\    T\    7^,    r*,    r^, 

qa*on  prendra  pour  af,  x",  x*,  etc. 
Maintenant  on  fera 

/  z=  r  +  «r^  +  «V  +  «V  +  «V»  +  -^r^, 

en  prenant  pour  m  une  racine  quelconque  de  Téquatîon 

y  —  1  =  o; 

ensuite  on  formera  la  fonction  9  =  t^.  Maïs  comme  l'expo- 
sant 6  =  2.3;  on  pourra  simpliGer  le  calcul  et  les  résultats  » 
en  ne  prenant  d*abord  pour  «  qu'une  racine  de  Féquation 

y»  —  1  =  G, 

ce  qui  ^  à  cause  de  «*=  1  >  réduira  l'expression  de  <  à  celle-ci 

<  =  X'  +  «X^ 
dans  laquelle 

X'  =  r  +  f^  +  rS      X'  =  r»  +  ^  +  ^  : 

on  aura  ensuite 

I  =  <•  =  f  +  ^', 
*  où 

^  =  x'^  +  x'»,     i'  =  flX'x^ 

«    et  on  trouvera  après  le  développement  ^  à  cause  de  r^  =  1 , 

$»  =  3(r  +  r3+r»  +  7^  +  j44-r*) 

f  =  a(3  +r  +  r»+i*  +  r«  +  r^  +  r*). 


I 
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Or,  r  +  f^  +  r^  +  r^+f^'\'r*,  somme  des  racines,  =  —  i  ; 
donc 

|o  =  -3,     Ç  =  +  4. 

et  la  yalem'  de  I  se  réduit  à 

« 

l  =  — 3  +  4-; 
de  1^ ,  en  faisant  «  =  —  i,  on  aura  ^  =-*-7;  d'aiUeim» 

l/r»  =  <  =  X'  +  X*  =  —  1  ; 

donc  on  aura  sur-le-champ,  par  les  formules  X^,  X',  etc.» 
en  y  faisant  n=  a , 

Considérons  maintenant  les  trois  termes  r,  r*»  r^  de  VeX" 
pression  de  X.',  comme  les  racines  d'une  équation  du  troisièiiie 
degré  ;  prenant  alors  u  pour  racine  de  Féqnation 

y  —  1  =  o, 
on  fera 

«1  =  r  -f-  «r*  4-  «M; 

ensuite  en  faisant 

».  =  *?  =  «:  +  4; + -•4; , 

on  trouvera ,  à  cause  de  «"^  ==  i ,  r'  =  i  , 

Ç- ==  6  +  r^  +  ,*  4- r» 
i;  =  3  (  r   +  r«  +  ri), 

Ç;  =  3(r3  +  ,'4-r*). 
savoir , 

er  =  G  +  X',    §;  =  3X',    ç;  =  3x'i 

de  sorte  qu'on  aura 

*.  =  G  +  X'  4-  3«»X'  +  Z»*X'  : 


I 
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lonc    en   Botsunant  • ,  C  les  deux  raduet   imaginairet    de 
.'équation  y^— 1=0,  lesquelles  sont 


a  a  ' 

et  faisant 

♦;  =  6  4-  X'  +  3«X'  +  3-*X', 

♦^  =  6  +  X'  +  3ffX'  -f  3CX', 

on  aura  ,   en  faisant   n  =  3 ,  et  observant  qu«  \/**  =  t, 
=  r+r*  +  rt  =  X', 

r-  5  . 

n  sera  facile  de  trouver  les  autres  racines ,  et  d'ailleurs  nous 
détaillerons  cette  partie  du  calcul  dans  Texemple  suivant. 

Venons  à  Véquation 

x"  —  1  =  o, 

laquelle  étant  divisée  par  x  —  i ,  s'abaisse  au  dixième  degré , 
et  devient 

07'**+  jrs-f-  x^+  x^+  a:^4-x*4-x4+x3+  x*+ j:  +  i  =  o. 

I.a  table  (49)  donne  a  pour  la  plus  petite  racine  primitive  du 
nombre  1 1  ;  ensorte  que  les  racines  seront 

r,    r%    r-\    t^\     r-\    r**,    ;*«,    t-\    r-\    r'^ 

et  les  restes  de  la  division  des  exposans  par  1 1  ,  à  cause  de 
r"  =  1 ,  seront 

r,    F*,    H,    y*.    r5,    r^^,    r9,    r^,    r',    7», 

dont  la  somme   sera  par  conséquent  =  — - 1  ^  et  l'on  aura 
pour  t  cette  expression  générale 


t 
4 
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laquelle ,  en  prenant  pour  d  une  racine  de  l'équatiosL 

donnera ,  à  cause  de  m}^=zi , 

#  =  f"  =  |.  +  -f  +  .•$«  +  .'f  +  .»$"+ +«9|«  ; 

d*où  Ton  tirera  par  la  formule  connue  ,  en  y  faisant  m  =  1 1 , 
la  valeur  de   la  racine  r.  « 

IVfais  comme  Texposant  lo  de  Téquation  dont  on  cherche 
.  les  racines ,  est  décomposable  dans  les  facteurs  a  et  5  ^  on 
pourra  décomposer  Vopération.  \ 

A  cet  effet  ^  on  prendra  pour  «  une  racine  de  l'équation 

^•—1=0; 
par  là  Texpression  de  t  se  réduira  à  cette  forme  plu/iimple, 

t  =  X  +  mX'  / 
en  faisant,  pour  abréger^ 

X'  =  r   -f.  r^  +  r^   4.  y«  4.  r', 
X''  =  r»  +  r«  +  r»*»  +  r7  +  r«, 

et  la  valeur  de  è  sera 

«  =  i^  =  X'^  +  X"^  +  ZécX'X". 

En  développant  les  carrés  X'*,  X"*,  et  rabaissant  toutes  les 

puissances  de  r   au-dessous  de  r",  à  cause  de  r"  =  1  ,  oa 

trouve 

X'*  =  9X  +  3X",       X"«  =  2X"  +  3X', 

et  par  conséquent , 

X'^  +  X"*  =  5  (X'  +  X'')  =  _  5, 

parce   que   X'  +  X"    est  la   somme  de  toutes  les   racines , 
laquelle  est  égale  à  —  1. 

On  trouve  de  même  par  la  multiplication , 

XX"  =  5  +  a(X'  +  X'')  =  5-.fl=i3: 
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ainsi 

^»°  =  i  =  X'  +  X'  =  —  1  , 
#'  =  X'"  +  X'»  —  flX'X*  =  —  5  —  6  =  —  n  ; 

donc  ,  en  faisant  n  =  3  , 

X'  =1=  """  ^  +  V~  '  *      X*  =  ~  ^  ""  ^~  ^  ^ 


\ 


Ayant  ainsi  les  valeurs  de  X'  et  X",  pour  avoir  celle  de  r, 
il  faudra  considérer  les*  cinq  termes  qui  composent  X'>  comme 
les  racines  d*une  '  équation  du  cinquième  degré  ^  et  puisque 
5  est  un  nombre  premier  ^  on  ne  pourra  employer  que  cette 
expression  de  t, 

f  =  r  +  «r^  +  «''r*  4-  «'r»  +  «^^^ 

en  prenant  pour  «  une  racine  de  Téquation  j'^—  i  =o. 
Ensuite  il  faudra  faire 

et  il  ne  s'agira  que  de  trouver  les  valeurs  en  r,  de  Ç**,  ^',  etc. , 
par  l'élévation  de  t  à  la  cinquième  puissance  ,  en  rabaissant 
les  puissances  de  et  au-dessous  de  «^^  et  celle  do  r  au-dessous 
de  r",  à  cause  de  «''  =  i  et  r"  =  i.  Par  un  calcul  qui  n*a 
de  difliîculté  qu'un  peu  de  longueur  ,  on  trouve  en  retenant  les 
expressions  de  X'  et  de  X"  en  r,  obtenues  plus  haut> 

^•=  lao  +3iX'+  70  X", 

f  =  100  +  60  X'  +  45  X% 

f=5o     +85X'+3oX% 

f==GoX'+65X^ 

f  ^=5oX'+  75  X*. 

Comme  les  valeurs  de  X' ,  X*  sont  déjà  conwies ,  IVx- 
pressioQ  de  la  fo|||tion  0  ne  présente  plus  rien  d'iodétermicé. 
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D'abord  on  a 

»^ — i5  +  55i/— 11        ^ — iflS— 5|/ — 11 

<    —  S  ' 

Qu^ensuite ,  au  lieu  de  «  dans  9 ,  on  substitue  les  quatre 
racines  qui  avec  l'unité  résolvent  l'équation 

y  —  1  =  o, 

en  place  desquelles  on  peut  prendre  1,  »,  m^,  «^^  m^,  parce 
que  5  est  un  nombre  premier ,  et  qu'on  rabaisse  les  puissaoccs 
de  «^  au-dessous  de  l'unité  ^  on  aura  • 

â-  =  4«  4-  •'r  4-  -4'  +  *r  +  *•e•^ 

mais  d'ailleurs  , 

^/é»  =  f  =  r  +  r^  +  r^  +  r9  +  r*  =  X^ 
Donc  par  la  formule  connue,  en. y  faisant  tti  =  5  , 

r  _  g  ; 

où  il  n'y  aura  plus  qu'à  mettre  pour  «,  «•,  «',  «*,  les  racines 
r,  r*,  r^,  r^  trouvées  plus  haut  pour  l'équation  a^ —  1  =  0. 

Pour  avoir  les  valeurs  des  autres  racines  H,  r^,  r^,  r^,  on  obser- 
vera que  les  changemens  dans  l'expression  de  t ,  de  la  racine  r  en 
r^,  en  r^,  en  rs  et  en  r^,  s'opéreraient  en  multipliant  t  par  m\ 
«^,  «*  et  « ,  parce  qu'en  effet  le  développement  de  £^  ==  I , 
ebt,  en  même  temps,  celui  de  («'0^  («^^A  («'^)^  («^)^* 


1 
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cause  de  «^  =  1  :  ainsi ,  d'après    les  formules  qui  donnent 

af ,    x" ,    aff    etc.,  on    aura   les    valeurs    des    racines  r*, 

j^,  r9,   r'  qui  entrent  dans  X'.    On  y  parviendrait   encore 

5 
en   multipliant   dans  l'expression  de    r ,  les   radicaux    \/é', 

1/6",  y/tr,  y'fl**  respectivement  par  «S  ?*>  y*,  /♦  pour  la  racine 
r^;  par ,  «',  f,  y',  ^^  pour  r^*,  par  «*,  C*,  y*,  ^»  pour  rs  ;  par 
M,S  ,y ,  ^  pour  r"* ,  c'est-à-dire ,  à  cause  de  C  z=:  «•  ,  y  =  «', 
/=«♦',  par  «S  «^  4*,  «  pour  H;  par  «^  «,  «S  «*  pour  r*; 
par  «*,  «^  4  ,  «'  pour  r» ,  et  par  »,  #*,  «^  «♦  pour  r\ 

Pour  avoir  la  valeur  des  autres  racines  r",  1^,  r'*,  r^  r^  qui 
entrent  dans  la  fonction  X",  il  n'y  aura  qu'à  changer  r  en  r", 
ce  qui  change  X'  en  X'  et  X''  en  X',  et  comme  X'  et  X" 

ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  radical  V^ —  11,  il  ne  faudra 

que  changer  ce   signe  dans  ^'^,  ^ ,  ou  dans  les  racines 

précédentes  r,  r*,  r*,  r»,  r*. 

On  aurait  pu  prendre  pour  m ,  dans  l'expression  générale 
de  f  ^  une  racine  de  l'équation 

y-  1  =0, 

au  lieu  d'une  racine  de  l'équation 

* 

y  —  1  =  o  ; 

comme  nous  l'avons  fait,  ce  qui  est  permis ^  puisque  d  et  5 
sont  les  facteurs  de  10  ;  faisant  donc  «i^=  1  ^  l'expression  gé* 
nérale  t  devient 

t  =  X  +  mX'  +  ^X'  +  ^^X'^  +  m^X\ 

dans  laquelle 

X  =  T  +  r'^      X'  =  r«  +  r9,      X"  =  r*  -|-  r% 
.X"  =  1^  +  t\      X'  =  r5  +  7^, 

et  l'on  regardera  X',  X",  X*,  X*^,   X^  comme  les  racines 
^     d'une  équation  du  cinquième  degré  ;  on  fera  donc 

#  =  t*  =  f  +  ^' +  .»f  +  .^f  +  •'!■- 

>9 
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élevant  f  à  la  cinquième  puissance ,  en  rabaissant  continuel* 
lement  les  puissances  de  «  au-dessous  de  tf,  et  celle  de  r 
au-dessous  de  r*%  d'après  «r^=  i  ^  r*>=:i  ^  et  faisant,  pour 

abréger , 

•n  a 

^  =  1G40  +  i83G^  , 

^  =  1700  4"  i85o5  , 

Ç*  =  ao5o  +  1795^  , 

Ç^=  i8oo  4"  i8flo*  ,   . 

Ç»^=  1900  4"  1810*  p 

■  et    parce  q!ie  *  =  —  1  , 
Ço=  — 19G,  ^'=— i3o,  f =a55,  |^=  — flo,  |«^=9o: 
ainsi  la  valeur  de  ê  sera 

I  =x  —  19G  —  i3o*  4"  255i«*  —  flo»'  4-  goirf  : 

en  mettant  successivement  à  la  place  de  u  les  quatre  ncine» 
•  >  ^  >  y  >  ^  >  autres  que  Tunité ,  de  Téquation  x*— •  1=0,  on 
les  puissances  « ,  «%  n?,  i>^  dont  les  valeurs  sont  les  lùêmes  que 
celles  des  racines  r,  j^,  r',  r*  de  Féqnation  ar^—  1 ,  distrac- 
tion faite  de  l'unité  ;  on  aura ,  à  cause  de  «^  :=  1 , 

«'  =  —  19G  —  i3o«  4-  û55«* —  ao*^4"  d^» 
ê"  =  —  196  —  i3o**  +  fi55ie*  —  aOi«  4-  90»*, 
é^  =  —  196  —  i3o«^  4"  û55«  —  ao«*4-  QOt^, 
é*^=  —  19G  —  i3o«*  4"  fl55«^—  flo«*4"  90*; 

d'ailleurs ,  pour  *  =  i  ,  on  a 

^»  =  —  19G  —  i3o  4-  ^55  -^  flo  4"  90  =  —  1  ; 
d'où 

|/«^  =  —  1  : 
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donc  par  la  {bnnme  générale  (54)  ,,  en  y  faisant  n=  5  , 

V  _  —  1  +  \/*'+  1/**+  ^«^4-  V*" 
X  _ g ; 

Nous  prendrona  pour  dernier  exemple ,  Féquation 

Comme  i3  —  i  =  iâ  =  a.a.3,  l'opàration  pourra  se  décom- 
poser en  3  y  de  la  manière  suivante. 

La  plus  petite  racine  primitive  pour  le  nombre  i5 ,  est  a  ^ 
dont  les  puissances . successives  ,  jusqn'i  la  onzième,  divisées' 
par  i3  ,  donnent  les  restes 

a  ,    4  ,    8  ,    3  ,    6  ,     la  ,    Il  ,    9  ,    5  ,    lo  ,    7. 

Ainsi  en  nonmiant  r  une  racine  de  Téquatimi 

les  onzç  autres  seront 

r*,    |4,    I»,    r»,    r«,    r»*,    r*',    r»,    r*,    r'*,    r^. 
On  fera  donc^  en  général , 

4.  ^tr«+  ^r*4.  •'V«+  ii"î^, 
et  Ton  prendra  pour  •  une  racine  de  Téquation 

y  —  1  =  o, 
ensorte  que  •*=  1 ,  ce  qui  réduira  la  fraction  <  i  la  forme 

<  =  X'  +  nX', 
dans  laquelle 

X'  =  r  +  H  +  r»  +  r"  +  r«  4.  r-, 
X'  =  r*+  r»  +  I*  +  r"  +  1^  +  r», 

19.- 
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de  là  on  aura 

On  peut  se  dispenser  de  chercher  la  yaleiir  de  Ç^,  en  obser- 
vant que  pour  «  =  i ,  on  a  * 

«•  =  ^  +  I'  =  ^»  =  (—  1  )•  =  1 ,  d'où  f»  =  1  —  4', 
et  conséquemment , 

«=H-(--Of: 
de  sorte  qu'en  faisant  «  =  —  i  ,  on  aura  la  valeur  de  f^, 

a 

et  les  deux  racines  X',  X'  seront ,  en  observant  que  y  6®=s— i, 

2  '  SA 

Pour  avoir  la  valeur  de  ^,  il  faut  développer  le  produit 
X'X"  en  puissances  de  r,  a3'ant  soin  de  rabaisser  les  puis- 
sances supérieures  à  r*' ,  à  cause  de  r^  =  i ,  et  l'on  troure 

X'X*  =  —  3      d'où      f  =  —  6. 

On  regardera  maintenant  les  six  racines  qui  composent  la 
quantité  X'  comme  celles  d'une  équation  du  sixième  degré, 
et  on  fera  de  nouveau , 

t,  =  r  +  ar^  +  ««r^  +  aV*  +  m^r^  +  «V°; 

mais  au  lieu  de  prendre  pour  «  une  racine  de  réquation 
y^ —  1=0,  ce  qui  exigerait  le  développement  de  la  sixième 
puissance  du  polynôme  ti ,  nous  prendrons  de  nouveau  une 
racine  de  l'équation  y*  — ^  i  =  o  ,  de  sorte  qu'au  moyen  d« 
«*  =  1 ,  la  fonction  ti  redeviendra  de  la  forme 

f.  =  X'  +  *X", 

*  dans  laquelle  on  aura 

X[=r+r'  +  r9,       X;'  =  r^  +  r'^  +  r^*  : 
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•n  aura  ensuite  ,  comme  ci-dessus  , 

donc  pour  «  =:  —  i  ,  on  a 

I'  =  X'»  +  X"»  —  aX'X"  , 

d*où  Ton  tire 

i/r  =  X'  —  X"  ; 

mais 

X'  +  X"  =  X', 

donc 

^.  —  — à — ''      •" — fl — * 

d'ailleurs , 

r  =  ^o  +  $;  =  t*  =  (x;+x:y 

=  {r  +  r^  +  r^  +  r9  +  r'^  +  r^y  =z  X\ 

donc 

ttt  coflséquemment  ^ 

et  faisant  <i  =  —  i ,  -     . 

e'  =  X'»  —  ai\ 

Pour  avoir  Ç'^ ,  il  faudra  développer  le  produit  X'X"  ^  en 
observant  que  r'^  =  i ,  et  Ton  obtiendra 

X'X"  =  3  +  X^ 
ee  qui  donnera 

Ç;  =  6  +  aXV 
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et  par  conséquent , 

'.      ^,      y+i/(X"-i3-4X') , 
^.  = i  • 

y„  _  X'-l/(y-.ia~4X') 

Nous    allons    chercher    les    fonctions   correspondantes   â    | 
X'  >  X''  qu*0Q  obtiendrait  en  procédant  à  Tégard  des  racines     | 

qui  composent  la  fonction  X'',  comme  on  a  fait  sur  ceiks 
de  X'  :  nous  les  désignerons  par  (X'  )  ,  (X"  )  ;  or,  comme  en 

mettant  r^  au  lieu  de  r,  la  fonction  Xf  deyient  X*,  et  la  fooo^ 
tion  X'  devient  X' ,  on  aura 


rx'A  -  X-+\/(X"-- 111-4X0 
X'— i/CX"*— la— 4X') 


(xn 


â 


Il  faut  encore   regarder  les  trois   racines  qui  composent  la 
fonction  X'  ,  comme  celles  d*une  équation  du  troisième  degré , 

et  faire  en  conséquence , 

U  =  r  +  mr^  +  «V, 

en  prenant  pour  «  une  racine  de  l'équation  y^  —  i  =  o  :  de  là 
on  formera  la  fonction 

e.  =  t'  =  e: +  <  +  <". 

et   on   trouvera ,  par  le  développement ,   en  faisant  «^  =  i 
et  r'^=i  , 

ç;  =  6  +  x; ,    ?:=3(x;) ,    e:  =  3  (x;); 

donc  nommant  «  et  Clés  deux  racines  de  l'équation  y—  i  r=  Oj 
distraction  faite  de  Tunité,  on  aura 
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«;  =  6  +  x;  +  3.  (x;)  +  5^  (X,") , 
»:  =  G  +  x;  +  3C  (x;)  +  3C*  (x;;) . 

et  conséquemment , 

^  _  x; -<- ^/<:  +  v-«: 


Ainsi  la  valeur  de  r  est  entièrement  déterminée  ;  et  il  est 
inutile  de  chercher  à  la  simplifier,  dit  M.  Lagrange^  parce 
que  y  dans  tous  les  cas ,  il  est  toujours  plus  avantageux  d'em- 
ployer pour  la  résolution  x*^  =  i  ,  ainsi  que  de  toutes  les 
équations  de  ce  genre ,  les  formules  en  sinus  et  cosinus  ,  trou- 
vées (ch.  XI).  Lagrange  ajoute  :  je  remarquerai  que  la  méthode 
que  nous  venons  d^employer,  peut  être  regardée  comme  une 
simplification  de  ceHe  que  M.  Gauss  a  indiquée  d*une  ma- 
nière générale  dans  Tarticle  36o  de  ses  DisquisUiones  arith- 
jïieticœ. 

Celle-ci  est  aussi  fondée  sur  le  développement  d^une  fonc- 
tion semblable  à  celle  que  nous  avons  désignée  par  é  ;  mais 
elle  demande  de  plus  la  formation  et  le  développement  d'au- 
tant d*autres  fonctions  du  même  ordre  que  Téquation  a  de 
racines ,  ce  qui  alonge  considérablement  le  calcul.  La  méthode 
actuelle  est  indépendante  de  ces  fonctions  auxiliaires  >  et  con- 
duit directement  aux  expressions  les  plus  simples  des  racines. 

78.  Nous  dirons  un  mot  des  équations  réciproques  i  on 
donne  ce  nom  aux  équations  dont  une  racine  est  a: ,  et  l'autre  -  ^ 

ensorte   que  x   étant   a^  b  ^  c,  etc.,  -  sera  -  »  r  •  -.etc.: 

X  a     a     c 

on  en  a  vu  un  exemple  (71).  Ces.  équations  sont  donc  d*un 
degré  pair ,  et  telles  qu  elles  ne  changent  pas  par  le  change- 

ment  de  x  en  -  :  cette  propriété   va  nous  servir  à  trouver 

X 

les  relations  générales  entre  les  coelBciens^  Soit^  à  cet  efTet^ 
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Téquation 

x^  — Ar^  +  Rr*— Cx3  + Dx*— Ex  +  F  =  o  : 

si  on  remplace  x  par  -,  qu*on  multiplie  par  a^-,  qu*on  di- 

vise  par  F ,  puis  qu'on  écrive  le  premier  membre  en  seiu 
inverse ,  on  aura 

or  Tidentité  entre  les  premiers  membres  donne 

A==^        B-^       C-^        D-^       F-^        F-». 

donc 

E  =  A,      D==B; 

et  Qonséquemment  la  proposée  deviendra 

a:6_Xa:fi^  Bx*--  Cx*  +  Bx*—  Ax+  1  =  0 (1), 

où  les  coeffîciens  des  termes  équidistans  de  celui  du  milieu , 
sont  les  mêmes.  Réciproquement  on  reconnaît  k  cefte  cir-- 
constance,  que  l'équation  est  réciproque, 

79.   Toute  équation  réciproque  est  réductible  à  une  autre 
dont  le  désiré  est  moindre  de  la  moitié. 

En  effet  Téquation  (1)  peut  s'écrire  comme  il  suit, 
(0:6+ 1)  —  A(x5+x)  +  B(x^+x^)  — Cx3=o; 
divisant  par  x^,  on  a 

De  riiypothèse 
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on  déduit 

*'  +  ^  =  ^'  —  2.       - 

x'  +  j,  =  y  —  3^  ; 
ensorte  que  (a)  devient ,  par  ces  substitutions  y 

y  -  Ay  _  3 
4-B 

équation  du  troisième  degré ,  qui  combinée  avec  celle-ci , 
^  +  -  =  J^,      d'où      X*  —  ;yx  +  1  =  o (4), 

fera  trouver  les  six  racines  de  la  proposée. 
8o.  Les  équations  binômes  ou  de  la -forme 


y-C=.o ^ 

+    2A 


x"*  —   1=0 


; 


et  dont  le  degré  est  impair,  donnent,  après  la  division  par 
a:  —  1 , 

^m-i  ^_   ^m-»  ^  jpiii-3  ^ ^-X*+X+    1    =0, 

équation  de  degré  pair  et  réciproque ,  et  conséquemment  ré- 
ductible au  degré  — ^  :  les  racines  sont  données  par  Téqua* 

tion  du  second  degré 

X*  —  xy  +1=0, 

dans  laquelle  y  dépend  d'une  équation  du  degré  =  '^  > 

de  la  forme 

+  ^'"-^^'-^^-^€.=0 (A). 

trouvée  note  X  de  la  résolution  des  équations  numériques. 
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I,                         3—  1 
Pour  m  =  3 ,  Téquation  (A)  est  du  degré =  i.  Pottr 

t 

m  =  4  >  le  quotient  de  a;^—  i  par  a:  —  i  ,  est 

a;'4"^+  3t+  1  =  (jc+i)(-c*  +  i)=o. 

Pour  m  =  5  ,  le  quotient  de  a;^—  i  par  a:  —  i ,  saycir  » 

ar^  +  op^  +  aT^  +  x+i  =o% 

est  réciproque  et  réductible  au  second  degré. 

Pour  m=6,  le  quotient  de  o:^—  i  par  a: -*-  i  ,  est 

a^+x^  + +  X+1  =(x5+i)(a:*4-^+i) 

=  (x*+a:»+i)  (x+i). 

Pour  m=7 ,  le  quotient  de  x^—  i  par  a:  —  i ,  est 

a:*  +  a:^  + 4.  x  +  i  =  O, 

et  on  a  la  transformée 

y  +  y  —  ay— 1  =  0,  ^ 

qu*il  faut  combiner  avec 

X*  —  yx  4-  1  ^=  o. 

Pour  m=  8  ,  le  quotient  de  a:*—  1  par  a?-^  1 ,  est 

ar7+x«+. . .  .+X+ 1  =  (x^+a:«+x+ 1  )  (0:^+ 1  ) 

=  (a4+i)(a:»+i)(a:+i) 

Four  7ni=9,  le  quotient  de  x^r^  1  par  x  —  1 ,  savoir , 

x*  +  x''  +  x^+ +X+  1  =:  o  ,       ' 

est  réductible  au  quatrième  degré  »  ou  décomposable  dans  les 
facteurs 

(076  +  a:3  +  1  )  (x»  +  x  +  O  =  o, 

dont  le  premier  est  résoluble  à  la  manière  des  équations  dm 
second  degrés 
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Pour  m:=Pio  ,1^  quotient  dé  x**—  i  par  x—  i ,  est 

x9+  ar^-f- +a:+  i  =  (x^+ar^+x'+ar+i)  (x*+0 

en  posant  x^zn  y  :  or  le  facteur  3^+ J''+y*+  j'^  i  est 
réciproque  et  réductible  au  second  degré. 

Pour  171=  Il  >  le  quotient  de  x"  —  1  par  a:— i ,  est  réduc- 
tible à  cette  équation 

y  +  J'*  -  4/  -  3^*  +  3y  +  1  =  o  ; 

or ,  r  étant  nne  des  racines  de  ce  quotient 

0?***  +  X»  + +  1  =0, 

]a  correspondante  de  Téquation  en  y  =7  x  -f-  -  >  est 

X 

1  r'* 

y—  »'  + j:  =  r +  — =  r  +  r'% 

à  cause  de  r^*=:  1  :  mais  nous  avons  déjà  désigné  plus  haut 
r  +  r'°  par  X',  et  nous  avons  assigné.en  nombre  la  racine  X'. 
yandermonde  y  dans  un  mémoire  sur  la  résolution  des  équa^ 
tions  y  a  donné  ta  racine  de  Téquation 

y  —  y  —  4y  +  Sj'*  +  3j^  —  1  =  o, 

qui  n'est  que  la  proposée  ,  en  y  changeant  j^  en  — •  ^,  ce  qui 
a  fait  dire  à  Lagrange  (Résolution  des  Équations  numé^ 
Tiques  y  note  XIX  )  que  ce  géomètre  est  le  premier  qui  ait 
franchi  les  limites  dans  lesquelles  la  résolutioii  des  équations, 
à  deux  termes  se  trouvait  resserrée. 

Pour  m  =  12 ,  le  quotient  de  x"-^  1  par  x—  1  ,  est 

x"+  etc .4. 1  ==  o  =  (xH-^+J^+i)  (^cM-o^H  1) 

=  (x+i)  (x'+i)  if+y+y)^ 
en  posant  x^  =  y^ 
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Pour  m=  i3 ,   le  quotient  de  x*^—  i  par  x  —  i  ,  c'est- 
À-dire ,  Féquation 

x"  +  a:"  +•  •  •  •  •  •+  X  +  1  =  o  , 

est  réductible  à  une   équation   du   sixième    degré  ,  on  do 
degré  a. 3. 

£n£n  pour   m=L  i5,  on  a  pour  quotient  de  x^— -i  par 

xH+  x»3+ +  i  =  (x<-|px^+x*+x+i)(x*«+x5+j) 

en  faisant  ar^=:  y, 

8i.  Pour  rendre  raison  des  décomppsitions  que  nous  yeno» 
d'employer  ,  nous  observerons  que  l'équation 

x^""' +  x*"*~*  +  a;^"»-3-f. -4-x-{-  i=so, 

peut  être  mise  sous  la  forme 

-J-x^"^"*  -|-x"f-^-*  -|-x«f^-^  -j- ,|.x*^   ■? 

-j.  ^mf-*r->-|-  x^-af-*-|-  x"*-*«-"3^ -|-.a:»rrai 


+  x'^-'      +x*«-*      +x^-3      ^ +x»«-t 

+  x^~'       +XÎ-*       +x«-3       ^ +ar-^  =  o: 

de  cette  décomposition ,  on  passe  aisément  à  la  suivante  : 

(x?-'  +  XÎ-*  +  x^-3  ^ ^  i  j  ^j^r-t 

+  (x»"'  +  ^"^  +  ^"^  + +  1  )  x-'^-M 

+  (  xt-»  +  x^-*  4-  x^-s  + +  i)  x9 

+    (  Xf-'   +   X^-^    +   xf-3   + +    1  )    X^ 

—  (^^"'  4-^"*  + X  +  i)  X 

( x'"*-«  +  x^^-^i+  x-f-^^^. .  ,  .+X«+  X*)  =  O.  .  .(I). 
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Ainsi ,  pour  m  =  3  et  ^=  5  ,  on  retrouve  la  décompo»ition . 
ci-dessus  de  l'équation  x^  +  etc.  =  o. 
Passons  à  Téquation 

dont-  nous  supposerons  le  nombre  des  termes  divisible  parp^:. 
elle  se  décompose  ainsi  qu*il  suit  : 

etc: 

p  étant  le  nombre  des  termes  de  chaque  ligne  y  et  observant 
d*ailleurs  que  le  nombre  total  des  termes  y  ou  le  multiple  kp 
qui  le  désigne ,  étant  diminué  d*ùne  unité ,  est  le  multiple  de 
n  dans  le  dernier  terme.  L*équation  précédente  devient  encore 

[x^''+xC^»}»-fxC'-*)«+. .  .4.xC^'^0«]x*-'* 
4.[x^«4.xC*^-0«-(.xC^*)''+. . .  -f  xC^"'^')«]x*-<'^+P)'»  ( 
+[x^''+xC^0«4.xC^-O'»-|- . .  .-}-xC^-p+')'']x*-Cc-Hi/')"  f 

etc. 

p  étant  toujours  le  nombre  des  termes  de  chaque  ligne ,  et  c 
un  nombre  quelconque.  On  a  donc 

a:*+a:*-»4-a:*'^+  etc.  =  [x^"+xC<^0»+ .  : .  .+xC^p+0»] 
X  Ca:*-^-+x*-C^p)"+x*-Cc+«p)«-j- etc.]  =0  s 

ensorte  que  pour  n=  1,,  i  =  5.,  on  trouve 

^r^+x^+x^+x^+x+i  ^ 

=  (x'-J.x^-'4....+xC'^-i^0)(x*-^+x^^'')+x5-<^PXfetc.)  :' 

or  le  nombre  des  termes  étant  6  »  on  petit  prendre  p  =  3^  c  =>  3^ 
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et  alors  ^ 

parce  que  p  étant  i=  3 ,  lés  premières  décompositions  ne 
doivent  fournir  que  deux  lignes  ;  et  d'après  (3) ,  on  ne  doit 
pas  aller  au-delà  du  facteur  x**^''^^)".  On  peut  £tire  aussi 
p  =  a»  c  =  a  j  auquel  cas , 

Je  suppose  dans  Féquation    • 

a:*  +  x*""  +  X*""»»  +  etc,  =  o. 


x» 


des  coelficiens  autres  que  Tunité  :  la  décomposition  (a)  i» 
sera  possible  qu'autant  que  .  les  p  premiers  ^  seconds  ^  troi* 
sièmes  y  etc.  termes  seront  affectés  des  mêmes  co^ciens>  os 
que  les  rapports  entre  les  p  premiers  ^  seconds»  troisièmes»  etc. 
coefficiens ,  seront  les  mêmes.  Supposons  »  pour  donner  un 
exemple  du  premier  cas  »  qu'on  ait  l'équation 

ox^  -j-  ^^*  +  "^  +  ^w:*  +  ftx  +  c  ;=  o  ; 
la  décomposition  sera 

d'où 

(ax3  + ix»+ ex)  (x*+ i^=  o. 

L'équation 

ax5+  *x*  +  cx^  +  aV  +  yx  +  c'  =  0, 

sous  les  relations  d'Anna  y  ljz=inby  c' zs=:nc ,    aura  pour 

décomposition 

(ax3+ ix*  + ex)  x»  +  n  (0x34. ix»+cx)  -  =  o, 

X 
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d*où 

(it  + 1)  (0**+ 6x*+ ex)  rx*+ -  j  =  o. 

8a.  Ce  qui  .suit,  repose  sor  cette  formule  > 
(M) . . . .  «"+  *•  =  (a-f-i)" ab  (a +i)— • 

qu*il  est  facile  de  démontrer  par  induction ,  et  qni  Ta  été  d'une 
manière  complète  et  générale  dans  un  mémoire  de  M.  Ampère  y 
ayant  pour  titre  :  Considérations  sur  la  théorie  mathématique 
du  Jeu  (*). 

Faisons  dans  (M)  les  hypothèses  a=  - ,  &  =  '  >  qui  donnent 

« 

c         X 


et  posons  encore 


■      IL  ^     I     ^    _ 

c   .      X 


{*)  Si  Ton  ne  reot  qn'one   diaionsiniiiofi  par  indaction ,  on  partira 
de  celte  ^alitë 

a«  4-  &«  =  (a  4-  *)»  —  M* , 

dont  on  mnltipliera  les  deux  membres  par  a  4*  ^  t  entorie  qae  dégageant 
«'  -♦-  fc* ,  on  tr(mf«ra 

a>  ^  ft<  =  (a  +  ^)*  -^  3a6  (a  +  &)i 

fnnhipliant  de  nonvean  de  part  et  d'antre  par  a  -f-  & ,  et  dégageant  a^  -f-  &4, 
^      il  viendra,  après  aToir  remplace  a*  -^b*  par  sa  valeur  (a-f-&)*  — aa^, 

S  4i<  -f-  ^4  =  (a  -♦-  *)4  —  4tfA  (a  +  *)»  •♦-  %a*b*.  , 


I 
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la  formule  (M)  deiriendra 

c«      X*  1  1       a  1        â  3 


^^12  3  p 

Prenons  Téquation  réciproque  de  la  forme  la  plus  générale , 

ou  y  ce  qui  revient  au  même , 

apm-l-  (f^J^cx  (x*"*-^'""*)  +  <7c*x*  (x"*"*+c'^^)  +etc.  =  o  ; 

cette  équation  est  divisible  par  x-f-c^  toutes  les  fois  que  m 
est  impair;  et  comme  le  quotient  est  une  équation  réct' 
proque  dont  le  degré  est  pair  ^  il  s'ensuit  que  la  résolution  des 
équations  de  ce  genre ,  est  ramenée  à  celle  des  équations 
réciproques  de  degré  pair,  qui  sont  toutes  représentées  par 
la  formule 

x^'+d^'+pcx  (x*'-*+c«'-^)  +  flc»x*(x»'^*+  c*'^)+  etc.=  o  : 

on  réduit  la  résolution  de  celle-ci  à  des  équations  du  degré  r, 
en  la  divisant  par  c^x*" ,  ce  qui  donne 

x'        c' 
et  substituant  pour  —  H — ^  et  les  autres  quantités  entre  pa- 

yenthèses  ,  les  valeurs  qu*on  trouve  en  supposant  successive^ 
ment  n  =  r,  nz=ir —  i  ,  7i=r  —  a,  etc.  dans  l'équation  pf). 
L'équation  en  z  qui  résultera  de  ces  substitutions ,  sera  du  degré  ' 

—   ou   ,  suivant  que  m  sera  pair  ou  impair  ;  or ,  dès 

qu'on  a  les  r  valeurs  de  2; ,  on  trouve  ar  valeurs  de  x , 
eu  vertu  de  l'équation 

X        r 

— I —  =z,       ou       X*  —  czx  +  c*  =  o , 
ex  '  ' 

et  on  a  en  outre  x  =  —  c  dans  le  cas  de  m  impair. 
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Ainsi  la  proposée  étant 

c'est-à-dire , 

(.r7+  cO+  pcx  (x*+c^)  +  qc^x*  (pc^+  c^  +  sc^aP  (x+c)  =  o  ; 

le  quotient  de  la  division  par  x^c,  sera 

(x^-f. c6)  -f  (p—  i)  ex  (x^+c^;  +  (i  — p  4-fl)  c*x»(x»+  c») 

qui  divisé  par  <Px^,  donne 

+  *  —  <7+P — 1  =  0. 
or  d'après  (N) , 

donc  la  précédente  devient 

■  £'+ (p— i)  z»  4- (^  — p— 2)  2i+ (^  —  ff — p+ 1  )  =o.. 

Cette  équation  donnera  trois  valeurs  de  2  ^  et  la  dernière  de» 
trois  précédentes  en  x,  laquelle  devient 

X*  —  czx  +  c*  =  o  , 

fournira  deux  valeurs  de  x  pour  chacune  de  ces  trois  racines  z  ; 
ce  qui  fera  ,  en  totalité  ^  les  six  racines  de  la  proposée. 


\ 
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CHAPITRE  XlV. 

De  quelques  procédés  de  décomposition  des  équations 
en  facteurs  d'un  degré  supérieur  au  premier. 

83.Vxi<r  a  quelquefois  besoin  de  décomposer  effectivement 
une  équation  en  facteurs  d'un  degré  supérieur  au  prenuer. 
Nous  avons  prouvé  (3)  la  possibilité  de  cette  décomposition , 
et  nous  nous  proposons ,  dans  ce  chapitre  ^  de  faire  connaître 
les  divers  procédés  que  Ton  peut  employer  à  cet  effiet. 

Prenons  pour  premier  exemple  une  équation  du  quatrième 
degré  ,  délivrée  de  son  second  terme  ,  telle  que 

x^  +  pr*  -^  qx  +  r  ;=  o  , 

qu*on  se  propose  de  décomposer  en  facteurs  du  second  degré  i 
qui  seront  de  la  forme 

( x^  +  ax  -f-  i)  (x*  —  ax  '{^  c)  =:  o  , 

en  observant  qu'on  n*a  supposé  les  seconds  termes  affectéi 
des  mêmes  coefRciens ,  pris  avec  des  signes  contraires  ,  qu  a 
reffet  d*avoir  un  produit  sans  second  terme ,  comparable  avec 
la  proposée.  On  aura  donc  l'identité 

x^+px*+^x-|-r+r=x^+(6+c— a*)x*+a(c— i)x+ic  =  0, 
d*où  résultent  les  égalités  entre  les  coeRiciens 

b  +  c  —  d'-zz.py       a{c  —  b)  =  q  ,      ic  =1  r , 
desquelles  on  déduit 

^  =  5'       ""  =  7^71'       a'  =  e  +  b—p. 


« 
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n  faut  donc  ,  1*.  que^  pour  chaque  couple  de  diviseurs  c  et'b, 
la  dlirérence  c  —  b  soit  un  diviseur  de  q  ou  du  coefficient 
de  X  dans  la  proposée,  et  que  de  plus,  le  quotient  soit 
positif;  â®.  que  le  coefficient  de  x*,  retranché  de  la  somme 
c  -f-  6 ,  ait  pour  racine  le  quotient  précédent.  Si  l'une  de 
ces  conditions  manquait,  la  décomposition  supposée  serait 
impossible. 

Fabons  une  application  à  Téquation 

x^  — *  19a:*  —  icoa:  —  91  =0, 
pour  laquelle  on  a 

p  =  —  19,       <7=:—  loo,      r  =  — 91. 

■ 

Les  diviseurs  de  91  sont  1  ;  7  >  i3,  91  ,  parmi  lesquels  il 
n*en  existe  que  deux  dont  les  différences  divisent  —  100 , 
et  donnent  un  quotient  positif  :  ces  diviseurs  sont  —  7  et  i3 
ou  —  i3  et  17  :  on  prendra  donc 

c  =  —  7      avec    ft  =:  +  i3 , 
ou 

c  =  —  i3    avec    i  =  +  7. 

En  effet ,  on  trouve  également 

a  =  ^  =  +  5; 

mais  on  doit  avoir  encore 

ft  +  c— p  =  a5, 

condition  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  supposant 

c  =:  -^  y      et      fc=:+i3: 
en  a  donc  pour  les  facteurs  du  second  degré, 

a^  +  5x-+'»3  =  o>      jc*— «Sr  —  7  =  0. 
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Reprenons  les  égalités 

bc  :=•  r  y     c  +  ^=P  +  **%      c  —  ft=-, 

trouvées  précédemment  :  si  Ton  ajoute  les  deux  dernières  , 
puis  qu*on  retranche  Vone  de  l'autre^  il  viendra 

p  +  a'  +  2                 p  +  a'^-\ 
(i).,..  c  = ,       i  =  ' ....(a): 

multiplions  b  par  c ,  nous  aurons  ;  à  cause  de  bc=zr  ^ 

donô 

p»  +  Qpa^  +  a*  _  1  =  4r, 

ou 

a^  +  2f>a*  +  (p*  —  4^)  a*  —  </*  =  o  ; 

c'est-à-dire , 

en  posant  a*  =  a'. 

Pour  l'équation  déjà  traitée, 

x^  —  19X*  —  loox  —  91  :=  o  ; 
on  a  ,  par  la  comparaison , 

p  r=  —  19  ,       ^  =  —100,       r  =  — 91, 

conséquemment , 

a!^  —  38a'*  +  725a'  —  10000  =  o  ; 

mais  cette  équation  n'ayant  que  des  variations  de  signes  , 
n'admet  que  des  racines  positives  ,  et ,  à  cause  de  a'  =  c*, 
on  ne  doit  essayer  comme  diviseurs  de  10000 1  que  des  carrés, 
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«avoir ,  ^ 

1  ,    4i     iS,    a5 ,     loo  ,    4^0,     Ga5  ,     a5co,     loooo  ; 

I 
en  observant  que  le  nombre  a  est  essentiellement  rationnel. 

Jje  diviseur  d  =  a5   est  racine  ,  et  il  donne    a  =  5  :  des 

équations  (i)  et  (s)  on  déduit  alors 

c  =  —  7,       i  =  +i3, 

valeurs  obtenues  plus  haut. 

Passons  enGn  à  la  recherche  des  diviseurs  commensurable» 
du  troisième  degré  ,  et  proposons-nous  ,  à  cet  effet ,  de  trouver 
ceux  de  Véquation  générale  du  sixième  degré 

x^  +  px^  +  c\x^  +  rr*  +  5X  +  i  ==  o  : 

je  suppose  maintenant  que  cette  équation  provienne  det 
facteurs 

x^  +  cu^  +  ix  -f-  c ,       x^  —  ox*  -f-  ir  -f-  y  : 

si  on  les  multiplie  et  que  Ton  compare  les  cocfEciens  des 
mêmes  puissances  de  x  ^  on  trouvera 

(i<>)...  i+d— .a»=p,     (a**)...c+/4-ad— ai  =  <7, 

(30) . . . af'^ac+bd=  r ,     (4^) . . . bf+cdz=  s,     (5^ . . . cf=  t\ 

(1  °)  donne  J+ d=a»4«p ,   et  (a^)  donne  i  —  d=  ilLÎIll' 

donc  *' 

(6-)...6=£±2±£±fc2,      (70)...d=«J±2=î^ftî. 
^    '  aa  ^'  '  aa 

Substituant  ces  valeurs  dans  (4^)  ,  il  vient ,  après  les  réductions^ 

On  cherchera  donc,  puis  on  disposera  par  ordre >  tous  les  di- 
viseurs du  dernier  terme  t  de  Téquation  donnée  ,  et  on  ne  pren« 
dra  pour  c  et  fq}xe  ceux  dont  le  produit  soit  t  en  nombre  et  en 
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signe  ;  d'ailleurs  on  doit  avoir  a  nombre  entier  ;  donc,  d'après(8), 
f-j-c  doit  être  ,  en  même  temps ,  diviseur  de  as  et  de  q  if-^c^^ 
Des  valeurs  de  a,  c.etf,  on  conclura >  au  moyen  des  éqtkatlons 
(6'')  et  (7^  ,  celles  de  ft  et  <2  qui  doivent  être  en  nombres 
entiers  ,  et  enfin  on  examinera  si  Téquation  (3^)  qu'on  n*a  pat 
employée  ,  est  satisfaite. 

Nous  appliquerons  cette  méthode  à  Téquation 

y  +  6/  +  4y  —  34y  —  59^  +  i^y  +  35  =  o  : 

on  fera  évanouir  son  second  terme  ^  en  posant 


y  z=z  X  — 


I 


> 


ce  qui  donne  cette  transformée  en  a; , 

a:^—  iix^—  lor^  +  aao;*  +  38a:  —  5  =  o, 

pour  laquelle  on  a 

p  =  — 11,    <;  =  — lo,    r  =  2a,    5  =  38,    t==— 5: 

les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  i  et  5  ;  donc ,  parce  qu'il 
est  négatif,  les  facteurs  c  et^sont  —  i  et +  5,  ou  +  i  et— 5. 
Prenant  d'abord  c  =  —  i  etfz=,  +  5 ,  on  trouve 

f+c  =  4, 

qui  est  un  diviseur  de  2s  ou  de  76  >  et  qui  l'est  encore  de 

q  {f —  c)  ou  de  —  60.  Faisant  les  substitutions  dans  (8**)  ,  il 

vient  l'équation 

a^  —  3oa  -f-  21  =  o , 

qui  n'a  pas  de  diviseurs  commensurables  du  premier  degré. 
Essayons  c  =  +  *  et  y  =  —  5  :  on  a  d'abord 

diviseurs  de  2s  et  de  q  (/ —  c)  :  substituant  dans  (8*)  ,  il 
vient 

a^  +  8a  -f«  9  =  o, 
.qui  donne 

a  =  —  1  ; 
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donc  ,  d'après  (6")  et  (7°) ,  on  trouve 

i  =  —  8      et      £i  =  —  fl. 
Tout^  ces  valeurs  et  celle  de  r  ^  substituées  dans  (3^  doxment 

0  =  0; 
donc  les  facteurs  binômes  sont 
x^  —  X*  —  Sx  +1=0,     or'-f'a:*—  ax  —  5  =  0: 

si  l'on  fait  x  =  y  -|~  ^  1  on  aura  ces  facteurs  triples  de  la  pro^ 
posée , 

y  +  ^y^—  7y  —  7=<^y     y + 4y  +  Sj'  —  5 =0. 

Ces  applications  sont  plus  que  suflisantes  pour  donner  une 
idée  de  cette  méthode  ,  et  du  grand  nombre  d'essais  infructueux 
auxquels  on  est  exposé  y  lorsque  le  terme  tout  connu  admet  un 
grand  nombre  de  diviseurs. 

*  84.  La  méthode  suivante ,  due  à  Newton  ^  trouve  naturelle- 
ment place  ici. 

Supposons  qu'une  équation  qui  n'a  pas  de  diviseurs  com-« 
mensurables  du  premier  degré  >  puisse  se  décomposer  en  divi- 
seurs commensurables   du  second  ^  et  soit 

X*  +  mx  -f«  n. 

Tun  de  ces  diviseurs  :  la  proposée  ne  cessera  pas  d'être  divi- 
sible par  X*  +  mx  +  n ,  pour  des  valeurs  particulières  de  x. 
^'ommons  A  et  B  ce  que  devient  la  proposée  pour  les  valeurs 

x  =  —  1         et        x  =  +i: 

le  diviseur  de  A  sera  1  —  m  +  »  >  celui  de  B  sera  1  -f*  7»-f-  n  , 
et  n  sera  le  diviseur  de  l'équation  ^  dans  la  supposition  de 

X  =  o. 
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Les  trob  diviseurs  ne  sont  pas  en  progression  arithmédqiie  ; 
mais  si  Ton  retranche  une  unité  de  chaque  diviseur  de  A  et 
de  B  ,  pris  en  plu:>  et  en  moins ,  on  aura  des  nombres  panni 
lesquels  doivent  se  trouver 

nombres  en  progression  arithmétique  dont  la  différence  est  m. 
ir  ne  faudra  donc  s'arrêter  qu*à  ceux  des  diviseurs  de  A  et 
B  qui ,  diminués  d'une  unité ,  forment  une  progression  arith- 
métique avec  quelqu'un  des  diviseurs  du  dernier  terme  de  la 
proposée.  On  pourra  d*abord  trouver  quelques  progressions 
arithmétiques  inutiles  \  mais  on  les  écartera  par  de  nouvelles 
suppositions  ,  telles  que 

X  =  —  2,      a:=:-(-a: 

on  formera  par   là  les    valeurs  de  A'  et  B'^  et  le  divi^^ni 

deviendra 

4  —  am  +  n        et        4  +  ^^  •!"  **  • 

retranchant  4  ^^  chacun  d'eux ,  il  restera  • 

n  —  am        et        /»  +  a/?», 

qui  contiennent  la  progression  ci-dessus.  D'autres  supposi- 
tions ^  si  elles  sont  nécessaires,  achèveront  de  fixer  les  véritables 
diviseurs. 

La  valeur  de  n  est  le  diviseur  qui  répond  à  x=o,  et 
m  +  /i  est  celui  qui  répond  à  x  =  +  i  :  en  retranchant  le 
premier  du  second ,  on  trouve  m  ;  donc  les  deux  indéterminées 
m  et  n  sont  connues. 

Lorsque  tti  =  o  ,  ou  lorsque  le  facteur  du  second  degré  est 
de  la  forme  x* -}-  n  ,  alors  il  ne  s'agit  que  de  déterminer  n , 
et  il  est  visible  que  n  -f-  i  doit  otre  diviseur  commun  de  A 
et  B  ,  et  que  «  +  4  ^^  sera  de  A'  et  B'. 

Soit ,  pour  exemple  ,  l'équation 

x^  +  4x3  +  6x^  +  4x  +  5  =  o , 
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dont  on  demande  les  facteurs  doubles  commensurables ,'  si 
elle  en  a.  « 

Par  la  supposition  de  x  =  —  t  ,  on  a  A  =  4  ^  en  faisant 
a:  =  +  1 ,  on  a  B  =  flO  :  la  supposition  de  a:  =  —  2  donne 
A'= 5  *,  celle  de  x  =  +  a  donne  B'  =  85  *,  enfin ,  pour  a;= o, 
on  a  5.  On  formera  donc  le  tableau  suivant  : 


B'—  85 

1.5, 

17. 

85. 

B  =  ao 

1  ,    a  . 

4. 

10  , 

5  =  5 

1  .    4. 

A-4 

1  ,    a  , 

4. 

A'=  5 

1  .    5. 

20. 


Pour  savoir  si  l'équation  a  quelque  diviseur  de  la  forme 
.-r*  +  n ,  examinons  ^i  quelque  diviseur  du  dernier  terme  5 
de  réquation ,  augmenté  de  Tunité  ,  est  en  même  temps  divi-* 
seur  de  A  et  B  :  on  ne  trouve  que  le  diviseur  1  ,  car  1  +  1 
ou  a  est  diviseur  de  4  et  de  ao  -,  donc  n  r=  1  et  x*  -f*  ^  pent 
diviser  Téquation. 

Cherchons  le  diviseur  de  la  forme  x*  -f  mx  +  n  :  parmi 
les  diviseurs  de  A  et  B  qui ,  diminués  d'une  unité ,  forment 
une  progression  arithmétique  avec  quelque  diviseur  du  dernier 
terme,  on  trouve  a  et  10  *,  car  1  ,  5  et  9  sont  une  suite  de 
nombres  dont  la  dilFcrence  =  4  *>  donc 

ji  =  5,       m  +  n=:9,       d*où      m  :=  4' 
Ainsi  le  facteur  double  est 

X*  +  4^  +  5  ; 
donc  la  proposée  revient  à 

(x*+0  (x»  +  4x  +  5)  =  o, 

qui  donne  ces  racines 

X  =  +  V/ —  1  ,  X  =  —  1/ —  1 , 

X  =  *—  a  -f-  y — 1  ,       X  =  —  a  —  V^—  1. 
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85.  Nous  alloiis  envisager  la  question  ^sous  un  antre  point 
de  Yue^  en  nous  bornant  cependant  à  la  décomposition 
d*une  équation  du  quatrième  degré  en  ses  diviseurs  du  second 
degré. 

Reprenons  donc  Téquation  du  quatrième  degré 

x4  +  Px3  +  Qx»  +  Rx  +  S  =  0, 

et  proposons-nous  de  la  décomposer  en'  deux  facteurs  dn 
second  degré 

x*  +  Aa:  +  B  =  o,      a^  +  A'x  +  B'  =  o. 

Les  racines  de  la  proposée  étant  • ,  C ,  y ,  /,  si  Ton  cherchait 
réquation  dont  les  racines  fussent  lesj,  sommes  des  radiies 
^>  ^>  y>  ^>  prises  deux  à  deux  ,  on  en  trouverait  une  du 
sixième  degré ,  qui  servirait  à  déterminer  le  coefficient  dm 
second  terme  des  diviseurs  du  second  degré.  £n  effet,  lei 
facteurs  de  la  proposée  étant  a:  — •,  07-7- C,  x— y,  x— /| 
il  7  a  lieu  à  six  diviseurs  du  second  degré  ,  dans  chacun  desqueb 
le  coefficient  du  second  terme>  est  la  somme  de  deux  des  racines 
de  la  proposée  \  ainsi  l'équation  d*où  dépend  A ,  par  exemple , 
doit  être  du  sixième  degré.  Mais  ,  dans  cette  équation  finale , 
le  coefficient  du  second  terme,  étant  la  somme  des  valeurs  de 
A ,  pri:»es  en  signes  contraires ,  vaudra 

3ii  +  3ê+3y  +  3/  =  —  3P, 
et  on  le  fera  disparaître  en  posant 

A=^+-^,       d'où       y  —  A—^^ 

ensorte  que  les  racines  de  l'équation  jGnale  seront,  en  met- 
tant pour  A  toutes  ses  valeurs  , 


y 
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=— (•+*)t = (0» 


a  s 


,=_c,+o+i:t£±r+î=te=^..,. 0). 

,=_(t+»,+£±fe±i=  =±*=£=r co. 

v=_(C+0  +  d%±i=--±2=^ (5), 


â  a 


y  =  '^ir+^)  +  '--^—- = (6), 


a  a 


qui  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires ,  ainsi 
que  le  montrent  (i)  et  (G)  ,  (2)  et  (5)  ,  (3)  et  (4)  ;  par 
conséquent  l'équation  en  y  ne  renfermera  aucune  puissance 
impaire  de  y,  et  elle  pourra  se  réduire  à  une  équation  du 
quatrième  degré  ^  en  s  ^  en  posant  y^z=zz. 

Le  produit  des  facteurs  correspondans  aux  six  racines  de 
Féquation  en  y ,  sera 

faisant  y^:=z  z,  et  posant  pour  équation  finale , 

z^  —  Lz^  +  Mz  —  'S  =  o, 
on  aura 


/ 
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] 


M 


"•"V — s — M — ^ — >)' 

Or ,  dans  Thypothèse  de  P  =  o ,  pour  abréger  les  calculs , 
on  a  (chap.  YII) 

les  autres  coefliciens  L  ^  M  sont  aussi  des  fonctions  invariables 
de  «  ,  ff ,  y ,  ^ ,  qui  peuvent  par  conséquent  s'exprimer  au 
moyen  des  coefliciens  Q  ,  R  et  S  de  Téquation  donnée ,  et 
Ton  trouve ,  par  un  calcul  qui  n'a  de  difficulté  qu'un  peu  de 
longueur , 

L  =  -  2Q, 

M  =  Q=*  — 4S-, 

d'ailleurs  , 

N  =  R*  ; 

donc  l'équation  iinale   est 

x^  +  2Qz.^  +  (^q'  —  4S)  z  —  K'  =  o (7); 

et  comme  son  dernier  terme  est  essentiellement  négatif ,  elle 
aura  ,  au  moins ,  deux  racines  réelles ,  l'une  positive  et  l'autre 
DUç^ative  (P"  sect. ).  Reprenons  maintenant  l'équation  sim- 
plifiée par  P  ==  o  ,  savoir. 
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pour  laquelle  les  facteurs  du  second  degré  deyiennent 

on  trouvera ,  après  les  avoir  multipliés  Fun  par  l'autre  ,  et 
comparé  leur  produit  avec  la  proposée, 

__  A(Q  +  A')^R         K  -^. 
»—  ^Â  '      "   — B' 

donc  on  aura  nécessairement  une  valeur  réelle  pour  B  et  une 
pour  B^  Ainsi  les  deux  facteurs  précedens  seront  réels. 
Examinons  le  cas  de  R  =  o  ;  on  a  d'abord ,  d'après  (7) , 

z  =  G  ,     d'où     ^  =  o , 

et  conséquemment  A  =  o ,   à  cause  de 

P 


y 


=  A  —  -  : 


les  valeurs  correspondantes   de   B  et  B^  deviennent  donc  -. 

G 

circonstance  sur  laquelle  nous  allons  revenir  :  les  deux  autres 
racines  sont 

2  =  —  Q  +  flV/s,    z  =z  —  q  —  a^s , 

auxquelles  répondent ,  d'après   A  =  yz=z  \/z ,    ces    valeurs 
de  A  , 

A  =  dz  )/—  Q  4.  2  v/"S  ,    A  =  ±:  )/—  Q  —  a  ^S. 
Pour  les  deux  premières  valeurs  conjuguées  de  A ,  on  a 

•t  pour  les  secondes , 

B=2±£=_,/s,      B'  =  |  =  -t/S. 

On  conclut  donc  pour 

x^  +  Qx*  +  S  =  o. 
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ces  deux  décompositions 

(0-—  X  »/— Q+ a  t/S  +  v'S  )  =  o .(8), 

(x'+  a:  |/—  Q  —  a  V/S  —  V/S) 
(  X»  —  X  /—  Q  —  av^—  i/S)  =  o (9), 

Maintenant  pour  voir  ce  qui  se  passe  lorsque  la  valeur  de  B 
se  produit  sous  la  forme  de  rindétermiuatioii ,  reprenons 
Téquation  du  quatrième  degré  et  les  facteurs  du  aecond  ^  qui , 
dans  l'hypothèse  actuelle ,  se  réduisent  à 

^  +  Qx»  +  S  =  o, 
X*  +  B  =  o,      X*  +  B'.  =.o  ; 

on  a  donc  pour  résultats  des  comparaisons  , 

B  +  B'  =  Q ,      BB'  =  S , 

ensorte  que  la  valeur  de  B  sera  donnée  par  la  risolutioi 
d*une  équation  du  second  degré ,  dont  Tone  des  racines  sert 
prise  pour  B  et  Tautre  pour  B^  Ainsi  la  valeur  de  B  ^  déduite  df 

A(Q  +  A^)-R 

ne  devenait  J  pour  R  =  o  ,  d*où  résultait  A  =  o ,  que  parce 

que  l'expression  de  B  étant  rationnelle ,  n'était  pas  propre  i 

donner  deux  valeurs  de  B  ,   et  cependant  on   ne  devait  pas 

plutôt  obtenir  Tune  que  l'autre  [P*  sect. ,  chap.  XXV ,  (34o)]. 

L'équation  du  second  degré  qui  donne  les  deux  valeurs  de 

B,  est 

B*  —  QB  +  S  =  o , 

de  laquelle  on   déduit 

B  =  i  Q  +  i/rQ^Hs,      B'  =  i  Q  -  |/iQ*— S; 

donc  les  facteurs  doubles  de 

*•♦  +  Qx*  +  S  =  o. 
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seront 

Dans  le  cas  de  S  >  o  et  >  ^  Q»,  ai  l'on  pose 
on  trouvera  les  quatre  facteurs  du  premier  degré 

^  —  »/— /— g  i/^-""*      ^  —  •/— /+ff  »/^^  ; 

si  Ton  multiplie  entr'eux  ceux  de  la  première  ligne  y  et  Tun 
pv  l'autre  ceux  de  la  seconde ,  on  trouvera  d'abord 

qui  (chap.  I)  se  transforment  dans  les  suivans,   - 

a:'  +  jrV-2/+a»</-*4-g'+  Vf  +  g', 

facteurs  réels  et  les  mémea  que  ceux  de  (8),  i  cause  de 

/=iQ    et     -g«  =  iQ«  -   S, 

tandis  que  les  facteurs  doubles  produits  des  facteurs  vertica- 
lement placés ,  savoir  x^  '^f'^g  V —  *  >  ^  +  / — g  V —  *  » 
sont  imaginaires  :  néanmoms  en  les  multipliant  entr*eux^  on 
retrouve  la  proposée. 

n  est  maintenant  très-facile  de  comprendre  qu'on  ne  gagne- 
rait rien  à  décomposer  l'équation  du  troisième  degré 

dans  les  facteurs 

a:*  +  Ax  -f-  B      et      x  +  A'; 

car  pour  la  détermination  de  A''^  on  serait  conduit  à  l'équa- 
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tion  du  troisième  degré  ; 

— A'^PA'»— QA'+R=o    ou    A'«— PA'M-QA'— R=o, 

puisque  de  x^- A'  ■=  o  on  déduit  j;  =•—  A'  :  conséquence  qui 
devient  plus  évidente  encore ,  si  l'on  considère  que  A'  doit  être 
Tune  quelconque  des  racines  de  la  proposée.  Quant  au  coefB- 
cient  A ,  comme  il  est  la  somme  de  deux  quelconques  des  racines 
de  la  proposée ,  on  aura  pour  l'évaluer  une  équation  dont  les 
racines,  seront 

et  qui ,  conséquemment ,  sera  du  troisième  degré.  Le  coeffi- 
cient B  sera  encore  donné  par  une  équation  du  troisième  degré, 
ayant  pour  racines  les  produits  deux  à  deux  mS  ^  «y  ,  «/"  :  nous 
avons  effectivement  vu  ^^I**  sect. ,  chap.  XXIV  ) ,  que  ces  coeSi- 
ciens  étaient  donnés  par  ces  équations 

A3_flPA*+  (Q  +  P»)  A  +  R— QPz=  G,      B  =  — 


A-P- 


ensorte  que  quel  que  soit  celui  de  ces  coefficiens  qu'on  veuille 
évaluer,  pour  en  conclure  les  deux  autres  ,  on  parvient  toujours 
à  une  équation  du  même  degré  que  la  proposée. 

8.  Ceux  qui  désireraient  approfondir  cette  matière,  pourront 
consulter  la  note  X  déjà  citée  de  la  résolution  des  équations  numé« 
riques,  sur  la  décomposition  des  pol^omes  en  facteurs  réels  ^ 
que  Lagrange  termine  par  cette  observation  :  u  II  faut  avouer 
5î  qu'à  l'exception  de  quelques  cas  particuliers  où  la  décompo- 
51  sitionde  l'équation  est  facile,  cette  méthode  sera  impraticable 
îi  par  la  multiplicité  et  par  la  longueur  des  opérations  qu'elle 
51  peut  exiger,  ii  Aussi  l'objet  principal  de  cette  note ,  est  de 
prouver ,  â  priori  ,  la  possibilité  de  cette  décomposition  des 
polynômes  et  des  équations  en  facteur:»  réels  du  premier  ef  du 
second  degré ,  objet  qui  n'avait  pas  encore  été  rempli  d'une 
manière  directe  et  complète. 
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CHAPITRE  XV. 

De  V extraction  des  racines  des  quantités  en  partie 
commensurables  et  en  partie  incommensurables. 

87.  Il  ou  s  avoHS  déjà  assigné  (!'•  sect.,  chap.  XIX)  la 
relation  entre  a  et  ft,  sons  laquelle  il  était  possible  de  dé- 
composer l'expression  doublement  radicale  V^a4-  Vb  en  deux 
radicaux  carrés  séparés  ;  nous  allons  ^  dans  ce  chapitre^  gé- 
néraliser la  question  ^  et  nous  occuper  de  l'extraction  de  la 
racine  n"""  des  quantités  de  la  forme  a+  ^b  ,  çt  d'abord, 
pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple  >  nous  considère-^ 
rons  celui  de  71  =  3. 

On  aperçoit  de  suite  qu*on  ne  peut  supposer 


parce  que  le  cube  de  |/A  -f-  ^^B  ne  contenant  que  des  termes 
irrationnels  ,  le  nombre  a  ne  serait  pas  commensurable  comme 
on  l'a  supposé. 

Cette  contradiction  cesse  d'avoir  lieu  lorsqu'on  suppose 


^a  +  yb  =  A  +  |/B, 

ou,  plus  généralement  f 


\/a  +  yb  =  (A  +  vaj)z, 

X  étant  une  indéterminée.  Élevant  de  part  et  d'autre  au  cub?  j 

21 
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il  viendra 

a  +  |/i  =  fi3  (A3  4.  3A*  |/B  -f  3AB  +  B  \/9)  # 
ensorte  que 

a  =  x3  (A3  +  3AB),      \/b  =  z»(3A»  +  B)  |/B. 

Il  faut  de  ces  deux  équations  déduire  A  et  B,  et  on  obser^ 
yera  que  la  forme  supposée  à  la  racine  cubique ,  n*aura  lieu 
qu'autant  qu  on  trouvera  pour  A  et  pour  B  des  nombres  rm^ 
tionnels.  Elevant  Tune  et  Fautre  équation  au  carré ,  pois 
retranchant  la  seconde  de  la  première  ^  on  aura 

2!^  =  A«  —  3A«  +  3A*B»  —  B»  =  (  A»  —  B  )» , 

posant  z^  =z  C,  puis  extrayant  la  racine  cubique  de  paît 
et  d  autre ,  il  viendra 


-B=V^  = 


C       ~' 


Choisissons  C  d'après  la  condition  que  (a*  ^  £)  C  soit  un 
cube  "parfait,  et  posons  / 

C =  ^' 

nous  aurons 

A»  —  B  =  c  y      d'où      B  =  A»  ~  c. 

Substituant  pour  B  cette  valeur  dans  celle  de  a ,  on  trouvera 

4CA3  —  3cCA  —  a  =  o. 

Pour  que  A  et  B  soient  des  nombres  rationnels  ,  il  faut 
que  la  dernière  équation  ait  une  racine  commensurable.  On 
prend  C  =  1  ,  lorsque  a*  —  b  est  un  cube  parfait ,  ainsi 
qu'il  arrive  à  Fégard  des  doubles  radicaux  qui  entrent  dus 
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VeTpression  des  raoinei  du  troiaiènie  degrë ,  et  qui  sont  de 
la  forme 

*        a  '    V   4        "7 
en  effet ,  alors 

Joù  résultent 

s 

a?  V       ^7  3     > 

ensorte  que  Téquation  qui  donne  A^  devient 

4A3q:pA+2  =  o,      tfoù  '    6A' q:  spA  +  7  =  o, 
et  faisant  aXs=y, 

A  regard  de  Texpression  y^a —  y^b,  on  poserait 

V/a— V'^=:J;A  — l/B)z, 
et  on  suivra  de  to^  point  la  marche  des  calculs  préoédens. 

Soit  la  quantité  5a  +  !^  1/3  >  dont  on  propose  d'extraire 
la  racine  cubique  :  on  a>  par  If  comparaison , 

A*— B  =  i  1/4C. 

Dans  cet  exemple  »  pour  rendre  4C  un  cubeLgvfidt ,  il  faut 
prendre  C  ==  &  :  on  treuve  ensuite 

A»  —  B  :;=  c  =  1      et      8A3  ^  6A  —  52  =  G. 

ai.. 
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Pour  préparer  cette  équation ,  on  fera  â A  =  ^  j  d*où  résulta 

y^  —  3^  —  5a  =  o  : 

on  trouve  pour  la  racine  ^ 

y  =  4  ,      donc      A  =  a  ^      B  =  3 , 


d'où 


V/5a  +  3o  v/3  =  (a4.v/3)  \/a. 


Soit ,  en  second  lieu  ,  l'expression  —  lo  +  g  J/—  5  dont 
on  ait  à  extraire  la  racine  cubique.  Pour  ce  cas , 

a  =  —  lo ,     1/*  =  9  l/—  3  ,    a*  —  6  =  343  , 

A»—  B  =  c  =  v/3^; 

comme  3^3  est  un  cube  parfait,  savoir  (7)^,  on  a 

C  =  1  ,      c  =  7, 

et  réquation  en  A  devient 

4A?  —  aiA  +  *o  =  o* 
dont  les  trois  racines    sont 

A  =  a,      A  =  i,       A  =  —  I; 
donc 

B  =  ~3,      B  =  — V*      B=  —  1; 

d*où  Ton  déduirait  les  trois  racines  cubiqves  cherchées. 

88.  En  général,  la  racine  du  degré  n  de  l'expression  a+t/^» 
doit  être  supposée  de  la  forfce  A+  \/B  :  i*.  parce  que  ce 
résultat  élevé  à  la  puissance  n ,  est  comparable  avec  a-|- v/i; 
a*',  parce  qu'il  résultera  de  cette  comparaison  deux  équations , 
l'une  entre  les  termes  rationnels  ,  et  l'autre  entre  les  termes 
incommensurables ,  desquelles  on  déduira  les  valeurs  des 
indéterminées  A  et  B,  qui  doivent  être  rationnelles  lorsque 
l'extraction  est  possible.  On  introduit  dans  cette  analyse  une 
arbitraire  G  qu'on  déteimine  de  manière  que  B  ne  devienne 
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commensurable  on  incommensurable  que  par  A ,  ainsi  qu  oa 
le  remarque  dans  la  racine  précédente.  Soit  donc  à  extraire 
la  racine  n""'  de  a  +  y'b  :  on  posera 


ensorte  qu'en  élevant  de  part  et  d*autre  à  la  puissance  n ,  et 
faisant  deux  équations ,  Tune  entre  les  termes  rationnels ,  et 
Tautre  entre  les  termes  incommensurables ,  on  aura 

V/&=c(-A— 'V3  + """'•"""- A— »Bt/B  +  etc.Y..(3)> 

d*où  il  est  facile  de  conclure 

a  =  i  C  K  A  +  1/8)-+  (A-  l/B)»3, 
V/6  =  i  C  C(  A  +  |/B)«  -  (A  ~  i/B)"]- 

En  imitant  ce  qui    a  été  fait  précédemment^  on  retran- 
chera le  carré  de  la  seconde  équation  de  celui  de  la  pre-« 

uiière ,  ce  qui  donnera 

a*—  û  =  JC»  (     (A4-v/B)«»  +  fl(A»  — B)» 


(A  -I-  yBy  +  a  (A»  —  B  )•  \ 
+  (A-V^)"-(A+l/BrJ 
+  a  (A»  —  B)»  —  (A  —  i/B)"} 


et  réduisant;  on  trouvera 

a*  —  &  =  0(A*  — B)% 


d'où 


A.-B  =  ^/^, 


• 


Il  faudra   d*abord  prendre  C  de    manière   que  l/ — 


—  H 


devienne  une  puissance  exacte  du  degré  n,  que  nous  dcî:i.« 
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gnerons  par  c  ,  ensorte  que 

B  =  A*  —  c (3). 

Substituant  cette  valeur  pour  B  dans  (i)i  on  aura  une 
équation  du  degré  ti  en  A  (^,  qui  devra  comporter  des  racines 
commensurables^  pour  que  B  et  A  soient  des  nombres  com* 
mensurables. 

Supposons  qn*on   ait   à   extraire   la  racine   cubiqae    de 
"-  3  +  -^  |/—  3  :  on  aura 

n_d,    c— 0,    o_  — — ,     ___—_=-, 

en  posant  C  =  i  :  donc 

A*  — B  =  |,      d'où      B  =  A»— f; 

ensortc  que  Téquation  (i),  en  j  faisant  n  =  3  et  remplaçant 
B  par  sa  yal«iir  ci-dessus  ,  donne  la  suivante  ^ 

4A'  —  7A  -f  3  =  G , 

qui  a  pour  racines  ~  ^  +  ^  »  —  ?  :  les  valeurs  de  B  seront 
donc  —  77,  — I»— iT»  «tlo  binôme  proposé  aura  les  trois 
racines  cubiques 

La  racine  quatrième  du  binôme  14  4"  ^  V^  donne 
n  =  4  i     û=i4,     iz=  19a,       doù      a»  —  i  =  4: 


(♦)  On  obserrera  que  n  <?umi  pair,  la  plus  haute  puissance  de  B  dans  (i) , 

«SI  B»  qui  est  mnltiplië  par  A*;  ensorte  que  ,  d'après  (3) ,  B"  sera   remplacé 
par  un  polynôme  du  degré'  n  en  A.  Lorsque  n  sera  ioipair ,  la  plus  liauie 


■—I 


puissance  de  B  dans  (1),  sera  B  »    qu'on  lemplacera  ,  d'après  (3) ,  par  ua 


I— I 


polynôme  du  dcgrë  n  —  i  en  A;  mais  comme  B  »     est  moltipiie  par  A, 
If  polynôme  résultant  sera  encore  du  degré  n. 
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qu  on  pose  C  =  4* ,  on  aura 

A»— B  =  v'iG  =  a,       d'où      B  =  A»— a, 

et  1  équation  (i)  deviendra 

A*  —  aA*  —  3  =  o  ; 
on  en  déduit 

A  =  ±  v/3 ,      A  =  ±:  V/— 1  ,  , 

et  ces  yale^irs  correspondantes  de B ,  savoir,  B  =  i ,  fi  =  —  5. 
Le  système  de  valeurs  A=  ]/5  et  B  =  i  ,  donne 

1/ 14  +  8  1/3  =  -i^tJ. 

Dans  le  cas  de  n  pair ,  comme  il  arrive  dans  le  second 
exemple  ,  l'équation  (i)  est  du  quatrième  degré ,  et  réductible 
à  ime  équation  d*un  degré  moitié  moindre,  c'est-à-dire,  r^so^ 
lubie  à  la  manière  des  équations  du  second  degré.  Mais  alors 
on  peut  poser 

î/a+yb  =  (v/A+V«)Pc, 

A  et  B  devant  être  des  quantités  rationnelles.  Elevant  de 
part  et  d'autre  à  la  puissance  a/i,  on  trouve 

(  V/AyN-  t(  VA)*-  ^+''"-^^'(^A)'*^B 
a+t/b=a  ' 

H y:^ (l/A)«-3B  ï/B  +  etc. 

Egalant  séparément  les  termes  rationnels  et  ceux  qui^sont 
affectés  de  radicaux ,  on  obtient  ces  deux  équations 

.  in.'in—'\.9.n  —  3.9»— 3.A"~*B*  ,     ^ 

-   + TXM ■^''*'' 
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c'est-à-dire , 

a  =  1  C  [(\/A  +  KB)»  -f  (V/A  —  V^y-], 
1/6  =  i  C  C(i/A  H-  V/B)"  -  (V^A  —  ^/B)"], 

et  de  là  ,  comme  ci-dessus , 

a*  —  &  =  C»(A— B)", 

doù 

ait 


A-B  =  Y/-^r-  =  «^. 

et  conséquetnment  ^ 

B  =  A  —  c. 

Ces  formules  appliquées  à  l'exemple  que  nous  venons  de 
traiter ,  donnent 

n  =zz  a  ,    a  =  i4  ,    6=  iga  >       d'où      a*  —  6  =  4> 

4 
A  —  B  =  y/A  =  ^>is  =  3  =  ^  ; 

en  faisant  G  =  ^  :  on  a  donc 

B  =  A  —  î2  , 

et  réquation  (4)  donne  ,  par  la  substitution  de  cette  valeur  do 
B  ,  et  dans  les  hypothèses  précédentes , 

A*  —  2A  —  3  =  G , 
d*où  l'on  déduit 

A  =  3,      A  =  —  1, 
valeurs  auxquelles  correspondent 

B  =  i  ,      B  ==  —  3. 
Pour  A  =  3  et  B  =  1  ,  on  trouve ,  comme  cl-dessui, 

V/a 


ALGËIPRIQUE.  339 


CHAPITRE  XVI. 


De  réi^anouissement  des  radicaux  dans  les  équations^ 

Sq.Xj'ÉVANOUISSEMENT  des  radicaux  dans  les  équations  qui 
en  contiennent  ^  ne  présente  quelques  diillcuUés  que  lorsque 
les  radicaux  entrent  dans  plusieurs  termes  ;  car  lorsqu'il  n'entre 
qu'un  seul  radical  -dans  Téquation ,  on  peut  l'isoler  dans  l'un 
des  membres  ,  et  élever  à  la  puissance  indiquée  par  l'indice 
du  radical. 

90.  La  règle  â  sniyre  pour  ramener  une  équation  à  une 
forme  toute  rationnelle ,  est  celle--ci  :  Remplacez  chaque  ra-^ 
dirai  par  une  lettre,  ce  qui  donnera  une  équation  sans  radi- 
caux, et  d'ailleurs  autant  d'équations  que  de  radicaux  :  élevez 
chacune  de  celles^  à  une  puissance  égale  à  l'indice  du  radical 
qu'elle  contient  ;  puis  éliminant  entre  toutes  ces  équations  ,  les 
lettres  qui  représentent  les  radicaux ,  il  viendra  une  équation 
Jinalc  qui  sera  celle  qu'on  cherche, 

Eclaircissons  cette  règle  par  quelques  exemples.  Soit  d'abord 

l'équation 

^^  î 

X*  —  \/ax  +   V/Ax*  =  m, 
posons 

3  

yajc  '=z  y  ,      ^ bx*  =  z, 

hypothèses  qui  réduisent  la  proposée  à 

X*  —  j'  +  z  =  m , 


33o  ANALYSE 

d*où  on  déduit 

jr  =  07*  -J-  z  —  m  : 

élevant  au  carré  de  part  et  d*autre ,  remplaçant  ^  par  sa 
valeur  ax  y  et  faisant 

A  =  (a^*— m)*—  ax  ,    B  =  a  (x*  — m), 
on  aura  la  transformée 

a*  +  Ba  4-  A  =  o (i)  î 

■ 

mais   réquation  z  ==  V^&x''  élevée  au  cube  ^  doqne 

a»  —  6x*  =  G  , 
et  la  précédente  multipliée  par  z  >  devient 

»'  +  Bft*  +  A*  =  o  ; 
retranchant  la  première  de  la  seconde  ^  la  di£Férence  est 

Bz*  +  Az  +  fij:^  =  o. .  • .  .(a)  î 

multipliant  (  i  )  par  B  >  et  du  produit  retranclMBt  (»)  «  oa 

trouve 

(B»  —  A)  z  +  BA  —  6x*  =  o  , 

d*où 

(fex--BA)3_ 

*   -"(B^— A)3     -"^'^* 

et  faisant  disparaître  le  dénominateur  >  on  parvient  à 

ix*(B»  — A)3  =  (ix*  — BAy. 

Après  avoir  remplacé  B  et  A  par  leurs  valeurs ,   fonctions 
rationnelles  de  a:,  on  trouvera  une  équation  du  dix-huitième 

degré. 

Soit ,   en  second  lieu  , 

/ s 

y/ax  —  y/ a*  —  ax  z=i  2a  +  V'flx* (i)  : 
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ponr  en  Faire  disparaître  les  radicaux  ^  posons 

t=:\/ax,      v=:  v/û**  — ^"^>       ^=  V/ax* (a), 

substitutions  qui  transformeraient  la  proposée  dans  la  suivante  j 

t  —  V*  =  fla  -|-  jr  : 

c'est  de  cette  équation  qu'il  faut  nécessairement  éliminer 
t ,  V  et  y ,  pour  n'avoir  pluâ  qu'une  équation  rationnelle  en 
X.  Elle  donne  d'abord 

y  =  t  —  V  —  2a,       ou       y  =  t  "^  r, 

en  faisant 

r  ^=  V  +  SM'y 

donc 

y  =  «a?*  =:  i»  —  3t«r  4-  3fr*  —  r* (3) , 

et  puisque  t  =  ^ax ,  on  a 

'  ^  =  or ,         ^  =  ûtr  ; 

substituant  pour  t^  et  ^  leurs  râleurs  dans  (3) ,  cette  équa* 
tion  devient  ' 

ax^  =  àtx  —  Zarx  +  3/r*  —  r^ (4)  ; 

d'ailleurs , 

r^  =z  ^^  +  4av  +  4fl*  =  5a»  +  4av  —  ax  ; 

en  mettant  pour  v*  sa  valeur  a*— >aj;;  et /à  cause  de 
r  =  V  -f-  aa ,  on  a 

remplaçant  i'*  par  a*—  ax  et  v^  par  a^v^-^avx,  on  trouve, 
après  les  réductions , 

r*  =  i4a3  -f-  i3a*i/  —  awx  —  6a*x. 
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Substituant  maintenant  dans  (4)  pour  r,  r*  et  r*  leurs  ti- 

leurs  >  on  obtient 

ax*  =  ate  +  3ax(— V— m)  +  3f  (5a*  +  4ai/ — ox) 
+  ( —  i4û^  —  i3a*v  +  ai'X  +  6a*x  ). 

Faisant  les  multiplications  indiquées ,  transposant  dans  le 
premier  membre  les  termes  aflfectés  de  ^ ,  et  dégageant  f  ^  on 
aura  ^ 

cx*+  14^^  +  iZa^v  +  ikzvx 

i5a*  —  2ax+ lûav 

X*  +  i4a*  +  i3ai/  +  3i'«3P 

i5a — ax-J-iâi^ 

Elevant  tout  au  carré  ^  il  vient 

^                    /x*  4-  i4a*  +  i3ai/  +  ^^^ 
r  =  ax  "~~  ■ 


(X*  +  i4fl*  +  iQg*^  +  flvx\* 
i5a—  flx+  lav         /  ' 


Après  avoir  développé  le  carré ,  fait  évanouir  le  dénomina- 
teur ,  substitué  pour  v^  sa  valeur  a*  —  ax ,  opéré  tontes  les 
réductions ,  et  transporté  dans  le  premier  membre  tous  les 
termes  aflfectés  de  v ,  on  aura ,  en  dégageant  v,  élevant  en- 
suite les  deux  membres  au  carré  ,  et  remplaçant  v*  par  sa 
valeur  a*  —  eue  , 

/  X*  —  8fl.r^  +  1 84fl*x*  —  48Ga^x  +  3S5a«  \« 

/x       n^iv     dOC     "^     1  I    • 

\      _  4x^  —  74ax"  -J-  3o4a*x  —  364a^      /  • 

faisant  les  opérations  indiquées  /  et  ordonnant  le  résultat  par 
rapport  aux  puissances  de  x  ^  on  trouve  enfin  ^ 

x«+  looSa'^x'—  \4f^4a\T?  —  9.y£2a^x^  +■  368ÔaV 
+  29i6a^x' —  gyaa'x  +  729a'  =  o. 

91.  On  peut  encore   se  proposer  cette  question  :  Trouver 
t équation  qui  a  donné  pour  tune  de  ses  racines  , 


I 
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Ce  problème  admet  plusieurs  solutions.  On  peut  d*abord  com- 

3  3 

biner  |/A  et  |/B  avec  les  trois  racines  cubii^ jes  de  Funîté , 
ainsi  qu*on  l^a  vu  (chap.  X)^  ce  qui  fournit  ces  neuf  com* 
binaisons  de  facteurs  ^  ' 

Si  9  3  9  9 

or—    l/A—    |/B,    x— «  i/A —    |/B,    x—    v/A— «v/B, 

3  3  3  3.  33 

x— «  v'A— •  v^,    X— #  V'A— «V^i    x— «VA— «V^, 


Si  Ton  multiplie  ces  facteurs  entr'eux  y  et  qu'on  tienne 
compte  de  ces  relations  connues  entre  les  racines  cubiques 
de  l'unité^ 

il  ne  restera  dans  le  produit  aucun  terme  irrationnel. 
On  peut  encore  poser 

3-9 

t  =  1/A      et      u  =  J/B  , 

d*où  résultent 

t^  —  A  =  o,        u^  —  B  =  o, 

et  conséquenunent^ 

a:  —  ^  —  M  =  G. 

3  s  3 

Si  pour  t  on  écrit  ses  trois  valeurs  (/A  ,  m  \/A  ,  m*  |/ A ,  on 

aura  à  multiplier  les  trois  facteurs 

-#■ 

l(x  -  u)  —  t/A]  C(x  -  a  )  —  ^A]  [(X  —  a)  —  «•  y  A}  : 

m 

or  les  coefilciens  des  second,  troisième  et  quatrième  termes 
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étant 

le  produit  se  réduira  à 

{x  ^uy  —  A  =  o. 

»  »  t 

Ecrivant  pour  u  ses  trois  valeurs    v^B ,  «  ^/B ,  «^  |/B ,  ce 

produit  donnera  lieu  aux  trois  autres  facteur! 

(x—  v^)»— A,      (jr— •  v'B)3— A  ^      (jp  —  ••  ^Vf^Ai 

dont  le  produit  réduit  d*après  les  trois  relations  précédentes  1 
est  le  même  que  celui  qu*on  obtiendrait  par  le  procédé  ci« 
dessus. 

Enfin,  la  manière  la  plus  simple  de  résoudre  la  qnesdoo 
énoncée  >  consiste  à  faire  disparaître  les  radicaux  cubiqoes  pv    ^ 
des  puissances  cubiques  successives.  On  aura  d*abord 

x3  =  A  4.  3  v'A'B  +  3  \/AB^  -f-  B  : 

transposant  dans  le  premier  membre  les  termei  Mttt  ii£- 

caux ,  on  trouvera 

3  »^ 

x^  —  A  —  B  =  3  i/A*B  +  5  v/AB« 

=  5  ï/ABCÎ/A  +  C^; 

donc 

ar^  —  A  —  B  =  3x  i/AB. 

Elevant  au  cube  de  part  et  d  autre  ,  rirrationnalité  disparaî- 
tra ,  et  on  parviendra  à  Téquation  cherchée , 

[x3-(A  +  B)]3  =  a7ABa:3,  ^ 

laquelle  est  du  neuvième  degré  ,  ainsi  que  la  première  solu- 
tion le  démontrait  o  priori.  Cettt  équation  est  réductible  an 


I 
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troisième  degré ,  par  l'hypothèse 


- 

«3  = 

Z  : 

or  si 

nous  supposons 

A: 

=-!+v^ 

+ 

P' 
37' 

B: 

nous 

troarerons 

x'  -|-  ç  =  —  px ,       d'où      jc'  +  px  +  4/  =  o , 

pour  réquation  du  troisième  degré  qui  a  donné  pour  Tunt 
de  ses  racines, 

x=  1/A+  V'B, 
comme  on  le  savait  d'avance. 

93.  Il  nous  reste  à  faire  observer  que  les  opérations  an 
moyen  desquelles  on  fait  disparaître  les  radicaux  >  introduisent 
des  racines  étrangères  à  la  proposée*  Nous  nous  explique- 
rons sur  des  exemples. 

L'équation 

/^^^^  =  1  +  /^^^ (i)  , 

en  faisant  disparaître  les  radicaux ,  conduit  à 

X  —  4  =  1  *      d'où      X  =  5 , 
valeur  qui  satisfait  à  la  proposée.  L'équation 

—  |/x —  1  =  1  —  v/x—  4 (a)  > 

conduit  encore  à  x=:  5  ^  après  Tévanouissement  des  radicaux  ; 
mais  il  faut  observer  qu'elle  ne  sera  satisfaite  par  cette  valeur 

de  X ,  qu'en  prenant  chacune  des  racines  V^4  et  V^T  avec 
le  signa  moins.  Ainsi  l'équation  (a)  ne  peut  être  satisfaite, 
lorsqu'on  prend  les  radicaux  sous  le  signe  plus. 
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L*équation  

ax  —  V/ j?  +1  s=  4  » 

conduit  à 

4a:'  —  lyx  -f-  i5  =  o (5); 

qui  a  pour  racines 

la  première  valeur  de  x  satisfait  seule  à  la  proposée  ^  maîi  ' 
la  seconde ,  substituée  dans  le  premier  niembre  ,  donne  Tanité,  , 
et  conséquemment  elle  ne  satisfait  pas.  Pour  rendre  raison  de   i 

ce  fait ,  on  observera  que  le  carré  de  V^x-f-i>  étant  le  même  que 

celui  de  —  yjc^^i,  les  deux  équations 

(4)...— V^x+  i  =4 — ax,    +\/x+i=z4 — ax...(5), 

conduisent  à  réquation(3)  ,  et  que  a: =3  satisfait  i  (4) ,  tandis 
que  X  =  I  satisfait  à  (5). 
Par  rapport  à  Téquation 


^/x+a  —  j/3x— 5  =  1  , 

si  on  fait  disparaître  d*abord  le  radical  cube ,  puis  le  radical 
carré ,  on  est  conduit  à 

x^  —  24^*  +  2ix  +  4^  =  °  » 

dont  les  racines  sont  -f-  2  ,  +  20  et  —  i  :  les  deux  premières 
satisfont  à  la  proposée ,  tandis  que  la  dernière  ne^  convient 
qu'en  prenant  le  radical  carré  avec  le  signe  moins.  Autre- 
ment, si  Ton  pose 

3- 

{/x  +  2  =  ^  ,        \/3x 5  =  2, 

d'où 

a;  +  2  =  j'*,       3x  —  5  =  a^       et       ^  —  s  =  i , 

et  qu'on  élimine  x  et  ^  entre  ces  trois  équations^  on  trouyeri 

z'^  —  5z^  —  6z  +  S  =  o. 


1 
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équation  qui  a  pont  racines  4"  ^  ^  +4  ^  "^^^  î  l^Â  yaletuv 
correspondantes  de  y ,  sont  -f*  a  ,  4*  &  et  — «  1  ,  et  celles  df 
X  sont^  comme  précédemment,  -f"^>  4~^3  et  -—1  :  or  à 


correspondent 

y  3=  —  i  =  Kj?+  a      et      a?  =  —  i 


« 


et  la  râleur  de  y  montre  qu'il  fiiut  prendre  le  radical  carré 
avec  le  signe  moins, 

93.  n  nous  reste  i  étendre  ces  procédés  à -deux  équations 
entre  deux  inconnues. 

Soient  les  deux  équations 

y  +  i  =z  \/2x  ,      X  •i^  y  =1  i  +  ^x  +  jr  -f.  1  : 

en  faisant  successivement  disparaître  les  radicaux  contenue 
dans  chacune  d'elles  ^  on  aura  celles-ci  ^ 

'qui  donnent  pour  équation  JSnale  (P'secL  »  chap.  XXY)  « 
y  4.  8y  +  lay  —  iGjr  —  5  =  o. 

_  • 

Les  valeurs  de  y  seront  +  1,— 5,— fl  +  ^3,  — a— y'S  » 
et  les  valeurs  correspondantes  de  x  seront  4-  ^  >  +  8  >  ^  —  1/3^ 
et  a  +  v^  :  les  valeurs  jr  =  +  1  »  x=  +  2  satisfont  aux 
proposées  ;  mais  jr  =  —  B  et  x  =  +  8  ^^  leur  conviennent 
qu'en  prenant  V^ax  avec  le  signe  moins.  Les  valeurs 

jr  =  —  a  +  l/3,      x  =  a—  v/3, 

substituées  dans  les  pro*posées  »  donnent 

—  i  +  \/Z=y^4^styS,      o=:i+V/T; 

aa 


338  ANALYSE 

)a  seconde  n'est  donc  vraie  qu'en  prenant  en  moins  le  ndîcal 

V  J^  -f»  ^  -4*  1  '•  en  partant  de  la  formule 


1/ jiTiTî  =  v/^^  -  v/i 


a 


trouvée  (P*  sect.,  cbap.  XIX)  ;  et  posant  a  =  4»  &=  is ^ 
on  trouvera  9  à  cause  de  c  =  |/â^~^  , 

V/4— l/»a  =  1/3—  |/+  1  ==—  1  +  1/3: 

ainsi  on  doit  prendre  ^âx  en  plus.  On  découvrira  Eacilement 
les  signes  qu'on  doit  supposer  aux  radicaux  pour  que  let 
proposées  prennent  le  couple  de  solutions', 

jf  =s  —  a  —  1/3,      X  =t  a  +  yZ. 
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CHAPITRE  XVn. 

De  ta  résolution  des  équations  littérales. 

94*  J-  OUT  ce  que  nous  avons  dit  jqsqu^ici ,  ne  convient  qu'aux 
équadons  numériques  :  nous  nous  occuperons  ^  dans  ce  chapitre^ 
de  la  résolution  des  équations  littérales. 

95.  Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple  >  considé-* 
rons  d*abord  Téqnition 

x*  —  lèax  +  55a'  =i  o  : 

on  fera  x:ssay ,  et  on  aura  la  transformée 

y  —  i6y  -f-  55  =  «j 

qui  neât  que  la  proposée  en  y  faisant  a  ==  1  ,  ensdrtè  que 
les  racines  de  celle-ci  étant  5  et  1 1  ,  celles^de  la  première 
seront  Sa  et  110. 

Les  racines  de  Téquation 

dï*  -H  û**  —  ^^  =i=  ôf , 
seront  pareillement  données  par  celles  de 

y  -f  jf  —  fl  =  o; 

et  comme  Tune  des  racines  y  est  l'unité ,  la  correspondante 
dans  la  proposée ,  sera  =  a  :  les  deux  autres  seront  hxiagî- 
naires.  On  remarquera  que  les  deux  équations  que  nous  venons 
de  traiter,  ne  sont  réductibles  à  des  équations  numériques  que 
parce  qu'elles  sont  homogènes. 

ai.  •. 
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g6.  Passons  aux  équations  homogènes  entre  trois  lettres  ^ 
et  considérons  d*abord  la  suivante  . 

X*  +  a*x  +  abx  —  ao^  —  4^  =  o  , 


on  pourra  appli^er  à  sa  résolution  la  métbode  des  c^oefficlens 
indéterminés  :  à  cet  eSet^  et  si  &  <  a,  on  posera 

X  =  A  +  Bi  +  Ci»  4-  Di^  +  etc. , 

A,  By  C,  D,  etc.  é^ct  des  coefficîens,  fonctions  de  a  et  de 
nombres ,  qu'il  s*agit  d'évaluer.  On  a^  d'après  cette  hypothèse  ^ 


x^  =  A'  +  3A*B&  +  ^AB* 

'    4-  3A»C 


4*  4-  «te- 
•f-  etc. 
+  etc. 


&•  +  B» 

4.3A>D 

+  6ABC 

+  a*x  =  a»A  +  a*BA  +  cKb*  +  a*Di»  +  etc. 
-f  o&x  =  +  oAi  +  oBi»  4-  aCbi^    +  etc. 

—  'la?  =  —  flfl? 

—  i'   =... — i»; 

et  parce  que  la  somme  des  premiers  membres  est  nulle  >  il  jT 
a  lieu  aux  égalités 

A'-^-^ï'A—  flo'so, 

3A*B  +  a*B  +  aA  =  o, 

3AB»  +  3A*C  +  aH:  +  aB  =  o  , 

B'  +  3A*D  +  GABC+  a*D  +  aC  —  i  =  o  , 

etc. 

La  première  est  satisfaite  par  la  supposition 

A  =  a; 
cette  substitution  &ite  dans  la  seconde ,  la  réduit  â 

5a»B  +  a»B  +  a*  =  o,       doù      B  =  —  i. 
Ces  valeurs   de   A  et   de   B  >   portées  dans   la  trobième , 
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donnet^t 

de  la  quatrième  on  déduit 

^  i5i   . 

On  trouve  donc 

série  convergente ,  puisqu'on  a  supposé  b  ^a. 

On  remarquera  qu'on  a  déterminé  le  premier  coeICcient  A. 
par  la  résolution  de  Téquation 

A'  4"  û*A  —  2a' =  o  ; 

njaîs  si  cette  équation  n'admettait  pas  de  racines  comment 
au  râbles ,  on  serait  réduit  à  chercher  une  valeur  appro-» 
chée  de  A. 

Dans  le  cas  de  6  ^  a^  on  supposerait 

X  =  A  +  Bo  +  Ca'  +  T^a?  +  etc. , 
et  opérant  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir  ^  on  trouverait 

1.      D  =  — 

d'où  résulte  "^ 

série  convergente. 

Sous  la  première  relation  5  <  a  ^  si  Pon  regarde  la  quan* 
tité  b  comme  nulle  ^  la  proposée  se  réduit  à 

d?  -f*  a*x  —  sia?  =  o , 
équation  cpi  est  la*'  même  que  celle  qut .  a-  servi  plui  haut 


A=:b^    B=  —  §,    C  =  — 5i;,    D=57X7,    etc.  ^ 
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à  déterminer  A,  ensorte  qu'on  en  déduit  une  premièrq  valeinr 
approchée  de  x  ^  c'est-à-dire  a.  On  pourra  donc  poser 

p  étant  une  quantité  très  *  petite  ,  et  on  aura  la  transformée 

+  a'i  +  aip 

en  négligeant  dans  cette  première  approximation ,  les  termes 
qui  renferment  les  puissances  de  p  et  b  ,  supérieures  à  la  pre^ 
niière ,  ainsi  que  ceipc  qui  renfejment  des  produits  de  h  par  p. 
On  a  donc 

h 
''  =  -? 

Qu'on  suppose  taiaintenant 

h    . 
X  =  a  —  7  H*  9* 

par  la  substitution ,  et  en  s'arrêtant  à  la  première  puissance 
de  </,  on  trouvera 

+  a'qf  -^  ahia  —  7 )  +  ^^9  —  ^  —  i^  ^  o  ; 

négligeant  les  puissances  de  h  ,  supérieures  à  la  seconde  » 
puisqu'on  s'en  tiçnt  à  b*  dans  cette  approximation  ,  négligeant 
aussi  les  produits  de  b  par  q ,  comme  étant  d'un  degré  infé- 
rieure à  &%  la  transformée  précédente  deviendra 

-^^ai«+4«*9  =  o,    doù    9=^1*; 
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donc 

Pour  troorer  on  terme  de  plus ,  nous  poserons 

en  négligeant  les  puissances  de  r  au-dessus  de  la  première  ^ 
celles  de  b  au-dessus  de  b^,  et  les  produits  br ,  h^r  moindres, 
que  V^  puisqu'on  s'en  tient  à  l^  dans  cette  approximation  >. 
on  trouve ,  après  les  réductions  ^  cette  transformée  » 

Aa*T  = 5-^       dou       r  =  = —   -^  . 

ensorte  que 

i   ,     1     i*    ,    i3i    &»    , 

série  obtenue  précédemment  par  une  autre  Yoie,i 

97.  Ces  équations  qui  contiennent  pins  de  trois  lettres  » 
peuvent  se  traiter  à  peu  près  de  la  même  manière  ;  mais  la 
dilGculté  consiste  à  découvrir  ceux  des  termes  de  Téquation  ^ 
qui  sont  les  plus  grands^  et  qui  déterminent  la  loi  suivant 
laquelle  doit  descendre  la  série.  Nous  allons  résoudre  la 
question  par  une  autre  méthode. 

Soit  réquation 

a?  —  acb^x^  —  a^  \x  ^  a^    =0 (i) , 

'  ^  cd     \      —  ao^i^c 

dont  on  demande  tes  racines   qui  seront  exprhnées  par  de» 
suites  infinies ,  si  elles  sont  incommensurables. 

D'abord  on  supposera  x  =  a'",  et  si  l'on  est  tombé  sur  une 
racine  de  l'équation  ^  nécessairement  a^rès  avoir  ordonné  1»^ 
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résultat  par  rapport  aqx  puissances  successives  de  la  lettvt  0  ^ 
les  coefilciens  de  ces  puissances  seront  égaux  à  zéro  *,  mais  on 
conçoit  que ,  pour  qu*uiie  telle  réduction  ait  lieu  ,,  il  faut  que 
la  puissance  m  de  a^  soit  tell^  qu'il  n'y  ait  pas  dans  le  résultat 
de  la  substitution ,  un  tenue  unique  de  plus  haut  exposant  de 
la  lettre  a,  parce  que  ee  terme  ne  pouvant  âe  réduire  avec 
aucun  autre ,  sa  destruction  serait  impossible.  Soit  d'abord  » 
par  rapport  à  I4  proposée ,  x  =  a*""  ;  et  on  aur^i  cette  ligno 
des  plus  grands  exposans  de  la  lettre  a , 


cette  supposition  n'est  pas  admissible  ^  parce  que  c?^  e«t  le  seul 
terme  de  son  espèoe.  Les  hypothèses 

a?  r=  a* 

X 


=  '^1    donnent    K'''"''':' ''^ 


et  elles  doivent  être  répétées ,  parpe  que  les  termes  a'^  et  a^ 
ne  se  trouvent  pas  répétés.  Soit  enfin  x  =  a^  :  on  a  pour  U 
ligne  des  plus  grands  exposans  , 

c»,    a»,    û»,     a\ 

supposition  admissible  ,  puisqu'elle  fournit  deux  termes  d'une 
inême  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a ,  et  qu*ainsi  les  termes 
de  a9  peuvent  se  détruire.  Ces  de^x  termes  sont<z9— 6*a9  : 
or^  si  l'on  eût  supposé 

X  =  Aa', 

k  étant  une  indéterminée,  1^  condition 

k^çH  _  kb^a9  ==  o 
aurait  donné 

A  =  d=  A; 

donc  dt  b(^  est  le  premier  terme  de  deux  des  racines  de 
l'équation  proposée.  Soit  x  z=  a^;  ce  qui  donne  pour  la 
ligne  ^es  plus  hauts  exposans  de  a , 

a%    «r^,    q^t    a'. 
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et  fiftisant,  comme  dans  l'exemple  préoéden|^  x^=:ke^,  les 
deux  tennes  de  a*  «eront 

—  Wa«  +  b^a*  =  o,      d'où      fe  =  i*  ; 

donc  a*b*  est  le  premier  terme  d*ane  troisième  racine  do 
]*éc{uatio9  proposée.  Toute  autre  supposition  serait  à  rejeter  ^ 
ensorte  qu'on  ne  trouverait  que  trois  racines  ^  ce  qui  doit 
arriver ,  puisque  la  proposée  n'est  que  du  troisième  degré.  Nous 
verrons  bientôt  comment  on  obtiendrait  les  termes  subséquens 
des  trois  séries  qui  expriment  les  trois  racines. 

98,  Soit  9  en  général ,  l'équation 


.û» 


-}-  etc. 


+  etc. 


-j-  etc. 


+  etc. 


x"^+etc.  s=o. 


la    ligne  inférieure  contenant  les    termes  sous-ordpnnés  par 

rapport  à  la  lettre  a  :  on  demande  quelle  puissance  de  la 

lettre  a  il  faut  substituer  à  la  place  de  l'inconnue  x  pour 

que  deux  termes  aient  la  plus  haute  4>uissance  de  la  lettre  a. 

Si  Ton  suppose 

«  =  a*, 
la  proposée  deviendra 

+  etc.  -4"  «te,       fj-  etc. 

Considérons  deux  exposans  quelconques ,  par  exemple  j  n^me 
et  n!  +  m'e  :  suivant  qu'on  aura 

n  4"  ?»«  >  ou  =  on  <  »'  -j-  nie , 

on  aura  aussi 

^  ^  n'  —  n 

c  >  ou  =  ou  <  ?. 

Soient  maintenant   (fig.  4) 
Ai|i  =:  m  y    Am^  ==  m  j     mn  =  n  ^    nifh  =:  n  > 
7nn  et  mV  étant  perpendiculaires  sur  AN,    et  menons  une 
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ligne  NM  gai  %ase  avec  l'axe  des  abscisses ,  un  angle  dont 
la  tangente  trigonométrique  =  e  :  si  cette  ligne  marchant 
parallèlement  à  elle-même  ^  jusqu'à  i^encontrer  le  point  n , 
rencontre  en  même  temps  le  point  n',  on  aura ,  en  menant 
nn"  parallèle  à  AN , 


jiif       ri  m  —  nm        ji  "^  n 


tangjinn''=c  =  — »=  -r -r—, 

nn         Am— Am 


$i  elle  laisse  le  point  ri  en  dessous ,  alors  on  aura  (fig.  5) 


ri  '^  n 


e  >  >      ou      n  4-  me  '^  ri  'j'  nie. 

Tit— ni 

enfin  si  cette  parallèle  à  MN  passant  par  n ,  laisse  le  point  ri 
0û  dessus^  on  en  conclura 

g  ^  .         d'où      n  +  /ne  <^  n'  +  rîie» 

Dans  le  premier  de  ces  trois  cas  seulement,  ta  substitution  x=:a' 
donnera  deux  termes  de  plus  grands  exposans  égaux. 

A  TelFet  de  généraliser  ce  procédé,  prenons  pour  abs-^ 
'  cîsses  les  exposans  de  x ,  et  pour  ordonnées  correspondantes  , 
les  plus  hauts  exposans  de  a  dans  chaque  coefficient  des  puis- 
sances successives  de  x.  Si  on  veut  avoir  deux  termes  qui 
renferment  la  même  plus  haute  puissance  de  a  >  il  faudra 
incliner  la  ligne  passant  par  l'extrémité  de  l'ordonnée  correspon- 
dante à  la  plus  grande  abscisse ,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un 
autre  point  situé  de  telle  manière  qu'elle  laisse  tous  les  autres 
en  deçà  ,  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses  :  alors  la  tangente 
de  cette  inclinaison  sera  la  puissance  cherchée  de  la  lettre  a  : 
on  obtiendra  donc  le  premier  terme  d'une  des  racines  ,  en 
égalant  à  zéro  les  deux  termes  correspondans  de  l'équation , 
et  tirant  de  là  la  valeur  de  x  en  a.  Par  exemple ,  dans  l'équa- 
tion (i),  on  aurait  (fig.  6) 

A7n=m=3,     m7i=7i  =  o,  Am'  =  7n'  =  2,    Triii=:iri=zi , 
Am":=^m"=i  i  m"tiz=.ii''=-^^  Am"'=m'^=o,  m"'/î*=n*'3c:8 : 
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les  points  v!  et  rf  doivent  rester  au-dessous  de  la  ligne  mvf^ 
parce  que  des  proportions 

mm"  :  mjïi.  \X  mV  :  y\      mm"  l  nim"  ;:  mV  :  * , 
on  déduit 

j^  :p  5  >  mV,  z  =  9  >  m^n"  ; 

donc  il  faut  égaler  à  zéro  la  somme  des  deux  termes  qui 
contiennent,  a  avec  les  exposans . ti  2=  o  et  ii'=:6,  ce  qui 
donne 

aJ  —  c'i*a:  c=  o ,        d'où        x  =  ifc  a^i  , 

comme  on  Ta  trouvé  plus  haut  ;  d'ailleurs  on  aurait  la  tan<- 
gente  trigonométrique 

e  :?= r-  = 5-  3       donc    a'  =  ar. 

m  -—  m       0  —  i 

Four  obtenir  une  autre  valeur  àe  e,  on  inclinera  la  ligne 
passant  par  le  point  n",  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un  autfe 
point ,  ensorte  que ,  dans  cette  position ,  elle  n'en  laisse  aucun 
au-dessus  d'elle.,  et  s'il  arrive  qu'alors  elle  passe  par  trois 
points ,  on  égalera  à  zéro  la  somme  des  termes  eorrespondans , 
ce  qui  donnera  les  premiers  termes  d'autres  racines ,  et  ainsi 
de  suite  à  l'égard  de  tous  les  points  qui  se  trouveront  sur  le 
périmètre  de  ce  polygone.  Dans  l'équation  proposée ,  comme 
le  point  n*  est  le  seul  à  la  gauche  de  n",  on  égalera  à  zéro 
la  somjne  des  deux  termes  eorrespondans ,  ou  de  ceux  dans 
lesquels  la  lettre  a  est  affectée  des  exposans  n"=  6  et  ii'^i=:8j 
et  qui  sgnt 

-^  a^b^x  +  a*M  ;=:  o  ,       d'où      x  =  a'b\ 

ainsi  qu'jil  résulte  de  la  première  méthode.  On  trouverait  pour 

ce  cas j 

c  =  $  =  fl ,      d'où      a*  =  c*, 

tfubstitution  déjà  couue. 
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99.  n  est  aîfié  maintenant  de  se  rendre  raison  de  la*  règîo 
suivante^  donnée  par  Newton,  dans  son  Arithmétique  ani« 
verselle. 

Pour  résoudre  une  équation  littérale ,  on  mènera  à  anglek 
droits  deux  lignes  AX ,  AY  (  £§•  7  )  quon  partagera  en  autant 
de  parties  égales  qu*il  j  a  d*unités  dans  les  plus  hautes  puis* 
sances  de  j;  et  de  y  que  nous  prendrons  ici  pour  a  ;  puis 
après  avoir  coordonné  tous  les  termes  de  l'équation  proposée  , 
horizontalement  ^  par  rapport  aux  puissances  de  x,  et  yertica-» 
lement,  par  rapport  à  celles  de  ^ ,  on  placera  tous  les  termes 
qui  sont  en  tête  des  colonnes  verticales ,  dans  les  cases  de 
même  x  et  de  même  ^  ,  et  au  moyen  d'une  règle  ,  on  trou- 
vera iftu:-le-champ  tous  les  termes  des  équations  partielles , 
qui  fournissent  les  premiers  termes  des  racines.  Faisant  une 
application  de  ce  procédé  à  l'équation  (1) ,  dans  laquelle  on 
changera'  a  en  y ,  01;  trouvera  que  les  lignes  qui  passent  par 
les  cases  jf**x^  et  y^x ,  y^x  et  afy^  laissent  tous  les  autres 
termes  en  dessons  ;  et  on  doit  poser 

jJ  —  b^y^x  =  o  >    ,,  ,    /  a?  =  ±:'  iy, 
—  iyi+  6*/  =  o  i   ^^^    l  a?  =  &•/> 

résultats. obtenus  précédemment. 
Hcprenons  la  formule 


n  —  n 


e  —    — 

771 

et  posons  l'équation 

-m!* 

I                     A 

T             ï 

yx!^-^2y^x^ — ^ 

1 

f 
x'-8yr 

• 

X+y 

comparant  le  premier  terme  avec  chacun  des  suîvans ,  'On 
formera  la  suite  des  valeurs  de  e  ,  en  divisant  la  difFérence 
entre  l'exposant  de  y ,  dans   le   second  terme  comparé  ^  et 
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telui  de  la  même  lettre  dans  le  premier  terme ,  par  la  difiPé- 
rençe ,  prUe  en  iteDs  contraire ,  entre  les  exposana  de  a? ,  ce 
qui  donnera  la  suite  des  fractions  qu'on  voit  au-dessu^  de  la 
première  ligne  horizontale  de  la  proposée^on  doit  faire  abstrac- 
tion des  autres  termes  qui  ne  sont  que  sous-ordonnés  ).  Les  plus 
grandes  yaleurs  de  e  correspondent  donc  aux  termes  —  Sy^x 
et  y* y  ce  qui  veut  dire  que  les  extrémités  du  premier  côté  du 
polygone,  répondront  aux  termes jrx*  et—  8y'x,  et  que  celles 
du  second  côté  aboutiront  aux  termes  —  Sy^x  ety^,  ensorte 
qu'on  doit  poser  les  deux  équations 

yjfi  —  8y X  =  o  ^      —  Sy'x  +  y  =s  o , 

d*où 

et  comme  V^S  admet  quatre  valeurs ,  on  aura  de  cette  ma- 
nière les  premiers  termes  des  cinq  racines  de  la  proposée. 

Nous  procéderons  à  la  recherche  de  quelques  termes  cl^ 
racines  de  l'équation 

1  2 

•  3 

my^  —  aPy  —  ma^  =  0 , 

résolue  par  rapport  à  ^.  En  appliquant  la  règle  donnée  c\-* 
dessus ,  on  trouve 

my^  •*-  x^y  =  o,        j^y  -J"  ^f^  ==  o> 
d'où  '    % 

y  =z  di  m  •  X*  -f-  etc. ,        jr  2=  —  m  +  ^^^ 
Pour  avoir  les  seconds  termes  ,  on  supposera 

y  z=:  +  m  W  +  « (0; 

cette  valeur  substituée  daus  la  proposée ,  donne ,  toutes  ré-* 
ductions  faites , 

i  il 
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â*où  on  déduit 

mz*  4*  3m*x*«  4-  ax'  =  o. . . . . .  (B)  ; 

aj^z  —  mjc^  s=  o (BO  : 

or  (B)  donne 

£  =  —  m  •jp'         et        «  =  —  ilm  *x*, 

valeurs  à  rejeter  ,  parce  que  Tune  étant  substituée  pour  z  dans 
(i)  ,  donnerait  zéro  ^  et  Tautre  rendrait  le  premier  terme  de 
la  secondé  racine  :  on  tire  de  (B^ , 

second  terme  de  la  première  racine.  y 

La  substitution  dans  la  proposée  de  '    / 

y  un  s^m  •*'.* (a), 

donnerait  pour  transformée  en  z , 

1  il 

mz?  —  Sm^jrz*  +  ûx^z  —  ma^  =:  o (C)  , 

et ,  d'après  la  régie  , 

i    ^ 
mz^  —  3m'a?*«  +  ax^  r=  o (D)^ 

ax'z  —  mj?  =i  o (I/)  ; 

d'où  résultent  d'abord 

-1    ^  -12 

âi=:  +  am*x',       z  -=,  -^^  vn,  ^ x^ ^ 

valeurs  à  rejeter  :  on  aurait  ensuite 

a  =  +  — é 

•    a 

On  connaît  donc  déjà  les  deux  seconds   termes   des  deux 
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premières  racines.  Faisant  ensuite  dans  l'éqnation  donnée, 

y  =  —  m  4-  z , 
on  aura  pour  transformée 


*  -—  m^ 


+  Zw? 
et  en  appliquant  la  règle ,  on  troure 

m«^  —  x^z  =  o  ,        or'z  -f-  ''i*  =  Oj 


(E). 


d*où 


-1   1 


^' 


On  ne  doit  prendre  ici  que  la  Talenr  de  z  >  qui  est  simple , 
puisqu'autrement  on  aurait  pins  de  trois  tacines.  On  a  donc 
déjà  trouvé 

..11.  ffi 

jr  2=  —  m  •x*  +  ^  +  etc., 

.^  ï=  —  m  —  ^  •+•  etc. 

Nous  procéderons  mmntenant  à  la  recherche  des  troisièmes 
termes ,  et^  à  cet  eiFet ,  nous  ferons  dans  (A)  > 


ce  qui  donnera 


=  -  +  «, 


2. 


3. 


S 
7 


1    1 

mu?  -j-  3/î>*  x' 


+  îm- 


+  3m*  x' 


u  +  J  m'  X* 


=  o; 
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donc  ,  â*aprè8  la  règle  ,  on  aura  les  équations 

J.  1 

il  4   .1 

ax^u  +  ^  m*  a;*  =  o ,    d'où    m  =  —  |  m*  x  *  ; 

la  première  de  ces  équations  doit  être  rejetée  y  parce  qu'étant 
la  même  que  (  B  )  ^  elle  donnerait  deux  valeurs  de  u.  Pour 
trouver  le  troisième  terme  de  la  seconde  racine  ^fabons  la 
même  substitution,  pour  z  dans  Téquation  {€)  qui  donnera 


1 

1   1 
mu^—  3m*  X* 


+  fm* 


tt*  +  ax* 
—  3m*x  • 


I 

5     J 


^    8 


I 


+  am« 

de  laquelle  on  tire  les  deux  suivantes  , 


L    1 

mu^  —  3m* X* u  -f*  ^^  =  0, 
flx^u  —  |m  x=  o: 
la  première  répète  Téquation  (D)  ^  et  la  seconde  donne 

/  I*  =:r  ^  m*  X  * . 

Passons  enGn  à  la  recherche  du  troisième  terme  de  la  troi- 
sième racine ,  et  pour  le  trouver  |  fai*ons  dans  (£) 

m* 


a  =  u  — 


j  * 


on  parviendra  aux  deux  équations 

mu*  —  x'  =  o  ,      x^tt  +  3m^x-^  =  0  , 


d'où 


,       -M  3m^ 


x«   ' 


^• 
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ensorte  qa'on  aura 

^1  1       m  â   -î 

y  T=m  •x'  +  —  —  }  m* X  *  +  etc.  ; 

-1    1       ut  i  -5 

jr£=:— 7n  'x*+ hj/ii^x  •  +  etc. , 

^  œ  _  TO  —  ^  —  -p-  -  etc. 

En  continnant  de  cette  manière ,  on  trouverait ,  sans  peine  ; 
autant  qu'on  voudra ,  de  termes  suivans.  Oji  remarquera  que 
les  équations  qui  fournissent  les  valeurs  de  z^  u  ,  etc.  doivent 
touîonis  ^tre  du  premier  degré;  car,  autrement ,  elles  don^ 
neraient  plus  de  racines  que  n*en  comporte  la  proposée. 

loo.  Nous  allons  reprendre  la  résolution  en  séries  des  équa- 
tions littérales ,  par  une  autre  méthode  due  à  Lagrange ,  et  qui 
est  insérée  dans  les  Mémoires  de  Berlin ,  pour  l'année  1768  : 
Tanalyse  dont  nous  allons  faire  usage ,  suppose  le  développement 
en  série  d'un  logarithme ,  qu'on  trouve  dans  la  première  sec- 
tion ,  et  dans  le  chapitre  suivant  de  celle-ci. 

Soit  l'équation  générale 

o  =  a  —  ix  +  ex*  —  dx^  +  etc. , 

dont  on  suppose  que  les  racines  soient  a/,  x",  x^,  etc.  :  on 
aura  d'abord  QP*  sect. ,  (chap.  XXIIi)^  , 

■ 

Qu'on  divise  cette  équation  par  bx ,  puis  qu'on  change  les 
•ignés  y  et  on  aura 

a        ex— dx*+etc. 
6x"^  b 

=-ê(*  -  5)  ('  -  p)  ('  -  p)  ^• 
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Prenant  les  logaridimes  de  part  et  d'antre,  3  viendra 

,      f  c         cjT— ifa:*+etc.| 

1^81^ -E 5 } 

^  log  ^  +  log(,  _^)  +  log(i  -  J) 

+  l0gM  — p^+CtC. 

Fàîsànk ,  poi±  abréger  , 

X  =  -  +  ex  —  dbc*  +  etc.  « 
tfoùrésdté 


X 


et  réânîMot  en  séries  les  logaridubes  de  i-oi^-^,!-*»  — 
I ; ,  etc. ,  on  •on ,  aprts  croir  dungA  les  signes  « 

-f-  etc. 

équation  identique  :  donc  si  on  remet  à  la  plaoe  de  X  sa 
yaleur  — |-  ex  —  etc. ,  et  qu  on  suppose 

X 
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T  +  3:  +  ?^+«^-=-+i  +  ii  +  ^  +  '^*^ 

+  Ax  +  Ba:»  4-  Cx3  +  etc., 
on  aura ,  par  la  comparaison  , 

•  islog  — ,      Czsjc',      ^~T*      ^~T*      ®^^ 

Ainsi  on  coanattra  noQ-stalameot  la  neine  af,  mais  encart 
son  carré  «  son  cabu»  et».  »  et  son  logaridime. 

Soit  Féquation  du  second  degré 

a  —  6x  +  ex*  =  o, 
on  aora  donc 

'     X  =  -+cx, 

X 

X»  =  J  +  fla*  +  «•«•, 

I 

X'  =  ^  +  5|î^  4.3ac»a:+  c**», 

X«  =  ^  +  fe  +  6«V -h4ac»x*  +  e*x<. 

Donc ,  en  observant  que  C  est  le  coefficient  de  -  ^  on  ne 
devra  retenir  dans  -t-j  '^,  -^p»  etc.  que  les  coefficîens 
de  -  .  et  on  aura 

X 

Et  en  effets  Téquation  proposée  étant  résolue  ^  donne 

ac  de 
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or, 

donc 


X 


flc  ac  b         Ir     *      air     * 


M.  Lagtange  donne  ensuite  les  mojens  de  simplifier  la  com* 
position  des  coefilciensC,  y^  i",  etc.  des  puissances  négatives 
de  X  ',  mais  nous  nous  contenterons  d'appliquer  son  analyse 
au  coefficient  C. 

Soit ,  pour  abréger  ,  ^ 

^        crc  — d!r*+ea:^+ etc.  . 

Ç  = b ' 

et  on  aura ,  d*après  ce  qui  précède , 

X  .X»      X»     ^  ,    /      x\ 

-i<-S(-:iï)l 


c     .       a*       .        c^ 


+  -^nzT  +  etc. 


+  -—?-—,  + etc. 
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Or  on  a 


a 


aa   .     3a»    ,    J^ 


7 rv='*+ïi'*"P?+ -5^  "*'***''»' 

etc. 

n  reste  donc  i  multiplier  ces  déyeloppemens  respectivement 
par  ^>  ^>  ^>  etc.  ,  après  quoi  on  rassemblera  le»  coefli« 

dens  de  -» 

Proposons  nous  Téquatioi» 

a  —  &p  -f»  ex*  =2  o  : 
en  la  comparant  avec 

a  —  tà  +  ^**  —  «te.  =5  0,; 

qui  devient  >  d*après  la  valeur  de  £/ 

a  —  i  j?  +  6xÇ  =  o , 
on  aura 

bxl  =  ex-,      d'où      f  =  -^J-  l 

Or  le  seul  terme  du   premier  développement ,  à  multiplier 
par  ^,   pour  n'avoir  que   x  en  dénominateur  ^  ^^^  rr~ï  > 
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d*où  r^ulte 


le  seul  tenne  du  second  développement  à  multiplier  par  ^» 
sous  la  même  conditioa ,  est  «^J.,.»»^.  ,  et  on  a ,  en  divi- 


sant  par  sa, 

1     an    c^a**^^ 

Le  seul  terme  du  troisième  développement  à  multiplier  par 

5*,  est  -i .      jJ^Tji^ —  «  ^  V^^  ^^^^  divisé  le  produit 
par  3,  on  trouve 

1       1      5n.3n— '1.0^0^*^* 

Pareillement  le  aeid  t«rme  dn  quatrième  développement  i 

multiplier  par  ^,  est  ^  .        ^^a^^ir-. •  •*  *P^ 

avoir  divisé  le  produit  par  4>  on  obtient 


x'a.3.4'  M"-*-»  ' 

et  ainsi  de  suite.  Doi^c  une  des  racines  de  la  proposée  ,  sera 
, a  ,    ca*    I    1    2/ic*a*"^'        i      3/i.3ii — i.cV"-;^ 

,      1      4^  '  4^ —  ^  -  4^ — ^  -  Hg^"""^ 

Si  Ton  pose  x  =  - .  on  aura  la  transformée 

y 

ay*  —  by^"^  +  c   =  o. 
Prenons  pour  second  exemple ,  Téquation  à  quatre  termes , 

a  —  ix  -f-  ex"  —  x*"  =  G  : 
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qn  fera 

hxr  =  C4C*  —  x'  , 

d'où 


1  = 


ex"-'—  X'-* 


» 


» 


?  = p • 

C  —  p  ^ 

et  ainsi  de   suite.  Le  seul  terme  du  premier  développement 

a  multiplier  par  — r —  >  aUn  de  n*^ayoîr  que  le  &cteur  -  » 

•#  T* 

•st  le  terme  divisé  par  x*,  c*est-à^*re  ▼— • ,  et  on  a  peut 

produit  -  -r;^  :  pour  trouver  Tautre  ,  on  changera  n  en  r , 

1       a' 
et  c  en  •—  1  ^  ce  qui  donnera  sur-Ia^champ  «—  -  .  -r^pr*  ^ 

sera  facile  de  composer  tous  les  autres  teiîpies  à  Tinstar  de 
ceux-ci  ^  et  on  trouvera  pour  uae  dea  racines  y 

,      a       /  eu*  û'  \ 

"»"^  jB+tH-i gS^H ^J4-etc. 

Soit  enfin  Téquadon  générale 

a  —  &x  +  *^  "—  ^^  +  «^*  •"  fi^  +  etc..  ==  0  > 
en  aura 

4j^  ==  ex*  — T  d^  +  ejrf  .-^  _^  «^  ^tç. , 


S6q  analyse 

I 

et  par  conséquent^ 

^ ex —  £ir*+  eoE? — fx^  +  etc. 

Ç  -  j  * 

^^ c\r^  —  arctr^  4-  (çfi  +  5rp)  x^  —  etc> 

ç- 5: » 

rV  —  Srctr*  -|-  etc. 
C  = J5 » 

-.       c*j?*  —  etc. 

^=— p — ' 

etc. 

Par  un  procédé  semblable  à  celui  que  nous  avons  employé 
dans  les  deux  exemples  précèdent  ^  on  composera  le  coefii-*- 

cient  de  -  ,  qui  sera  l'une  des  racines  a/>  et  on  trouvera 

X 

a/  —  f-i.£!L_f!f[4.£tf«_fï  J.  -te 

,  aàV       ha^cd  .   Zc^ié^-^ace)  ,     ^ 

5a*r'       ai a^cd   , 

4--^^—+ etc. 

if-  etc. 

c*est  la  formule  connue  de  Newton  pour  le  retour  des  suites  , 
que  nous  avons  trouvée  autrement  dans  le  calcul  diiTérentieL 

Nous  allons ,  d'après  Lagrange ,  présenter  quelques  obser- 
vations générales  sur  la  nature  des  différentes  racines  d'une 
mcnie  équation  ,  et  sur  la  manière  de  les  distinguer  l'une 
de  l'antre. 

Nous  reprendrons,  à  cet  effet,  l'équation  générale 
o  =  a  — *  ftx  -f*  ex*  ^  dx^  -f-  ex^  —  etc. , 
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dans  laquelle  nous  supi^seroos  qu'il  ne  manque  ancim  terme.' 
Je  remarque  â*abord  que  si  Ton  suppose  a  =  o^  Téquation 
proposée  se  décompose  dans  celles-ci , 

o  =  X, 

o  =:  —  4  +  ex  —  dx^  +  ex^  —  etc.  ; 

doù  Ton  yoit  que  la  supposition  de  a==  o^  doit  rendre  nulle 
une  des  racines  de  Téquation  ;  conséquemment ,  parmi  les 
fonctions  qui  expriment  ces  racines  ,  il  doit  y  en  avoir  une 
et  il  ne  peut  y  en  avoir  qu'une  qui  s'évanoubse  en  faisant 
a=zOy  puisque  réyanouissement  de  a  ne  réduit  qu'une  racine 
à  zéro. 

Supposons  de  plus  6=0^  et  la  dernière  des  deux  équa-* 
tions  précédentes  se  décomposera  encore  dans  celles-ci , 

O      S=     07    y 

o  =  c  —  ic  -f-  ex*  —  etc. 

Cette  supposition  fera  donc  évanouir  une  nouvelle  racine^ 
de  sorte  que  parmi  les  fonctions  qui  représentent  ces  racines , 
il  faudra  qu'il  y  en  ait  une  qui  s'évanouisse  par  a  =  o  > 
i  =  o. 

En  continuant  le  même  raisonnement^  on  prouvera  que 
parmi  les  fonctions  dont  il  s'agit  ^  il  y  en  aura  aussi  une 
qui  s'évanouira  par  0=0,  bz=zo,  c  =  o;  une  autre  qui 
s'évanouira  par  a=:o  ,-ft  =  o,  c  =0  ,  dz=zo,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  appelleipns  première  racine^  celle  qui  devient 
nulle  par  a=o;  seconde  racine ,  celle  qui  devient  nulle  ' 
par  a  =  o  ^  &  =  o  ^  etc.  Ainsi  si  l'on  a  plusieurs  expressions  ' 
des  racines  d'une  éq[uation  ,  on  pourra  reconnutre  si  eller 
représentent  la  même  racine  ou  des  racines  différentes. 

La  racine 

^  —  Ï  +  ÂTT-^S   -♦-  «^<^-> 
trouvée  plus  haut  1  8*évanouit  par  a  =  o  :  il  reste  i  trouver 
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la  forme 

b  ax"^ 

c  c  * 

et  ensuite  celle«ci 

5_t  —  ^  =  o 
c  c  * 

en  faisant 

t 

f  =  X*,      d'où      X  =  t*, 

on  aura  une  équation  qu'on  pourra  encore  comparer  avec 

c  —  ftx  +  ex*  =  o  ; 

ensorte  qu'ayant  trouvé  la  racine  t  en  série ,  on  aura  les  deux 
autres  racines  x  par  l'éléyation  à  la  puissance  ^ ,  ou  par  l'ex^ 
traction  de  la  racine  carrée  qui  donne  deux  signes  ^  et  consé- 
quemment  deux  séries.  Noos  avons  déduit  des  formules  géné« 
raies  données  par  Lagrange ,  les  deux  dernières  racines  y ,  tt 
nous  les  avons  trouvées  exactement  conformes  à  celles  qui 
ont  été  obtenues  (99). 

n  sera  bon  de  consulter  le  dernier  paragraphe  du  mémoire 
cité^  sur  la  convergence  ou  divergence  des  séries  qui  repré" 
sentent  les  racines  des  équations  littérales. 
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CHAPITRE  XVm. 

Développemens  en  séries  des  quantités  exponentielles 
et  logarithmiques  ^  et  applications  de  ces  séries. 

ioi.)3oiT  Texponentiellè  a' à  développer  en  une  série  pro« 
cédant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  :  j'écris  a 
sous  la  forme  d'un  binôme  i  -f*  (  ^  """  ^  )  >  ensorte  que 

a*  =;  [i  -f  (a— i)]': 
en  développant  d'après  la  formule  du  binôme ,  on  trouve 

Ci+(a-i)]-=:j+x(a-i)+îiï^pii(a-i)' 

,   x(x— i)(a? — a),  ^3,     ^ 

et  4  après  avoir  ordonné  par  rapport  i  x^  il  vient 

+  (        )^*+(        )^-l-(        )x*  +  etc (1). 


n  est  donc  prouvé  que  Texponentielle  a*  peut  être  représen- 
tée par  une  série  procédant  suivant  les  puissances  ascendantes^ 
entières  et  positives  de  x.  D'après  çela^  nous  poserons 
(!'•  sect. ,  chap.  20) 

a'=  1  +Ax+Bx*  +  Cx'  +  Dx*+  etc (a)  , 
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en  observant  que  »  pour  x= o  ^  on  a 

«*  =  a*  =  I  : 

à  Teffet  d'éraluer  les  coeiEcîens  A ,  B ,  C ,  etc.  indéterminé 
et  indépendans  de  x  ^  nous  partirons  de  cette  propriété  dont 
jouit  exclusivement  TexponentieUe  a*^  de  donner  des  résultats 
identiques  ,  en  fiûsant  x=2u:^  et  en  élevant  au  carré  :  par 
le  cbangement  de  x  en  aor ,  l'identité  précédente  devient 

a*»=  1  +  aAr-f  4Bar*+  8Ca:*+  i6Dx<+3flE2:*  +  etc.  : 

« 

élevant  de  part  et  d'autre  la  même  identité  au  carré  ,  en  re- 
gardant ^  pour  plus  de  commodité ,  la  série  infinie  ^  comme 
un  binôme  dont  le  premier  terme  est  Funité  «  on  trouve 


tf^ss  i+aAx+aB  j  af+nC 

+A*|    +aAB 


x'+aD    jx<+aE     x*-f-etc. 
-l-a  AC I    H-aAD 
+B*        -faBG 


Egalant  les  coefficieos  des  mêmes  puissances  de  x ,  pris  dans 
les  deux  développemens  de  c^^  on  obtiendim  ces  détermi- 
nations « 

B  =  i  A\ 

a 

etc. , 
A*où  l'on  conclut 

a-=:,4-Ax+-^  +  ^;^  +  ^:3^  +  etc (3). 

G)mme  les  développemens  (i)  et  (a)  sont  identiques  ^  on  a 
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nécessairement . 


«nsorte  qne  le  développement  (3)  têt  coniiti» 

On  reconaaSfra  fiMÎlenieiit  Tavantag^  de  fanalyse  attirante 
BUT  celle  que  nous  Tenons  d'employer. 

On  a  en  notéme  texàps 

tt«=i+Ax-f  BoH"  -l-Cr^-f-Dar^-fetc. , 

parce  que  les  indéterminées  A ,  B ,  G  ^  etc.  étant  indépen- 
dans  de  x ,  né  doiyent  pas  chan^  par  le  changement  de  x 
en  y  :  la  soustraction  donne 

c'—  oTsa  A  (x-^y)  +  B  (!:•—  ^•)  +  C  (x^— /)  +  etc. , 

c'est-à-dire ,  r^ 

âr(a'-r_,):i=A(x-j)+B(x--j^)+C(«'-y)+etc...(4)> 

mais  d'ailleuii , 

a'  ~  1  =  Ax  4-  Bx»  +  Cx^  4.  etc.  : 

remplaçant  ici  as  pur  x  —  jr  »  «t  multipliant  de   part  et 
d*  autre  par  oT,  on  trouve 

ûr(a'-y-.i)=:ayCA(x— jr)+B(x-^)»+C(x-yy+etc.]. .  .(5). 

Après  avoir  divisé  psfl^  x— -^  les  «eôonds  membres  des  iden^ 
tités  (4)  et  (5)  g  fait  jf  =s  x  ^  et  ce  qui  donne 

a''  =  a*  =  1  +  Ax  +  Bx*  +  ®^*  » 
on  tombe  sur  cette  identité 

=  A(i  -f-Ax+Bx*+Cx«+etc.): 
la  comparaison  des  coefilciens  des  mêmes  puissances  de  x 
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donne,  comme  ci>dessiu, 

mais  ici  la  loi  est  évidente. 
Du  déyeloppement  (3)^  on  déduit  pour  x  =  i  ^ 

a=  1  +A  +  ^  +  ^  +  etc (N). 

série  réciproque  de  (M)  :  ainsi  par  (M)  ,  le  nombre  A  dépend 
de  la  ba^e  a^  et  par  (N),  la  ba^te  a  dépeud  à  son  tour 
de  A. 

pu  même  déyeloppement  (3)  ^  on  tire ,  pour  j;  =  -j-  , 

I 

«^  =» +» +5  +  0+ Ol +'*'•  •••^"^' 

I 

Ainsi  la  quantité  oA  est  un  nombre  constant  qu'on  désigne 
ordinairement  par  e,  nombre  qui  est  la  valeur  particulière 
de  la  base  a ,  lorsque  A  =  i  ,  comme  on  le  voit  d'après  (N) 
qui  j  dans  cette  hypothèse  ,  donne 

a=e=i  +  ,+i+^4-53:^4-etc (P): 

on  a  donc  cette  relation 

I 
a^z=e,      d'où       a  =  é^ (Q) 

Si  donc  dans  (3) ,  on  fait  A  =  i ,  hypothèse  qui  nécessite  le 
changement  de  a  en  e^  on  obtiendra  ce  déyeloppement  de 
Texponentielle  e'y 

e«=.+x  +  Ç+^4._£L  +  etc (6). 

Pour  évaluer ,  d'après  la   série  (?) ,  le  nombre  e  jusqu'à  la 


ALGÉBRIQUE.  SSg 

neuvième  décimale^  par  exemple^,   on    fera  les  calcula 

fàRs  : 

1 

1 


=  0,5, 


par 


l'addi 


— ^-—  =  o.iGG  GGG  6G6  7. 
1.2.3  ' 


=  0,041  GGG  GGG  7, 


5 
1 


=  0,008  333  333  5, 


g  =  0,001  388  888  g 


=  0,000  198  4^3  7> 


=  0,000  0^4  801  G, 

...  .0 


10 


11 


la 


i3 


=  0,000  00a  755  6, 
==  0,000  000  376  G, 
=  0,000  coo  oa5  o. 


=z=  0,000  000  00a  1, 


=  0,000  000  000  a  , 


ion  on  obtiendra 


e  =  a,7i8a8  18a. 


i  calculs  sont ,  comme  on  voit ,  très-faciles  à  exécuter  ; 
sque  ,  pour  passer  d'un  résultat  au  suivant ,  il  suffit  de 
iser  le  précédent  par  un  diviseur  d*un  ou  de  deux  chiifres 
plus.  Le  nombre  e,  calculé  avec  a5  décimales,   est 

«  =  a,7i8a8  i8a84  69045  a353G  oa874  «te. 


V 
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10a.  Reprenons  la  relation 


I 


trouvée  plus  haut  \  elle  donne  ^  ;=  log  e  pour  la  base  a , 

et  -T-  /a  =  1  pour  la  base  e ,  d*où  X=:  la:  ces  logarithmes  , 
A  ( 

désignés  par  /  et  calculés  sur  là  base  e ,  sont  dits  logarithmes 
de  Néper,  ou  logarithmes  népériens ,  et  quelquefois  logarithmes 
hyperboliques ,  parce  qu*ils  sont  représentés  par  Faire  de  l'hyper- 
bole équilatère  entre  ses  asymptotes  (^Calcul  diff,  et  intég.): 
mais  cette  dernière  dénomination  est  impropre.  On  a  donc 

a  —  e'*,       d'où      c*  =  e*'*, 

moyennant  quoi  on  peut  réduire  toutes  les  exponentielles  à 
la  même  basé  népérienne  e. 

io3.  Nous  avons  déjà  donné  (P^sect.  ^  chap.  XX)  le  dé^ 
veloppement  en  série  des  logarithmes  :  nous  allons  revenir  sur 
cette  question,  et  la  traiter  avec  toute  Tétendue  que  réclame 
son  importance. 

Nous  emploierons ,  en  premier  lieu  ,  une  analyse  analogue 
à  celle  dont  nous  avons  fait  usage  en  second  lieu ,  pour  dé- 
velopper l'exponentielle. 

Ei>  observant  que  pour  x  =  o ,  log  (  1  +  a?)  =log  i  =0, 
nous  poserons 

log  (  1  +  ^)  =  M  (x  +  Ax*+  Bx'  +  etc.  )  , 

A,  B^  C,  etc.  étant  des  coefllciens  indéterminés  et  indépen- 
dans  de  X  ,  et  M  un  nombre  qui  fixe  le  système  de  loga- 
rithmes y  et  qu'on  nomme  module.  On  aura  donc 

log  (  i  +  j.)  =  M(  j^  +  Ay*+  By  +  etc.)  ; 

retranchant  le  second  développement  du  premier ,  on  a  poor 
différence , 
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+  C(x^+yx*+y'x+f)  +  etc.]. 
Pour  obtenir   un  autre    développement   de    log  f  «" j  , 


soit 

i  +  x 


=  t  +  « ,      d'où      z  =  — --^  : 
on  aura  y  d*aprè3  le  développement  hypothétique^ 

los(j^  =  Hii+z)=zMiz  +Az-+Bz^  +  etc.)  , 
c'est-à^ire , 
lo6(i±îVMrî^+Afc4;+B(^+étc."l 


^M(. 


La  comparaison  de  ces  deux  développemens  de  ^ogC^-j^y    ' 

donne  ,  après  la    division   par  M  (  x  «—  y  )    et   l'hypodièse 
y  =  x, 

i  >+  a  Ax  +  OTx*  +  4C^  =  1  —  X  +  a:»  —  x^  +  etc.  ; 
d*où  résultent  ces  déterminations , 

A  =  —  i,      B  =  i,      C  =  —  i,      D  =  i,    etc., 
et  conséquemment , 

log(i  +  x)=M^x— — +y  — — +-^— etfc.^. 

L*anàl]rse  suivante  est  due  à  Lagrange.  Considérons  Téqna* 

lion  générale 

y  =  a', 
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dans  laquelle  x  est  le  logarithme  de  y  pour. la  bade  a:  met* 

tons  â  la   place  de  a  Téquivalent   1  +  a  —  i  ,    et  enâuîte 

[1  +(a —  iY\'i  ou  [(1  +  a —  1)"]",  au  lieu  de  a*,  on  aura 

n  étant  une  qu.antité  quelcoiique  qui   disparaît  â*elle-mêmt 
dans  la  valeur  de  j^.  Or  ^ 

[  1  +  ( a  — ,  1  )]•  =  i  +  n  (a  —  1  )  +  ""  ^"^  ""  '^  (  a  —  1  )• 

+  -^ ^T^Ty: '  ifl—  i)»+ctc.  : 

ordonnant  ensuite  •  les  termes  de  ce  développement  suivant 
les  puissancQ^  de  n^  on  aura  une  série  de  cette  forme, 

[i  +(a  —  1  )]*  =    1  +  An  4-  Bu»  +  etc. , 

et  il  est  aisé  de  voir  que 

A  =  (a— 1)  —  i^-^  +l_-:L+etc., 

même  valeur  que  celle  trouvée  (101).  Les  autres  ooefilciens  B, 

C  y  etc.  dépendent  aussi  de  a  \  mais  nous  n  aurons  pas  besoin 
de  les  chercher ,  parce  qu'ils  disparaissent  du  calcul ,  comme 
on  va  le  voir.  Nous  aurons  donc 


X 


j'  =  (  1  -f-  Are  +  Bn»  4-  Cn?  +  etc.) 
=  1  H-  -  (An+Bn'+etc.)  +  f^ÎTI^  (A«4-B«»+etc.)* 

X  ( X — n)  (x — an)  . .     .  _      .        . , 
+  a.5.n3 (An+B««+etc.)'+  etc., 

et ,  en  réduisant , 

y^i  +  x  (A+  Bn  +  etc.)  +  ffflZl)  (  A  +  Bn  +  etc.)' 
H ^-3 ^  (A-f  B/1+  etc.)^  +  etc. 


ALGÉBRIQUE.  573 

Maintenant  comme  la  quantité  n  est  arbitraire ,  et  doit  par 
la  nature  même  de  la  fonction,  y,  disparaître  de  reiq)ression 
de  cette  fonction^  il  faudra  que  tous  les  termes  multipliés 
par  n  ,  et  ses  puissances ,  se  détruisent  mutuellement  ;  ne 
tenant  donc  aucun  compte  de  ces  termes  ,  on  aura  sim** 
plement 

A*x*        A^jr^ 
y  =:a'  =  i  +  Ax  +  -^+  •^^+ete., 

série  déjà  trouvée  plus  haut. 

Cherchons  de  la  même  manière   la    valeur  de  x   en  y  : 
à  cet  effet ,  nous  mettrons  l'équation  a*  z=2y  sous  la  forme 

Ci+(a— i)3«=C.  +  (y— 1)]-, 

qui  est  identique  avec  la  précédente  ^  et  où  n  est  une  quan- 
tité quelconque  à  volonté^  qui  ne  doit  point  entrer  dans  la 
valeur  de  j;  en  j^  :  développant  les  deux  membres  à  la  mat* 
niera  du  binôme  ^  on  aura  ,  après  la  division  par  n, 

j(fl-i)+         ^     \a-^\Y+'-^ -^ (a— i)3+etc. 

=  (>'— 1)  +-5-  (^-0*+^^ ^7^ Cy— i)'+etc. 

* 

Or  n  ne  devant  pas  entrer  dans  l'expression  de  a:  en  y  ^  il 
faudra  que  les  termes  multipliés  par  les  différentes  puissances 
de  n  ,  se  détruisent  d'eux-mêmes  >  ensorte  qu'il  ne  reste  que 
ceux  où  n  n'entre  pas.  D'après  cette  considération^  on  aura 
l'équation  suivante  ,  dans  laquelle  nous  emploierons ,  pour 
abréger ,  la  quantité  A  déterminée  ci-dessus  ^ 

Ax  =  (jr  - 1)  -  i  Or- 0»  +  1  (>' -  0'^ etc.  1 

d'où  l'on  tii:e 

;.  =  106^ = (.y-o-H.r-OM-  \  (jr-.y+etc.     ^^^ . 

mais  cette  formule  n'est  convergente  que  lorsque  le  nombra 
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y  dont  elle  donne  le  logarithme  ,  est  pea  différent  de  Tunlté  : 
aussi  n'est-elle  d'aucune  utilité  pour  le  calcul  des  logarithmes 
ordinaires.  Le  moyen  suivant  donné  par  Lagrange,  est  propre 
à  la  rendre  convergente  pour  tous  les  nombres  y, 

r  i 

Puisque  log  ^y  =  ~  logy ,  on  aura  ,  par  cette  substitu- 
tion  dans  la  série  précédente, 

où  Ton  peut  prendre  pour  r  un  nombre  quelconque  positif 
ou  négatif  :  quel  que  soit  le  nombre  y  y  on  peut  toujqqrs  en 

r 

prendre  une  racine  du  degré  r  >  tel  que  ^ y  soit  un  nombre 
audsi  peu  différent  qu'on  voudra  de  l'unité  (P*  sect.,  chap.  IX)  : 
ainsi  la  formule  précédente  donnera  toujours  la  valeur  de 
log  y  y  avec  toute  l'exactitude  qu'on  pourra  désirer.  Si  l'on 

^     prend  r  négativement  ,  alors  ^y  devient ,  et  la  série  qui 

exprime  log  y  devient ,  en  changeant  les  signes ^ 

m 

Le  nombre  y  étant  plus  grand  que  Tynité  ,  \/ y  sera  plus 
grande  que  l'unité  ^  et  conséquemment  on  aura  les  deux  iné- 
galités dans  le  même  sens  , 

v/ j'  —  1  >  o ,      1  — r-  >  ?  > 

Vy 

et  y  étant  moindre  que  l'unité,  c'est-à-dire  ,  une  fraction  vraie, 
on  aura  celles-ci  , 

V/^  —  1  <  0  ,        1 ;-  <  o- 

Vy 

Si  le  nombre  a  est  la  base  des  logaritlimes ,  on  pourra ,  par 
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les  mSmes  fbnniilea,  dAterminer  aussi  exactement  qu'on  voudra, 

la  râleur  du  module  -?•  ;  car  en  faisant  y:=:a,  d*où 
log  a  =  1  ,  on  aura 

A  =  r  [(v/^i)  -  i  Wa-iY+  \  (V^û^-iy-  etc.]  , 
ou  bien 

n  est  clair  que  les  deux  séries  qui  donnent  log  y^  seront 
nécessairement  convergentes  ,  quand  on    extraira  de  y  une 

r 

racine  r  telle  que  ^y    n'excède  Tunité  que  d'une  fraction 

r 

décimale  très-petite»  et  telle  conséquemment  que  V^^  — t 
soit  une  fraction  très-petite  ;  car  alors  1  — sera  une  frac- 

tion  plus  petite  encore ,  puisqu'on  a 

Vy        Vy 

dans  ce  cas  j  la  série  (8)  donnera 

log  y  <  X  ^^y  ■-  o» 

et  de  la  série  (9)  ,  on  déduira 

Ainsi  on  a  deux  limites  pour  la  valeur  de  log  y ,  qu'on  peut 
resserrer  autant  qu'on  le  veut,  en  prenant  r  toujours  plu» 
grand  ;  ensorte  que  dans  le  cas  de  r  infiniment  grand  ,  il  est 
permii  de  regarder  l'un  et  l'antre  des  seconds  membres  des^ 
deux  inégalités  précédentes.^  comme  l'exacte  valeur  de  log  y*^ 
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C'est  sous  cet  aspect  qu'on  peut  dire  qu*à  un  nombre  doimé  ; 
répond  toujours  une  infinité  de  logarithmes ,  puisque  sa  racine 
iafinitième  a  nécessairement  une  infinité  de  valeurs  différentes 
(  chap.  XI  et  XIII  ). 

Supposons  donc  C[ue  Tindice  r  soit  pris  tel 'que  la  racine  r 
de  y  ne  contienne  que  l'unité  avant  la  virgule  ,  et  qu'après  la 
virgule  il  se  trouve  5  zéro  *,  alors ,  si  l'on  s'arrête  à  os  déci« 
maies  ,  le  terme  (j''-^—  1)*,  et,  à  fortiori ,  les  suivansne  donnent 
rien ,  de  sorte  qu'on  a ,  dans  ce  cas  , 

log^' =  ;^(V'y— O      et      A  =  r(i/a— •)• 
Ainsi  prenant  r  =2  a*®,  on  trouve ,  pour  a  =  10  , 

r 

y/a  =  ijOooco  00000  00000  00199  71742  o8ia5  BoSay... 
-  =  0,00000  00000  ocdoo  00086  73617  37988  40354*. • 

de   sorte  que  l'on  aura  le  module 

£_ji^_i  1        _    86706173798840554 

la      A       r         y  199717420812550527 

=  0,43429  448'9  o325i 

Si  Von  vent  avoir  le  logarithme  de  3  ,  on  fera  ^  =  3  , 
et  employant  de  même  soixante  extractions  de  racines  carrées, 
on  trouvera 

r 

V  J'=  1,00000  00000  00000  00095  28942  64074  58932,  etc., 

et  de  là, 

,         i^y-^  1  95289426407458932 . . . 

•^  ''  199717420812550527... 

=  0,47712  12547  19662. . . 

Cette  méthode  est,  comme  Ton  voit,  très-laborieuse  parle 
grand  nombre  d'extractions  de  racines  qu'elle  exige  *,  mais  les 
séries  que  nous  avons  données  ci-dessud  ,  servent  à  la  siixiplifier 
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et  à  la  compléter;  car ,  quel  que  soit  le  nombre  y ,  il  suffira 
d*en  extraire  quelques  racines  carrées  ,  jusqu'à  ce  qu'on  par-^ 

r 

vienne  à  un  nombre   ^y  qui  n  ait  que  Tunité   avant  la  vir- 

r 

gule  ;  alors  les  puissances  de    \/y —  1  seront  des  fractions 
d'autant  plus  petites  qu'elles  seront  plus  hautes  :  par  consé- 
quent il  suffira  toujours  de  prendre  un  certain  nombre  des  , 
premiers  termes  de  la  série  pour  avoir  les  logarithmes  exacts 
jusqu'à  tel  nombre  de  décimales  qu'on  voudra. 

104.  Mai»  dans  le  travail  de  la  construction  des  tables , 
on  doit  se  proposer  non  pas  de  calculer  isolément  un  loga- 
rithme ,  mais  de  l'exprimer  ,  s'il  est  possible  ,  au  moyen  de 
quelques  logarithmes  précédens ,  et  d'une  série  qui  sera  néces- 
sairement d'autant  plus  convergente,  que  quoiqu'infinie  ,  elle 
rie  doit  plus  donner  qu'une  fraction  décimale  très-petite. 

Changeons  d'abord  ,  dans  la  série  (7) ,  ^  en  1  +  i ,  et  nous 
aurons,  après  avoir  remplacé  A  par  sa  valeur  j- ^ 

log(.+i)  =  i-(6-Ç+|-^Vetc.) (.0): 

changeons  b  en  —  i,  et  la  série  (10)  deviendra 

log(i-i)  =  ^  (_*_*-*_  |_^ -etc.); 
la  différence  entre  ces  deux  développemens ,   est 

Posant 

— .î— r  =:   1   4-  - 


+  -  ,        d'où        b  = 


1  —  b  n  a/i-l-u* 

et  substituant  dans  (11),  il  viendra 


1 


<'+>i\l£fù<^M^S +-'■'} 
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Or, 


donc ,  en  posant  u=:  i ,  on  aura 

log  («+!)  =  log»+^[^  +  i(^y+ etc.]  (.3), 

série  trouvée  (P*  sect. ,  chap.  XX) ,  et  d'autant  plus  conver- 
geante que  le  no^ibre  n  sera  plus  grand  :  elle  servira  à  calculer 
la  pour  a=  lo  :  en  effet ^  de  la  relation 

démontrée  (I**  sect. ,  chap.  XVI  ) ,  on  déduit 

In  :=  la  X,  log  n  ; 

de  sorte  quen  multipliant  les  deux  membres  de  la  série  (id) 
par   la  ,    on    retombe    sur  les    logarithmes  de  la  base  e , 

tft  on  a 

/(«  +  i)=:=//i4-  3  f-V-  +  4  (—^^  +  etc.   (• 
Faisant  maintenant  n  r=  4^  puis  n  =  a>  on  aura 

/.5=,3/.a+a[i+glp+5(^+etc.]. 

'•'^='^0+  3^5+  5^5+ ^^'^G' 
d'où  Ton  déduit 

/.  10  =  3,3os58  50939  94045  68402  etc., 
et 

•j —  =  0,434^-9  44819  oSaSi  837G5  etc., 
valeur  du  module ,  déjà  trouvée  plus  haut. 
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Si  duis  la  série  (7) ,  on  fait 


S7d 


on  anra 


Posant  ensuite 


on  aura 


et  en  soustrayant  la  seconde  identité  de  la   première  ,  on 
trouvera 

,     /n^— 3n-(-a\      ,    /«'— 3/t— 3\      ,     /n'— 3n+2\ 


mais 


donc 


n^^Zn  +  a  _  (n—  i  )' (/i  +  a)  ^ 


^^6(^3—5^—^)  ~  alogCn— i)+log(n+9) 

\      —  la  log  (»+  1)  —  log(« — 2). 

Beportant  cette    décomposition  dans  le  premier  membre  de 
l'identité  précédente ,  et  dégageant  log  (/i+û)  ,  on  obtiendra 

logC'^+a)  =log(rt — fi)  +  a  log(ii+i)  —  3  log  'n— i) 
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série  qui  n'est  pas  assez  convergente  pour  le  calcul  des  lo^ 
garitfanies  des  trois  premiers  nombres  premiers  a ,  3  et  5  > 
et  que  nous .  n  emploierons  qu'à  partir  du  nombre  premier  7 
incluiiivement.  Ainsi  nous  chercherons  par  une  autre  voie  lot 
logarithmes  des  nombres  a  »,  3  et  5. 

De  ce  développement  connu , 

log  («+.)=  log  «4-  ^  [~-^  +  3(J+.y  +  etc.]  . 

on  déduit ,  en  changeant  n  •\'  \  en  n  ,  et  conséquemment 
n  en  n —  1  , 

log  «  =  log  («-  0  +^  [j^^  +  ^^;^,  +  etc.]. 

Qu'on  fasse  dans  cette  identité  n  =  z*,  et  qu'on  représente 
par  S  la  série  qui  multiplie  j- ,  on  aura 


d'où 


2logz  =  log(z  +  i)  +  log(z— i)  +  ^.S, 


log  (z  +  1  )  =  2  log  2;  —  log  (2—  1  )—  — .s. 


Faisant  successivement  z  =  4>  =5>  =9*  ^^  représentant 
j)ar  S ,  S",  S**  ce  que  devient  S  par  ces  trois  valeurs  de  z  j 
on  aura  les  trois  équations 

log  5  =  2  log  4  —  log  3  —  ~  , 

qS" 
log  6  =  a  log  5  —  log  4  —  -^r-- , 

log  10=  2  log  9  —  log  8  —  2_ 
desquelles  on  déduit  les  trois  suivantes , 
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log  5  —  4  log  2  +    ]og  3  =  —  ^ —  , 

■ 

log  3  4-3  log  a  —  a  log  5  =  —  -, —  , 

log  5  +  4  log  a  —4 log  3  =  —  7—. 

Si  Ton  regarde  log  a  ,  log  3  ^  log  5  comme  trois  Inconniies  à 
évaluer^  on  trouvera 

log  3  =  ^^  C  7S'  +    5S'  +  3S-] , 
log3  =  A  r„S'  +    8S'  +  5S-]; 

log  5  =  j^  Ci6S'  +  135'  +  7S-]. 

Substituant  dans  ces  trois  équations  les  valeurs  en  séries  de 
S',  S"  et  S*  pour  z  =  4>=5>  =9>  on  aura 

log  3  =  ^  [i,(Jj-  +  -^  +  xb- +'t^-) 

+  8  f-?-  +  -5-7-r  +   c  /  5  +  etc.') 

\49      3.49^  ^  5.49»  ^     y 
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Si  l'on  éralae  le  seccmd  terme ,  on  trouvera ,  après  la  iniil* 

tiplication  faite  par  y  , 

o^ooooo  ooooo  ooooo  ooooo  ooooo  ooooo  11  ,  etc. 

Donc  au  moyen  de  tables  qui  donneraient  les  logarithmes  de 
1004  premiers  nombres  avec  trente  décimales  ^  il  suffirait  du 
premier  terme  de  cette  série  pour  obtenir  ceux  des  nombres 
suivans  avec  la  même  approximation. 

Pour  le  nombre  premier  53  >  le  troisième  terme  de   cette 
formule  donne 

0,00000  ooooo  ooooo  ooooo  ooooo  9G945  etc. 
Si  l'on  fait 

=  (x  +  8)  (x  — 8)  (x+5)  (x— 5)  (x+3)(x— 3), 
p  =z  x^  —  980:*  +  Skj^oia^  =  x*(x  +  7)*(x  —  7)% 
on  aura 
p  —  ^=144000^    p+^  =  2x^ —  i9Gx<4-48oax*— 14400, 

et 

p  —  q 7200 

p  -i-  q        x^  —  98^^+  fi4^ix^  —  7200  * 

et  la  série  (14)  deviendra 

a  logx + 2  log(x+7)  +  2  log(x— 7)  —  log  (x+8)—  log  (x— 8) 
—  log  (x+5)—  log  (x-5)  —  log(x+3)— log(x-3) 

Î720D                               ^ 
x^— 98x*+  240 IX*— 7200               [ 
+  l( 7^00 Y+  etc  I 
^sW— 98x^+240  ix^.— 7200/  ^     3 

Si  pour  X  on  écrit  auccessivement  les  nombres  9,    10,   ii  , 
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xs,  i3 ,1^»  17 1  19  1  a5  et  37,  on  aura  le*  équations 

41oga  +  alog3  — log7  — log  17 

*—  log  3  -*  log  7— log  i3  4-  a  log  17 

—  3  log  a  +  a  log  3 —log  7  +  a  log  1 1  — !og  19 

—  log  3  —  log  7  —  log  17  +  a  log  là 

—  31oga>— log3  — log7  +  alog  i3 

—  log3  +  61og7  —  â  log  11  — log  17  — log  19 

-  teL  17449  +  3Vn7449>'  ^       J 
ttloga  — log3  — log5  —  log  7 — Log  11  +  ^log  17 

—  3  log  a -—a  log  3  —  log  7  — a  log  li+alog  i3+alogi9 

a  r    a5       ,    1  /    a5    V  .        1 
=  S  LTÏI595  +  3  VTIÎ^;  +  "^"  J 

61oga  +  a  log3  +  alog5  —  log  7  —  a  log  11  —  log  17 

i^ — 4  log  a  +  4  log  3  —  log  7— log  1 1  +  a  log  17  —  log  19 

=  /âL468l7  "•"  3(46817)  +«*'^J- 

a5  ■ 
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Cea  dix  étjiMitîons  ne  tenfermant  que  les  logaritluâes  êès 
huit  premien  nombres  a ^  3,  5  ,  7»  1 1 ,  i3  ^  17  et  ig ,  îl  n'en 
faut  qn^  huit  pour  calculer  ces  finit  logarithmes  :  nous  fierons 
choix  des  huit  dernières ,  comme  renfermant  les  séries  les  plus 
convergentes  ,  séries  que  nous  désignerons  par  S|  «  Ss  ,  Ss, 
S4 ,  etc.^  à  partir  de  la  troisièkne  inclusivement  :  ces  équations 

résolues  donnent  ^  en  représentant  ?-  par  M , 

log    a  =  M  (  94s,  —    4oSk  —    74iSs  +  ioS^  +    siSs 

+    74S6+    14s, -SGS.), 

log    3  =  M  (148S1  —    6flS.  —  iiGSs  ;f  16S4  +    44S1 

+  iiGSs  +    aaS,  —  56S|), 

log  5  =  M  (9a6S,  —  io3S.  —  i83Ss  +  aaS^  +  64$$ 

+  iSSSs  +  33Sy  — 88ft), 

log    7  =  M  (fl66Si  —  ii5S«  —  nuSs  +  ^83»+    7881 

+  flnSs  +    39S,  —  loaS,), 

log  11  =  M  (3fl8S,  —  i4aS.  —  aGoSs  +  54S^  +    96% 

+  aGoSs  +    4?Sf  —  inGSt) , 

log  i3  =  M  (348S,  —  ^S.  —  ^S,  +  37S4  +  loSSs 

+  ^Se+i2?S,-.33S.) 

log  17  =  M  (SgoS,  —  171S.  —  311S3  +  40S4  +  114SS 

+  SiiSe  +  57S7  —  iSoSg), 

log  19  =  M  (4oaS,  —  173s.  —  319S3  +  4284  +  118S5 

+  319S6  +    59S,  —  154S8). 

En  calculant  dans  la  supposition  de  log  a=  1 ,  les  logarithmes 
de  2  et  de  5 ,  et  les  ajoutant ,  on  aura  le  logarithme  népérien 
de  10  :  le  quotient  de  l'unité  par  ce  logarithme  sera  le  mo- 
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dtile  âes  tables,  t^onr  ayoir  le  logarithme  de  fl3,  on  hm, 
par  exemple ^  dans  (16)  ^  or  +  8  :=  â3  ^  d*oà  x  =  i5^  et  on 
aura* 

log  â3  =:  s  log  â  -^  log  3  —  log  7  -f-  n  log  11 

On  aurait  pn  bite  Tone  des  hjpràiises  > 

âp  +  7=a3,     x+5  =  a3,     a:-h3  =  a3,    jr  — 7=:a3; 

et  même  cette  demière  est  Tunê  des  plus  avantageuses.  Yojel 
pour  les  détails  de  calcul  ,  un  A^émoire  de  M.  Lavemède , 
consigné  dans  les  Annales  de  Mathématiques^  tome  I,  n^  1  et  a. 

io5.  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  le  Calcul  des  loga* 
rithmes  ^  par  l'exposition  de  quelques  formules  remarquables 
en  ce  qu*elles  donnent  par  un  petit  nombre  de  termes  ^  les 
logarithmes  des  nombres  ,aii-dessus  de  1000  ^  avec  tonte  l'ap-* 
proximation  désirable  dans  un  grand  nombre  de  cas. 

A  cet  effets  nous  reprendrons  la  série 

dans  laquelle  M  représente  le  module  jr  *  si  l'on  supposa 


1  — b       â 

d'oà 

^^StC-l* 

Cette*  série  détient 

los( 

=  log 

Gé) 

1*(      » 

1 

1            '           1 

3(ajc*. 
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d  où  Ton  déduit  

I      ^  _  log(Jg  +  0  +  log(x— i) 

série  très-conyergente  »  au  moyen  de  laquelle  on  résoudra 
facilement  la  question  suivante  :  > 

Étant  donnés  les  logarithmes  des  nombres  premiers  au-' 
dessous  de  iooO|  avec  i5  décimales,  trouver  les  logarithmes 
des  nombres  premiers  aundessus  de  looo  ^  avec  12  décimales 
au  moins. 

Lorsque  a?  est  un  peu  plus   grand  que  1000  ^  le  tenus 


«24000  00000  00000  00000  ' 
on  peut  donc  le  négliger,  et  on  aura 
log  X  =  log(»+0+-log(x-O  _^  jj  (j^y 

Si  au  lieu   de  M T-j J  on  prenait    M  (— ; J  > 

Terreur  serait  exprimée  par  la  différence 


M 


L(2"^'— 1)  (ax*— a)J'' 


donc,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  c'est-à-dire,  lonque 
X  excède  1000  dt*  très^peu  d'unités  ,  cette  erreur  serait 
d'environ 

0^434^9  •  •  •  • 

r ^^ =  O.OOOCO  00000  ooi  : 

400  00000  00000 

4 

ainsi,  pour  .avoir  m  ou  i3  décimales  exactes,  il  suffit  de 
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recourir  i  la  formule 


*•  a  \aar*— a/ 

_ +(,(x+i)(^-o;-  •  •  ('7)  > 

mab  X  étant  un  nombre  prenfier  ^  les  facteurs  a;  + 1  et  a: —  i 
jeront  des  nombres  pairs  et  se  décomposeront  toujoars  en 
facteurs  plus  petits  que  x  ;  on  pourra  donc  trouyer  leurs  lo- 
garithmes avec  i3  décimales  ^  et  on  aura  déjà 

log  (-g  +  O  +  log  (a^—  1  ) 
a 

A  regard  du  terme  ^  _,  \x r  *  où  peut  en  calculer  la 

valeur  numérique  par  les  tables  de  logarithmes  ordinaires  ^  en 
prenant  le  logarithme  du  module  M  avec  7  décimales  seule-^ 
ment ,  et  retranchant  de  ce  logarithme  celui  de  a ,  le  reste 
sera  un  logarithme  constant  ^  dont  on  soustraira  celui  du  déno-* 
niînateur  qu'on  a  déjà.  Or ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  sur  les 
caractéristiques  négatives  (!'*  sect.  ;  chap.  XYI  ) , 


log  M  =  -,,63778  43, 
logiM  =  7,33S75  43: 


donc 

CiM        -i 
(x+0(a>-i)J='^^^7545-^Pos(^+0+log(a?-i)]> 

Soit  y  pour  application ,  x=:  1097  dont  on  cherche  le  loga- 
rithme avec  112  décimales  :  on  a 

X  +  i  =  1098  =  18  X    61 , 
0?  —  1  =  1096  ==    8  X  137: 

on  trouve  dans  les  tables  de  Hutton ,  ou  dans  celles  de  Callet , 
sous  le  titre  :  Tables  de  Logarithmes  vulgaires  et  de  logarithmes. 
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hyperboliques^  à  20  décimales,  etc.  , 

log  1 8=1 ,95527  a5o5 1  o33      / 
log6i=i,7JB53!2  98350 108 

Somme  =S,q4qSo  a34Qi  i4l 

log  8=0,9030899869919 

log  i37=a,)367fl  06671 564 

SoBUQe  =fi|08oi4i  ^8949  6214 
i  soBime  =3,o4oflp  6447  *  5iia=— 6i£±i2±.2ffi!: 

log  iafc=7, 33675  43 


logsM^-^[log(*+i)+log(a;r-ri)]]=5,  a5634  i4=log  0,00000  01804  4^3 

0,00000  01804433 


Somme  =:3;,o4o2o  66a75745=:loçr^egi  097 

Ce  logarithme  ne  diffère  de  celui  de  Hutton  ou  de  Collet^ 
que  de  deux  unités  dans  la  iS*'''"'  décimale. 

Nous  feroDs  comiaîtrp  une  formule  propre  à  donner  avec  1 5 
ou  16  décimales,  le  logarithme  d'un  très- grand  nombre,  pourvu 
qu'on  ait  des  tables  de  logarithmes  des  nombres  naturels,  depuis 
1  jusqu'à  1000,  calculées  ^vec  16  décimales. 

A  cet  elFet ,  on  fera  une  fraction  ayant  pour  numérateur  les 
8ÎX  ou  sept  premiers  chiffres  du  nombre  donné ,  et  pour  idéno- 
minateur,  l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il  y  ^ura  dQ 
chiffres  au  numérateur  ;  puis  réduisant  cette  fraction  en  frac- 
tion continue  ,  par  le  procédé  connu  ,  on  cherchera  celle  des 
fractions  intégrantes  qui,  sous  des  termes  plus  petits  que  1000, 

approchera  le  plus  de  la  fraction  doimée.  Soit  -  cette  fraction 

qui  peut  être  plus  grande  ou  plu3  petite  que  le  nombre  donné  : 
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90US  U  f nppoaenuos   plus  petite ,  eX  en  désignant  p^  a  I9 
nombre  donné ,  on  posera  l'équation 

étant  un  nombre  très-peu  au-dessus  de  l'unité  :  on 

1  —  JC 

déduit  de  là 

logo  =  logiy  — logprfbg^Y—) 

=  log  ç  —  logp +  aM ^x  +  ^  +  j +ctc.J|  ; 
mais  la  fraction 

ap+q 
étant  très-petite  »  puisque  son  numérateur  revient  à  Ta  •—  -  jp , 

quantité  plus  petite  que  *-  (  P*  sect.  ^  cbap.   XXXI) ,  ses 

puissances  3*,  4*>  ^*»  ^c*  pourront  être  négligées  dans  l'em*» 
ploi  numérique  de  la  formule  ;  ensorte  qu'elle  se  réduira  à 

log  a  =  logç  -  logp  +  flM  (^^ (»8). 

Faisons  une  application  de  ca  moyen  à  la  recbercbe  de 

log  sin  G*,  556 , 
q  désignant  le  quart  de  la.pirconférenee  :  09a 

sin  o«,556  =  0,76649  3oo68  09349  8  =  a- 

Après  ayoir  formé  la  fraction  -^ — ^^ ,  on  opérera  sur  les. 

^  1000000  ^ 

deux  terme»  comme  pour  en  ebercber  le  plus  grand  commun 
diviseur ,  et  on  trouvera  la  suite  des  quotiens  1  >  3  , 3  ^  1 ,  1  ^ 
5,1,4  V^  donneront  les  fractions  convergentes 

01      3       îo       i3      fl3      laS      i5i      73a 
T*    T*    4*   T3*    17^    33*   I6^*   I^*   ^'^ 


'» 
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ensorte  qu'on  pent  prendre  la  dernière  pour  nne  approxlma* 
tion  du  sinus  proposé.  On  aura  donc  * 

q ySfl 

An  moyen  de  ces  données ,  on  trouyera 

^  .      =  o.ooooo  o56ii  o5665  7  : 
ap  +  q  '  ' 

le  cube  de  ce  nombre  aurait  18  zéros  après  la  virgule ,  et 
conséquemmeht  on  peut  le  négliger.  Or^ 

aM  =  o, 86858  SgGSg  o65o3  6553q 

aM.  ^     '  =  0,00000  04873  96169  5 
log  q  =  log732  =  a, 86451  io8;o  68391  9 

Somme  =  a  >  86461   16684  6455 1  4 
log  966  =  a, 98000  33716  83746  4 

différe^ice  =  T,  8845q  81968  70806  1 
=  log  sin  0^,566. 

106.  Nous   avons  trouvé  ci-dessus    ce   développement  de 
Texponentielle  ,  savoir  : 

û*  =  1  +  Ax  + f-  etc., 

et  A  =  /a ,  ensorte  que 

û*  =:  1  -(-  xla  -(-  -  (x/(fl)'  H 5  (x/a)'  +  etc (19)  2 

on  a  d'ailleurs  la*  =  açla  ,  d*où  résulte   encore  cette   auti^o 
forme  de  développement 

a'  =  1  +  /a'  +  i  (/û')«  +  -^  (/a^*^  +  etc,  ; 

a  a  t  ^ 
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ifen  faisant  a*z=:n ,  on  obtient 

/i  =  1  +  /n  +  i  (lnY+  -^  (//i)'  +  etc. 

Si  Ton  suppose  /n  =  i  ^  auquel  cas  n  devient  le  nombre  e  » 
on  aura  comme  plus  haut , 

«=  1  +  1  +i+^  +  etc. 

Le  développement  de  a*  donnerait ,  en  faisant  a'  :=:n^ 
Ji'oà  X  =  log  n  pour  la  base  a ,  et  remplaçant  A  par  la^ 

n  =  i  +  la.lo^  71  H —  (/a. log  n)*  +  etc. 
c'est-à-dire,  en  remplaçant  la  par    —, 

formule  qui  sert  à  calculer  le  nombre  n ,  lorsqu'on  connaît 
tton  logarithme  tabulaire. 

Si  dans  le  développement  de  a*,  on  change  d*abord  x  en 
nx ,  puis  a  en  x ,  il  vient 

A*  A' 

x^*  =  1  +  Anx  -| n*x*  +  — =  n V  +  etc. , 

a  s  •  o  . 


ou 


A=(x~0-^£r^"+^^^^-etc. 


Or  ce  développement  A  nétant  autre  chose  que  le  logarithme 
népérien  de  a:,  on  aura 

X"  =  i  +  nx  {Ix) -\- ^^^  {Ixy  +  ^  {Ixy  +  etc. 
formule  qui  trouve  son  emploi  dans  le  calcul  intégral. 
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Nous  pouvons  maintenant    démontrer  ce    déyeloppement 
curieux ,  ^ 

l'a  fl.3  ' 

En  effet ,  substituant  successivement  x"*,  puis  ?*■  pour  a* 

dans  le  premier  membre  du  développement  (19)  ^  et  dans  le 

j  mlx      mlr 
second  -j-  ,  -^  pour  x ,  on  aura 

a:"  =  1  +  Tnilr  +  i  m*  (te)»  4.  JL  m'  (ir)»+  etc. , 

ï«  =z  1  -f  m/r  +  i  m*  (/r)»  +  ^  m^  (/r)' +  etc. , 

séries  dont  la  différence  est  le  théorème  en  question. 

107.  Nous  nous  proposons  de  faire  voir  comment  >  au  moyen 
des  séries  logarithmiques  et  exponentielles ,  on  peut  résoudre 
ces  trois  questions  : 

1^.  Trouver  un  nombre  qui  ,  élevé  à  unepiàssance  désignée 
par  lui-même ,  soii  égal  à  un  nombre  proposé. 

La  traduction  de  cette  question  est 

X*  =  a, 

a  étant  le  nombre  donné.  Il  est  facile  de  trouver  pour  a  un 
nombre  qui  ne  diffère  pas  d*une  unité  du  nombre  cherché  : 
en  appelant  p  ce  nombre^  nous  poserons 

X  =  p  +  z\ 
on  aura  donc 

qoù 

(p  +  2i)  log(p+z)=loga: 
mais 

i>g(p+»)=logp  +  log(i+p=logp+MQ-i  î!  +  etc.)  ; 
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donc  . 

log  a  =  (p  4-  z  )  log  (p  +  «  )  =  p  log  p  +  »  lo^  p  4-  M« , 

ea  négligeant  tous  les  termes  où  z  passe  le  premier  degré.' 
On  déduit  de  là 

_ïoga  — plogp 

*-"iogp+M; ^^^- 

Appliquons  cette  formule  au  cas  d^  o.  =aooo  ;  on  a  d'abord  ^ 
à  moins  d*una  imité  près ,  coipine  no^s  \p  verrons  bientôt , 

p  =  4,8, 

eonséquemment , 

_  logflooo  — 4,81og4,8 

""  log^8  + 0,4343945  • 
Mais 

loggQOo  PP  5,5oio3oo  ,        log4>8  =  0^681941^4  J 

4,8  log  4,8  =  3,11699579  ; 

donq  • 

_  o,o3io7fli      ^ 
* -^  777153357  =  "^'^^78 , 

eonséquemment , 

a?  =  p  4-  s  =3  4,8378. 

Si  Ton  desirait  une  plus  grande  approximation  ^  on  sup-* 
poserait  dans  (1) , 

p  =  4^8378,      d'où      z  =  -i — g   .„Q  =  0,00003363, 

1,1180438 

^t  d^  là, 

a?  =:  s  +  p  =aB  4>83783363. 

A  regard  de  la  première  approximation  4i8  j  on  découYre 

gisement  que  3000  est  compris  entre 

4*  =5  356,        5«r=3i35; 


I 
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donc  X  est  entre  4  ^t  5.  Supposons 

on  yoit  qu'il  faudrait  qu*on  eût 

î 


(1)= 


aooo; 
mau 

a)*(i)=^x!'"=«'- 

à  très-peu  près  :  le  nombre  cherché  est  donc  entre  4»^  ^^  S« 
Supposons  07  =  4>8  ^  on  a 

4,8  log  4,8  =  5,a69958  =  log  i86a , 

et  l'erreur  est  —  i38,  ensorte  qu'en  prenant  x=3  4»8  pour 
une  première  donnée ,  l'approximation  est  pjus  rapide. 

a°.  T\x)uver  la  somme  des  puissances  m  des  racines  dune 
équation ,  immédiatement  en  co^fficiens  de  cette  équaùon , 
sans  passer  par  les  sommes  des  puissances  inférieures, 

5^.  Connaissant  les  sommes  des  puissances  des  racines  dune 
équation ,  traduire  un  coefficient  quelconque  de  réquation  en 
sommes  de  ces  puissances. 

Soit  une  équation  d'un  degré  quelconque 

x^  +  Ax"*»  +  Bx*"-* +  V  =  o  , 

dont  a ,  6 ,  c  ,  d,  etc.  soient  les  racines  :  on  aura 

x'"+ Ax"*~'4"B^'^*+etc.  =  (x — a)  (a:— i)  (x— c)  (x— d)  etc. 

Posons  x  =  -  ;  on  trouvera  ,  après  la  multiplication  par  z", 
l'identité , 

i+Az+Bi*. .  .-f-Ys"'  =  (i — fl2)(i — bz){i — cz)(\ — dz)  ,  etc.j 
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prenant  de  part   et  d*autre  lea   logarithmea  népériens  >   oa 
aura 

1.(^1  + Az+Bz*+Cz^+. ) 

= /.(i--a*) +/.(!— 6z)4-/.(i--cz)+ /.(1--&)  4- etc. 

Si  dans  le  déyeloppement» 

,  ,         rs  r      6'        ^        ** 

i.(i-6)  =  -6--~^-^-etc., 

on  fait  b  successivement  =a2^=&z^=cz>=  etc. ,  on 
aura 

/.  (i+Az+B»»+Cz3-fetc...)  =  —  (a  +  i  +  c +d  +etc.)  z 

—  (a»+J»+c*+d»+etc.)  - 

—  Co^+fc^+cS+cP+ctc.)^ 

«  (a*+W+c44</<+etc.)  7 

etc. 
posant  donc 

S.  =  a*  +  i*  +  c*  +  d*  +  etc. , 

.    83  =  0^  + 6'  +  c3  +  cP  +  etc., 

S4  =  a»  +  M  +  c*  +  d*  +  etc. , 
'   etc., 

ridentité  précédente,  deviendra 

/.  (  1  +  Az  +  Hz*  +  Cz^  +  etc.) 

»*  jj3  ^4 

c=  —  zSi  —  —  Sa  —  -g-  S3  —  "7  ^<  ■"  ®^'  ' 

pour  avoir  le  développement  du  pr^ier'  menibre  j  on  rem« 
placera  dans 
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b^       V        b^  ^ 

i  par  A«  +  Bs*  +  C2'  +  etc.  ,  et  après  avoir  ordonné  p«f 
rapport  aux  puissances  de  2  ^  on  obtiendra  cette  Identité , 


« 

•  «Si  —  —  Si 
s 

=  A»  +  B 

z»  +  C 

*»  +  D 

«4 

aAB 

9AC 

s 

^  3 

.   5A«B 
+    3 

A* 
4 

+  etc, 


0). 


En  comparant  les  coefficiens  des  mêmes  puissances  de  s ,  on 
parvient  aux  relations  suivantes  ^ 

S.  =  — A, 

S.  =  _  f  B  +  î  A-, 

53  =  —  î  C  +  I  aAB  —  f  A^ 

54  =  —  f  D  +  I  (  aAC  +   B*  )  —  ^  3A-B  +  \  k^. 
Ss  =  —  f  E  +  I  (aAD  +  aBC)  —  |  (3A*C-f.3AB«), 

+  1  4A'B  — |A^ 
etc, 

Uavantage  de  ces  formules  sur  celles  que  nous  avons  don- 
nées (chap.  V),  consiste  en  ce  que  chacune  des  sommes 
•^11  S«  >  ^3  >  etc. ,  est  exprimée  en  coefficiens  de  l'équation , 
ensorte  que  pour  calculer  Tune  de  ces  sommes ,  on  n*a  pas 
besoin  d'évaluer  celles  qui  précèdent ,  ce  qui  est  un  avan- 
tage précieux.  Pour  que  ces  formules  soient  identiques  avec 
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trelles  dû  tliJtpih^  cité ,  il  faut  iùiïe  les  coefiicieku  A  , 
C ,  E  ^  etc.  négatifii. 

Nous  passerons  à  la  solution  de  la  seconde  question ,  et 
pour  la  résoudre ,  nous  partirons  de  cette  formule  trouvée 
précédemment  j 

/.<  1  +  Az  +  B2*+  Cft'+etc.) 

a*  z'  «♦ 

=  —  xS|  —  --  St  —  ^  S3  —  -T-  S*  —  etc. , 
'  a  o  4 

qm  xi*6it  antre  chose  tfùe 

en  observant  que  le  =  1  ;  mais  lorsque  deux  logarithmes 
rapportés  à  la  même  base,  sont  égaux ^  les  nombres  de  ces 
logarithmes  sont  égaux  ;  ainsi ,  en  passant  des  logarithmes 
aux  nombres»  il  vient 

i+A*+B**+Ç»»+etc.  =  e""*^'^^^"'*T  S'-\84-«c. 

Tout  se  réduit  donc  à  développer  le  second  membre  suivant 
les  puissances  de  z»  au  moyen  de  la  formule 

1        i.a       i.t.3       i.a.3.4  *         ' 

* 

dans  UfqfièUè  M  fm 

X  =  —  aS,  — —  S»  —  -j  Ss  —  j  S4  —  etc.  ; 

après  avoir  ordonné  le  résultat  suivant  les  puissances  de  z  , 
on  trouvent 


1  +Aj&+Bz*+Cz'+etc.  =  i-^a» — — 


3 

S,S, 
i.a 
3 


^Jl 


i.a.3 


te.  (a) 
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d'où  l'on  déduit,  par  la  comparaisou  des  côefiUâeBs  dm  mhtug 

puissances  de  2, 

A  =  -S,,    ' 

a         i.a 

^-~  T  +  TT^^TÏ     rx3* 

etc. 

TVaring  a  donné  pour  la  solution  de  ce  problème  ^  une  ibi^ 
mule  qu  il  compose  par  les  combinaisons ,  et  qui  8*accorda 
avec  les  précédentes  :  elle  se  trouve  dans  ses  Meditationei 
algehricœ  ,  cap.  J ,  Probl,  III  ^  corolL  ,  ainsi  que  dans  sou 
premier  ouvrage  de  176a.  Il  aurait  été  sans  doute  plus  simple 
de  déduirevles  valeurs  des  coefficiens  en  S, ,  S» ,  etc.  de  l'iden- 

« 

tité  (  I  )  qui  donne  en  même  temps  la  solution  des  dent 
énoncés  ;  mais  nous  avons  voulu  résoudre  les  deuic  qnestlona 
séparémei^t. 

108k  Enfin  nous  ferons  connaître  un  usage  très-«imple  qa*4 
fait  Lagrange ,  de  la  formule 


X    .      X 


% 


X» 


«'=  i+T +— +  rx?+ nT4  +  *^* 


1  1.2     •     1 


pour  trouver  le  développement  d'une  puissance  quelconqut 
d'une  quantité  composée  d'autant  de  termes  que  Ton  voudra. 
A  cet  Telfet ,  si  à  la  place  de  x ,  on  met  i(p  +  9  +  r  +  etc.)  > 
on  aura 


i^ 


^.Q^+r4^,co—  i4-i(p4^4.r+etc.)H (p+9+r+etc.)* 

"^  77^3  0'+9+''+etc.)'+  et  c: 

ainsi  le  terme  multiplié  par  i"^,  sera 

(p4-7+r4-etc.r    ^ 
1  .f2.5 m 


I 
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d'un  autre  côté ,  on  a 

X , 

Donc  le   coefficient  de    i'",   dans  le  développement  de  ces 

dilFérens  produits  ,  multiplié  par  i.a.3 m,  sera  la  valeur 

de  (p  +  9  +  r  +  etc.  )"*.  Or  il  est  visible  que  ce  coefficient 
se  trouvera  composé  d'autant  de  termes  de  la  forme 

p.Vr^ . 

que  Ton  peut  donner  de  valeurs  différentes  à  a  ^  ^  ^  y  ^  etc.  ; 
de  sorte  qu*on  ait 

A  +  ^  +  p  -f.  etc.  =  m  , 

en  prenant  pour  A^  ^^  w,  etc.  des  nombres  entiers  positifs. 
Ainsi  la  puissance  ip^q  +  f  +  etc.)"*  sera  composée  d'autant 
de  termes  de  la  forme 

. i.a.5.4 {m  —  0  wi  Xu  9 

i.2.3...AXi.a.3..^Xi.fl.3...»Xetc.      ^  ^  ^   ^^ ^'^' 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  donne  la  théorie  des  combi- 
naisons. Ce  terme  peut  être  écrit  sous  la  forme 

1  .a.3.4,  ..A(A4-i)...(m— i)m  J'J^J  ^*^ 

rw  " î5 T — XP  q  t  etc. 

1.2.3. .  .AX  i.a.3. .  .^X  1.2.3. .  .fX  etc.      ^  ^ 

i.2.3«.    ./*Xi.a.3 »xetc.      '^  ^ 


Alaii  do  m  =  A-j-^  +  p  +  etc. ,  on  tire 

A=7ïi— /*  —  F  —  etc.  ; 


26 
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donc  la  fonnule  précédente  devient 

7»(m— 1  )(m— a) . . .  (m — ^*— » — etc. . .+ 1  )  _- .        , 
i.a.../MX  1.2.  ••»' X  etc.  ^  '^ 

ce  ipti  fonrnit  Fénoncé  d'une  règle. 

109.  Faisons  quelques  applications  ».et  supposons  m=6  :  on 
cherchera  de  combien  de  manières  on  peut  faire  6  ^  et  oa 
aura  ces  décompositions  : 

6       T 

3  S 

4  i       I 
3       d       1 

5»       â       9 

3       1       1        t 
s       21        1        1 

vâ  1  1  1.1 

I        1        1        1        1        1 

d^où  résulteront  ces  différentes  espèces  de  termes,  savoir  :  pour 

A=ï6  ,               les  termes  de  la  forme  p', 

A=5,  ^==i 6p^q, 

^=4>  A*=  2 i5p*ç*, 

A=3,  /i*=3 , flop*'^, 

A=4,  ^=1,  ^=1 3c^^<7r, 

A=3,  ^  =  a,  »'  =  1 6(^q*r, 

A=a, /i*=a,  ^  =  3 9^9^p 

A=3,  /•=!,  y=i,  Ç=i laop^qrs, 

A  =  2,  A*  =  î*>   yrrrl,  î=l l8op*7*r5, 

A=2,  ^=  1,  y  =  i,  Ç=i,  p  =  i SfiopN/rxf, 

A=i,  A*=i*  ''=l#  è=I*  f  =  i#  irs=:i,..  J^opqntv, 
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«n  obserrant  qti*on  ne  doit  retenir  dans  la  fonurie  générala 
que  les  facteurs  pour  lesquels  f*  ,  v ,  etc.  ne  sont  pas  nuLi. 

Le  polynôme  étant  de  la  forme 

(a  +  6jf  +  cj*  +  d!r'-4-  etc.)*, 

il  faudra ,  dans  la  formule  (i),  changer  p  en  a  ^  q  tnbx^r  en 
ex*,  etc. ,  ce  qui  donnera 

I  .fl.5.4 ma^hf'c'Se*  etc.  ^t^-Mf-^-Sg-^^^-^Sp-f-etc. 

i.fl.^....AX  i.a.3....^X  i.a.3 y  x  etc.     * 

en  observant  que  A  +^  +  »  +  Ç  +  etc.  =m, 

Qu*il  8*agi5se  d*ayoir  le  coefiBcîent  de  afi  dans  le  déyelop* 
pement  de 

(a  4-  6x  4.  CjC*  +  «^  +  «^  +  fi^  +  g^  +  etc.)^ 
sans  VelFectuer. 

II  est  d'abord  éyident  qu*on  ne  doit~  pas  retenir  a^^  et 
que  c?  ne  peut  être  multiplié  que  par  g  >  ce  produit  étant 
pris  six  fois. 

•  Cherchons  les  termes  de  a^  :  dans  ces  termes ,  aS  ne  peut 
se  trouver  multiplié  que  par  le  produit  de  deux  des  coefficiens 
de  a: ,  ou  par  le  carré  de  Tun  de  ces  coefficiens  >  puisque 
chaque  coefficient  de  sc^  ne  peut  être  que  de  six  dimensions  : 
on  doit  donc  partager  le  nombre  6  en  deux  parties  >  ce  qui 
ne  peut  se  faire  que  de  ces  trois  maaiàrM,  1  et  5 , 4  ^^  ^> 
3  et  3  :  or  Tesposant  de  x ,  savoir  : 

/•  +  a»'  +  3{  +  4ir  +  5/)4.  etc.  =  6  ; 

donc 

^:si     et    f  =  i,       fsti     et    irssi,       {acfl, 

las  antres  quantités  étant  nulles  :  conséquemment  les  coeffi« 
ciens  de  ofi  seront,  abstraction  faite  des  nombres  qui  doivent 
les  multiplier, 

fl^fc/,      a^ce^      o^cfr, 

â6.^ 
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^:^cm:iiC  socal  de  x  en  a^^  sera 

5ca*bf+  Soake  +  iSa^d" , 

o^f  %dnt  qne  chaque  terme  de  la  forme  p^qr  est  répété 
^  I  .>.  tandis  que  chacun  des  termes  de  la  forme  p^q*  est 
.,>vCe  i5  fois. 

Passons  aux  termes  de  x^  en  a^  :  ces  termes  ne  peuvent 
être  que  de  trois  dimensions  ,  en  b ,  c^d^  etc.^  parce  que  A 
étant  =  3j  on  doit  avoir 

^  +  »  +  etc.  =  6  —  3  : 
donc  à  cause  de 

/»  +  ar  4-  3Ç  +  4ir  +  etc.  =  6 , 

il  faut  partager  le  nombre  6  en  trois  parties  ^  ce  qui  donne 
ces  décompositions  : 

4  •     1  *     1  ; 

a  ,      a  ,      a  ; 
et  conséquemment  ^ 

5r=l,^=l,      »  =  o,     etc. , 

Ç=i,     F  =  l,    ^=1,     sr=:o,     etc.  , 

»=i,^  =  o,     Ç  =  o,     etc. 

Ainsi  /u  =  1  étant  répété  deux  fois ,  r  =  i  étant  répété  trois 
fois  ,  on  a  eô",  dcb  ,  c^ ,  et  pour  les  termes  en  a?  pris  avec  les 
coefliciens  numériques^ 

Goa^J*c  +  i^oa^bcd  +  aoaV. 

Les  termes  en  a*  sont  de  quatre  dimensions  en  b  ,  c,  d ,  etc.  : 
ainsi  le  nombre  b  doit  être  partagé  en  quatre  parties  ,  comme 
il  suit , 
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OU 

Ç  =  I,   ^  =  1, 

V   =    1,      A*  =    1, 

^  étant  répété  trois  fois  dans  le  premier  cas  y  et  deux  fois  dans 
le  second,  et  v  étant  répété  deux  fois  :  on  conclut  de  là  ces 
coeiliciens  Vd^  b^c*,  et  conséquemment  ces  termes  ena^ 

Çoa^'b^d  +  9oa»6V, 

en  observant  que  ces  termes  se  rapportent  à  ceux-<;i  p^q'r , 
p^q^r^  qui ,  dans  le  tableau  précédent  >  ont  pour  cœfiiciens 
respectifs  6o  et  90. 

Ce  partage  du  nombre  6  , 

fl  ,     1  ,     1  ,     1  ,     1  , 

donne  un  seul  coefficient  de  a,  savoir^  cb.b.b.b,  d'où  Ton 
conclut  3oab^c  pour  un  autre  coefficient  de  x^. 
Enfin  le  partage  du  nombre  6  en 

1  ,     1  ,     1  ,     1  ,     1  ,     1  , 

donne  i^. 

Ensorte  qu*on  aura  pour  facteur  de  b^ , 

6a^g+5oa^bf+5oa^ce+i  5a<d*+6oa'i*e+ 1  aoa^ftcci-f-aoa^c' 
+6oo*i3d:+9oa»iV+3oafr*c+i^      . 

Voyez ,  sur  ce  sujet  important ,  les  chapitres  XVI ,  XVII  et 
XV III  des  Èlémens  ft Arithmétique  universelle,  paiNramp,  et 
le  septième  numéro  du  tome  II  des  Annales  de  mathématiques. 
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CHAPITRE  XIX. 

I 

Des  ^ries  qui  expriment  le  sinus  y  le  cosinus,  etc. 
par  Varc  j  et  tare  par  le  sinus  ,  la  tangente  ;  et 
conséquences  qui  en  résultent. 

110, 1.1  OUS  commencerons  par  les  séries  qiii  donnent  le  sinos 
et  le  cosinus  suivant  les  puissances  de  Tare  ,  &éries  auxquelles 
nous  parviendrons  par  deux  analyses  différentes. 

Pour  Tare  =  o  ^  le  sinus  est  nul  >  et  le  cosinus  est  égal 
au  rayon  ;  d*où  il  suit  que  tous  les  termes  de  la  série  du 
sinus  y  doivent  renfermer  l'arc  en  facteur  ^  et  que  Tun  des 
termes  de  la  série  du  cosinus,  doit  être  le  rayon  que  nous 
'supposerons  égal  à  l'unité, «D'une  autre  part ,  ces  séries  ne 
doivent  procéder  que  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  l'arc;  car  en  admettant  une  puissance  négative  de 
l'arc  dans  qes  séries,  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'arc  nul,  seraient 
în&nis  ',   conséquence    absurde.    Dans    la    supposition    d*une 

m 

puissance  fractionnaire  de  l'arc ,  telle  que  G  V^x",  à  une 
valeur  de  l'arc,  correspondraient  des  valeurs  en  nombre  n 
du  sinus  et  du  cosinus  ,  ce  qui  est  faux  (*)  ;  d'ailleurs  si  l'on 
supposait  des  puissances  de  l'arc  ,  que  le  développement  ne 
dût  pas  contenir ,  l'analyse  les  reietterait  en  donnant  o  pour 
valeurs  de  leurs  coefliciens.  On  posera  donc 

sin  X  =  Ax  -f-  15^*  +  Cx^  -|-  etc (a) , 

cos  X  =  1  +  Ax    +  B'x*  4-  etc (A). 


{*)  On  sait  qu*à  un  sinus  ou  h.  un  cosinus  donne  ,  rcpondtat  à/eh  arcs 
en  nombre  iniiui  j  mais  la  réciproque  n*a  pas  lien. 
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Ici  nous  ayons  dû  snpposer  toutes  les  puissances  entières  et 
positives  de  l'arc  ;  car  c*est  au  calcul  à  redresser  ce  qu*il  peut  y 
avoir  d'inexact  dans  cette  supposition  ;  cependant  on  déduit 
d'une  considération  fort  simple ,  que  la  série  du  sinus  ne  d^it 
contenir  que  dee  puissances  impaires  de  l'arc  ,  tandis  que 
celle  du  cosinus  ne  doit  contenir  que  ses  puissances  paires.  Eu 
effet ,  à  l'arc  —  x  répond  —  sin  x  ^  ensorte  que  l'identité 
(a)  devient 

—  sin  X  =  —  Ax  +  Bx*  —  Ca?  +  Dx^  —  etc.. .  .(c)  ; 

retranchant  (c)  de  (a)  ,  et  divisant  la  différence  par  a  ^  on 
trouve 

sin  X  =  Ax  -4*  Cx*  +  Ex*  +  etc (d). 

Le  changement  de  -f-x  en  —  x  n*en  apporte  pas  dans  le- 
signe  de  cos  Xj  ensorte  que 

ces  X  =  1  —  A'x  +  BV  —  CV  +  etc (e)  ; 

ajoutant  (e)  et  (b) ,  et  divisant  la  somme  par/â  >  on  obtient 

cos  X  =  1  4.  B'x»  +  D'x*  +  etc (/). 

On  pourra  donc  supposer 

sin  X  =  Ax  +  Bx^  -4^  Cx*  -+•  etc (i)^ 

cos  X  =  I  •{-  AV  -4-  B'x^  +  ete (a). 

A  l'effet  de  déterminer  les  coeficiens  A>  B^  €.. ..  A^  B^^ 
C\  etc.  indépendans  de  Tare  x^^  on  partira  de  ces  deux  pro- 
priétés fondamentales 

sin  (a? -4-^)  z=z  an  y  eos  x  'jr  C09  y  sin  x (3)  , 

cos  (  X  +  j^)  =  cos  y  cos  x  —  sin  y  sin  x, . . . .  (4)  , 

qui  doivent  être  vérifiées  par  les  développemens  CO  et  (s)  » 
en  y  changeant  x  en  x  +  y ,  pour  avoir  les  fonctions  non 
développées  sin  (  x  +  J')  >  cos  (jc  ^y)  :  après  ces  substi- 
tutions j.  si  l'on  ordonne  suivant  x  les  identités  qu'on  obtien* 
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dra ,  en  faisant  entrer  y  et  ses  puissances  dans  les  ooeffidens 
de  X  et  de  ses  puissances  ,  et  si  Ton  égale  seulement  les 
coefCciens  de  la  première  puissance  de  x,  la  seule  quon  ait 
à  former ,  on  obtiendra  ces  deux  identités 

A  -f  3By  +  5Cy  +  etc.  =  A  +  AA'y  +  AB'y  +  etc.  > 
^A'y  +  4B'y  +  etc.  =  —  A*jr  —  ABy  +  etc.  , 

qui  deyant  avoir  lieu ,  quel  que  soit  Tare  y  ,  donnent 

A  =  A ,      aA'  =  —  A%      3B  =  AA', 
4B'  =  —  AB  ,      5C  =  +  AB' ,      etc. , 

d'où  Ton  tire 

A»  A**  A< 

A'  =  — — ,      Br=— iî-,       B'=     '^ 


a  '  a.3  ' a. 3. 4* 

^  ~  a. 3.4.5  *        ^   =  —  2.3.4.5.6'      ''-''•  • 

Par  ces  substitutions  y  les  développemens  (1)  et  (a)  deviemient 

A^x^   ,       A^T^ 
sm  X  =  Ar—  — =-  +  — ?,    .  =  —  etc. . 

a. 3        a. 0.4-5 

A*x^   ,     A^x^ 

cos  X  =    1  — f-  — =— ;  —  etc.  , 

a  a, 3. 4 

et  il  reste   à   déterminer  A  :  à  cet  effet ,  on  divisera  sin  x 
et  son  développement  par  x ,  et  on  aura  , 

sin  X  .  A'x^  ,        A^x* 

=  A =-  -( 5-r-c  —  etc. 

X  2.3         a. 3. 4.0 

sin  X 
Or  le  rapport approchant  de  Tunité ,  à  mesure  que  x 

diminue  (  Trig.  ) ,  ce  rapport  ne  devient  rigoureusement  égal 
à  l'unité  ,  que  pour  x  =  o  ;  donc 

A  =  1. 

Nous  donnerons  bientôt  une  détermination  plus  rigoureuse  de 
ce  coefilcient  A. 
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Nous  allons    rechercher  les   mêmes  séries  par  mie   autre 
voie. 

En  partant  de  la  formule 

(cos  X  +  sîn  X  j/ —  1)*  =  cos  nx^  sin  nx.  V^—  1 (5)  , 

démontrée  (  chap.  XI  )  ^    on  a  réciproquement 

cos  X  -f-  sin  X,  j/—  1  =  (  cos  nx  +  sin  nx.  V^—  1)* , 

le  nombre  n  pouvant  être  quelconque.  Maintenant  quelle  que 
soit  l'expression  de  sin  x  en  série  de  Tare  x  y  elle  ne  peut 
être  que  de  la  forme 

\x  +  Bx*  4-  Cx**  +  etc. , 

ainsi  que  nous  Tavons  prouvé  précédemment.  Mais  comme 
cos  X  =  K  1  — sin^x ,  on  aura 

A*x* 


cos  X 


=  v/ 1  —  A*x*—  aABx^— etc.  =  i ;—  +  etc.  ; 


or  les  coeHiciens  A ,  B ,  C ,  etc.  étant  indépendans  de  l'arc  x  , 
seront  les  mêmes  pour  tout  autre  arc  :  substituant  donc  nx 
pour  X  f  on  aura  pareillement 

sin  nx  =  nAx  -f-  n^Bx*  +  n^Cx^  +  etc, 

n'A'x»     . 

cos  nx  z=i  \ -4-  etc.  ; 

a 

donc  la  formule  (5)  deviendra 

cos  X  +  sin  X .  V'—  I  -j 

=  ji  +  iiAx.  v/—  1  +  /i*  Tb.  \/—  i  — — J  X*  4-  «te,  j 

Développons  le  second  membre  à  la  manière  du  binôme  , 
en  faisant  ^  pour  abréger  ^ 

X  =  Ax.v/—  1  4"  'ï  (S.j/ — 1 }^*+  «te. 
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on  aura 

cos  a:  +  ain  X.  V^ —  1  =  1+-  (nX)  H ^-7-  (itX)* 

I  w  n  2/1* 

==  ,  +  X  +  î^=^  X- +  ^.i^=^>-i^^^^  X»  +  etc. 
•  a  ■  2.0 

Connue  les  valeurs  de  cos  x  et  sin  x  doivent  4tre  indépen- 
dantes du  nombre  ari}itraire  n  ,  il  s'ensuit  que  tous  les  temm 
du  second  membre  ,  qui  se  trouveront  multipliés  par  une 
m^me  puissance  de  n  ^  doivent  se  détruire  d'eux-mêmes  :  ne 
tenant  donc  compte  que  des  termes  où  n  ne  se  trou^  pas 
après  le  développement,  il  est  aisé  de  voir  «pie  la  quantité 
X  se  réduira  à  son  premier  terme  Ax.  |/—  1 ,  de  aorte  qa*ea 
aura  simplement 

€08  X  -|-  un  x.|/—  1  =  1  -f*  Ax.^^—  1  +  -  (AxV^— i)* 

En  effectuant  les  puissances  de  v^ —  i  ,  et  comparant  les 
parties  réelles  des  deux  membres  ensemble^  et  les  parties 
imaginaires  ensemble^  on  aura 

sin  X  =  Ax ^  4-  — 5~7nÊ  —  ®^^ (t)  > 

cos  X  =    1    — 4 ^=— ;  —  etc (p). 

2  2.3.4 

Pour  avoir  de  m^me  la  valeur  de  x  en  sinus  et  cosinus  dex, 
on  n'aura  qu'à  reprendre  la  formule  fondamentale 

cos  nx  +  sîn  nx.  \/ —  1  =  (  cos  x  +  si^  ^«  V'--  0*  > 

dans  laquelle  on  mettra  ponr  sin  nx  et  cos  nx  leurs  valeon 
en  séries  ^  savoir  : 
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nAx  -|-  ^'Bx*  +  etc. ,       i +  etc.  , 

et  on   développera  la  puissance  n  An  second  membre  :  oi» 
aura  ainsi , 

i  +  nAx.  \/—  1  +  n»  (b.  V'—  i J  x*  +  etc. 

_  P    ,     sinx    ,         ,  n(n — i)/sinx     ,      V,     .    "1 

=  co»"xl   i4-»  — ^  V^-— 1+  -^ '  l l/— 1  )  +  etc.  L 

L    '     cosx*^         *        a       \C08X  ^        /  «J 

Or, 


sin  X 

COSX 

donc 


=  tang  X  ,        cos  X  =  |/i  —  sin*x  ; 


cob"x=  (i — ^sm'x)*  =  1 8in»x  -4 ^ — ;—  sm^x  +  etc. 

'  a  "^      a. 4 

Substituant  ces  valeurs  ,  la  quantité  n  ne  se   trouvera   plus 
que  dans  les  coefilciens ,  et  ordonnant  les  termes  suivant  les 
puissances  de  cette  quantité ,  le  second  membre   deviendra   . 
de  cette  forme , 

1  ^  nP  +  n*Q  +  etc. , 

en  faisant ,  pour  abréger , 

P  =  tang X V/—  1  — i  (tang  xv/— i)*  +  î  (tang  x  ^/— i)'— etc. 

-^  y  sin*x  -^  i  sin^x  —  |  siu^x  —  etc. , 

Q==  f  (tang  X  v/—  i  )•  +  etc.  ; 

effarant  Tunité  dans  les  deox  membres ,  et  divisant  toute 
réquation  par  n ,  il  viendra 

Ax  V/-^  1  +  'ï  r^  V^—  ^ ^*  +  «te-)  =P+nQ-4-etc.; 

et  comme  cette  identité  doit  subsister,  quelle  que  soit  la 
quantité  n  qui  y  conserve  son  indétermination ,  il  faudra  que 
les  termes  qui  contiennent  les  différentes  puissances  de  n ,  se 
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détruisent  d'eux-mêmes ,  ce  qui  la  réduira  d'abord  a 

Ax  |/—  1  =  P^ 
savoir ,  en  développant  les  puissances  de  tang  x  |/-»  i , 

Ax  |/—  1  =  (tang  X  —  ^  tang^x  +  f  tang^x  —  etc.  )  |/ — i 
+  \  tang*x  —  ^  tang^x  +  \  tang^x  —  etc. 
,   —  \  sin*  X  —  5  sin^  x  —  \  sin^  x  —  etc. 

Comme  on  peut  prendre  le  radical   ^ —  i  en  pins  ou  en 
'  moins  ,  il  est  visible  qu'en   le    prenant  successivement  sons 
ces  deux  signes^  et. soustrayant  les    deux  équations  Tune  de 
l'autre  ,  on  aura ,  après  la  division  par  aA  y/ — 1 1 , 

_  tang  X  —  ^  tang^x  +  z  ^^"g^^?  —  etc.  . 

ce  qui  donne  l'arc  développé  suivant  les  puissances  de  sa 
tangente.  Nous  reviendrons  bientôt  sur  cette  série  »  à  l'eiTet 
de  la  rendre  convergente ,  c'est-à-dire  y  propre  à  donner  la 
valeur  approchée  de  la  circonférence  en  parties  du  rayon. 

'  On  peut  encore  parvenir  directement  au  développement  (9)^ 
comme  on  va  le  voir. 

La  tangente  devant  être  négative  avec  l'arc ,  on  prouvera  , 
comme  on  Ta  fait  plus  haut  à  Tégard  du  sinus  ,  que  l'arc  pro- 
cède suivant  les  puissances  impaires  de  la  tangente.  Soit  donc 

X  =:  A  tang  x  +  B  tang'^x  +  C  tang^x  +  etc.  : 

on  aura  de  même 

y  ^=z  A  tang  y  +  B  tang*^  y  +  C  tang^  y  +  etc. , 

et  en  cl^ngeant  dans  la  première  identité  ,  x  en  x  —  y , 

oc  —  ^  =  A  tang  (x  —  y)  +  B  tang^  ( x —  y)  4-  etc.  ; 

•  mais  en  soustrayant  la  série  y  de  la  série  x  ^  on  a 

X  —  ^  =  (  tang  X  —  tang  y) 
X  [A  +  B  (tang^x  -f  tang  x  tang  y  +  tang^j)  +  etc.]  ; 
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donc 

A  tang  (x  —  j')  +  B  tang^  (^  —  J')  +  etc. 
=:(tangx — tangy)[A+B(tang'x+taûgxtangj^+tang^)+etc]. 

Or, 

tang  X  —  tang  j^  =  (  i  -|-  tang  x  tang  y  )  tang  (x  —  ^)  ; 

substituant  et  supprimant  le  facteur  tang  ( x  —  y) y  on  aura 

A  +  Btang*  (x— ^)4-Ctang^(x  — j')+etc. 
=  (  1  +tang  X  tang  j^)  [A  +  B  (  tang*x  +  tang  x  tang  y 

+  tang*^  )  +  etc.]. 

Posant  alors  j^  =  x,  cette  identité  deviendra 

A  z=  (  1  +  tang*x)  [  A+3B  tang»x+  5C tang*x 4*etc.  ]  ; 

ou  en  développant , 


A=A  +  5B 

+  A 

donc 


tang*x  -f-  5C 
+  3B 


tang+x+yl^ 
+  5C 


r6 


tang^x+etc.  ; 


A  =  A,    ^-fA=o,    5C+3B  =  o,    7D  +  5C  =  o, 
d'où 

■ 

B=  — ^A,      C=  +  ^A,      D=  — )A,       etc.; 

donc  enfin, 

a:  =  A  [  tang  x  —  ^  tang'x  •+•  \  tang^x  —  etc.]. 

Il  résulte  de  la  formule  (3) ,  (chap.  XVIII) ,  en  y  chan- 
geant X  en  xV/—  1  >  que  l'identité  (6)  trouvée  plus  haut  j 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

cos  X  +  <û^  ^  V —  ^  =  a*v^""* (lo). 

De  cette  formiie  on  déduit ,  en  prenant  le  radical  en  plus 
et  en  moins  |  ces  expressions  remarquables  de  sin  x  et  cos  x 
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en  exponentielles  imaginaires , 


8iDa:= 


,    cosj;= •••(il)* 

ai/ — i  a 

De  la  formule  (lo)  on  tire^  en  prenant    de  part  et  d*atttre 
les  logarithmes  népériens , 

/  (cos  a:  4"  »î°  ^  ï/""  *i  )  =  ^  V^—  1  .to 
=  /cosa:  +  ^(ï  4-  tangx.|/ —  i  ), 

ou  bien^  en  prenant  successivement  le  radical  en  plus  et  en 
moins  ^  et  soustrayant  une  équation  de  Vautre , 

X  =  f  X  —î—  X  /  (1+ »;°6-^iJ±li). . .  .(.a). 
la        aj/— 1  \i  — tangxv' — i/        >    ' 

Si  Ton  fait   h  =:  tang  x  v/ —  i  dans  le   développement  de 

li         >  )  trouvé  (chap.  XVIII),  on  retombera,  après  lei 

réductions  ,  sur  la  formule  (9}. 

1 1 1 .  n  nous  reste  à  prouver  que,  dans  les  expressions  de  sin  x 
et  cos  X  en  séries  ,  la  quantité  A  doit  être  égale  à  l'unité , 
démonstration  que  Lagranç^e  a  aiFranchie  de  la  coasidération 
des  infiniment  petits.  Il  est  rigoureusement  démontré,  par 
les  théorèmes  à* An  himède  ,  que  le  sinus  est  toujours  moindre 
que  Tare ,  tandis  que  la  tangente  est  toujours  plus  grande , 
au  moins  dans  le  premier  quart  de  cercle  {*)  :  ainsi  on  aura 

^               ^        sin  X  ^ 
sm  X  •<  X         et        >►  X  ; 

CQji  X 

mais  

cos  X  =  v/i  -^sin'x; 


n  lo.  (fig.8)  Af  «t  >  AM ,  iurce  qu'on  a  Tria.  ATC  :  scci.  ACM  ::  AT 
X  -  AC:  AM  X  i  AC  ::  AT  :  AM  ,«1  que  l'aiw  AT8  ost>  l'aire  ACM; 
a*.  MAPi  est  >  M^i  donc  AM  «t  >  MP. 
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donc 

sînx 


l/i  —  sin'x 
d*où  l'on  tire 


>xt 


m  a?  > 


Si  donc  on  prend  Tare  x  moindre  qn*un  droit  >  et  9^st% 
petit  pour  qne  Aj;  soit  moindre  que  l'unité ,  et  si  Ton  observe 
que  le  premier  terme  Ax  de  la  série  (7)  du  sinus  ^  est  plua 
grand  que  sin  x ,  tandis  que  la  somme  des  deux  premiess  est 
moindre  que  sin  x  ^  on  aura  nécessairement, 

1*.        sinx^Ax,    ,  et      > 


y'i-j-xx 
par  conséquent^ 

X  1 

Ax>— r==     et     A>    y — =g; 

V\i  +XX  y  1  -f-xx 

AV 

a*.        sin  X  ^  Ax  —  — »-      et      <  x  ; 

par  conséquent  > 

A V  A'x* 

Ax--^<«,      d'où     A~.^-g-<i; 

c'est'à-dire^  / 

Comme  ces  relations  doiyent  avoir  lieu ,  quelque  petit  que 
soit  X ,  il  résulte  de  la  première  qne  A  ne  peut  être  moindre 
que  Tunité  ;  car  s'il  était  possible  qne  A  fût  ^  1 ,  on  aurait 

—  >  1  :  or  la  condition  A  >  — r=i=  donne  -t-<  |/i+xx; 
A  J/i+xx  A 

et  quelque  petit  que  fût  Texcès  de.  -jr  sur  l'unité ,  il  serait 
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toujours  possible  de  prendre  Tare  x  tellement  petit  >  qu*on  eiîf 

K  i+xx^  -r ,  tandis  cjue  cette  quantité  doit  toujours  être  >  -r-' 

A  A 

Il  résulte  de  la  seconde  condition  que  A  ne  peut  être  plus 
grand  que  Tunité  ;  car  quelque  petit  que  fût  l'excès  de  A  sur 
l'unité ,  il  serait  toujours  possible  de  prendre  x  assez  petit 
pour  que  l'on  eût 

tandis  qu*aa  contraire  on  doit  toujours  avoir 

donc  puisque  la  yaleur  de  A  ne  peut  être  ni  moindre  ni  plas 
grande  que  l'unité  ,  on  aura  nécessairement  A  =  i  :  faisant 
cette  substitution  dans  les  séries  qui  expriment  sin  x  et  cos  x , 
on  aura  enfin , 

3cr      .         ar  '  x' 

smx=x  —  7—5  + 

X^        .  X*  X® 


i.a.S"*"  i.a.3.4.5      1. 2.34.5.6. 7 ■^"^^^••"^^^' 


i.a         i.a.3.4       i.a.;).4.5.6^  ^  ^'* 

développemens  rapportés  au  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité. 

Nous  ferons   remarquer  qu'à    cause    de   A  ==  1  ^  la  for- 
mule (6)  devient 

cos  X  +  sin  X  ^/—  1  =  1  +  X  j/ —  1  ^ —  (x  ^ —  1  )* 

+  ^(-^V'-0'  +  etc., 

c'est-à-dire ,  en  prenant  le  radical  avec  le  double  signe , 

cos  X  ih  sin  X  y/ —  1  =  e=^^v^~' (i5)  , 

comme  on  le  conclut  du  développement  connu  ^ 

e*=  1+X  +  —  +  etc.  , 

2 
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en  Y  changeant  x  en  zb  x  \/ —  1 ,  ensorte  que  la  formula 
(la)  deyient 

1        ,/i  +  tango:.  V/ — i\       ,    /> 
X  =  — ' /( — ■ 2 !L }.  ..(12'). 

aV' — 1    \i  —  tangx-V/ — 1/ 

Reprenons  les  deux  propriétés  (i&)  qui  reviennent  à 

cos  X  -+■  sin  X .  y'—  1  =  c*K"* , 
cos  X  —  sin  x.y'—  1  =  e""*K""*, 

en  les  dîvbant  Tune  par  l'autre,  puis  les  ajoutant,  et  sous- 
trayant la  seconde  de  la  première,  on  trouve 

^^_, cosx4^inxt/ — 1  i+tangxy/ — i 

^  cosx — sinxy/ — 1        1 — tangxi/ — 1 

8mx= ■} > (ib); 

cosx= 

I 

La  division  des  deux  dernières  donne 

lia.  Comme  on  n*a  besoin  que  des  sinus  et  cosinus  des 
arcs  de  la  moitié  du  quadrant  (  Trig.  ) ,  la  valeur  de  x  ne  • 

surpassera  jamais  -p  =i  0,78539  8  etc. ,  ît  étant  la  demi-cir- 

4 

conférence  (Géom.)  :  ainsi  les  termes  des  séries  sin  x,  cos  x, 
décroîtront  très-rapidement;  mais  avant  d*aborder  le  calcul 
des  sinus,  ou  de  passer  à  l'évaluation  des  sinus  en  parties 
du  rayon,  nous  donnerons  celle  de  sr  ,  en  supposant  le  rayon 
égal  à  Tunité. 

Reprenons,  à  cet  effet,  la  série  (g),   qui,  à  cause  de 

37 
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A  =  1  ^  devient 


1  1        K        ï    ' 

a:=tangx— stang'x  +  rtang^x tang^'x  +  etc..  ..(i8) 


ir 


et  faisons  x  =  -  ;  nous  aurons 

4 

parce  que  tang  -  =  i. 

4 

Mais  cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  employée 
avec  succès.  Nous  la  remplacerons  d*abord  par  deux  autres 
plus  convergentes ,  dues  à  Euler.  A  cet  effet ,  nous  repren- 
drons la  formule  connue 

tang(a  +  &)^-*"T"^'rV 
°  i  —  tang  a  tang  b 

• 

Soit  a  +  ^  =  7  •  îl  s'agit  de  déterminer  les    deux  arcs  a 

4 

et  b  au  moyen  de  leurs  tangentes  :  nous  aurons,  dans  l'hy- 
pothèse présente  , 

tanga-f-tang  b 

1  —  tang  a  tang  b 

cette  équation  à  deux  inconnues  donnera  tang  a  au  moyen 
de  tang  b  ,  et  réciproquement.  Soit 


1 

tang  û  =  -  , 


on  aura 


d'où 


-  +  tang  b  =  i 2-  , 

n —  1 


tang  b  == 


n+  X 
Or  la  supposition  la  plus  favorable  pour  la  convergence  des 
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séries  propries  à  donnep  a  et  fr  au  moyen  de  leurs  tangentes , 
est  celle  de  n  =  a  qui  donne 

tang  a  =  i ,      tang  b  z=i  i. 

Si  donc  on  remplace  ,  dans  la  série  (18)  ^  d'abord^  x  par  a , 
et  tang  x  par  ^  ;  et ,  en  second  lieu^  x  par  b ,  et  tang  x  par  3- , 
puis  qu*on  ajoute  ,  on  trouvera 

+i-jG)'+5a)-F,a)'+- 

A*  cette  série  nous  allons   en   substituer  tine  antre  beau-^  ' 
'  coup  plus  convergente ,  due  à  M.  Bertrand  de  Genève. 

Soit^  à  cet  effets  la  formule  connue 

a  tans  a 

tang  aa  = ^  °^    :   ♦ 

'^  i  —  tang*  a 

1 

prenant  tang  a  =  p ,  on  trouve 

5 
tang  aa  =  —  , 

et  conséquemment  flâ  <  Bo*;  puisque  tang  5o^  =  1 .  D  aprè** 
cette  valeur  de  tang  aa  >  on  aura 

,             a  tang  aa          1 20 
tang  Aa  = ^;   v  .  ::^  

1 — tang*aa        xig 
d'où  l'on  conclut  ^a  >  5o**  :  soient 

4a  =  A,       5o«  =  B,      A  —  B  =  i, 
d'où 

5o«  =  A  —  (  A—  B  )=  4a  —  i  ; 

1 

on  connaît  déjà  la  valeur  numérique  de  tang  A  ou  de  tang  4o,  et 

27.. 


-:  OU 
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on  cherchera  celle  de  tang  (A — B),  qui  est  (Trîg.) 

^  *        T%  N         tang  A  —  tang  B  i  ^         » 

tang  (A  —  B)  =  — r^ T  ^       ri  =  -5-  =  **°S  *• 

°  '        1 4-  tang  A  tang  B        aSg  ° 

Maintenant^   si    dans    le  développement    (18),    on   rem* 
place  ,  1^.  X  par  a  ,  et  tang  x  par  ^\  o!*.  x  par  fr  ^  et  tang  x 

par  ^>  ®^aura 

40=4  (5-  3^3  +  535-  ^  +  ^''•) 

et  conséquemment , 

série  très-conyergente^  et  de  laquelle  on  conclura  ^  en  calculant 
un  très-petit  nombre  des  premiers  termes , 

jT  =  arc  aoo«^  =  3,i4i59  aS535  89793  etc.  , 

et  de  là  on  déduit  les  autres  arcs  en  parties  du  rayon. 

11 3.  Que  R'  désigne  un  arc  égal  au  rayon,  on  trouverait 
valeur  de  R'  en  centigrades  ou  minutes  décimales^  par  la 
proportion 

1  :  R'  ::  ?r  :  120000', 

d'où 

R'  =  i££££,       et      log  R'  =  3,8o388  01  etc. 

Que  R''  désigne  la  valeur  en  secondes  décimales  de  Tare  ég^ 
au  rayon,  et  on  aura 

_-        2000000"  -,  ,       -      _,,        _  _  _,^^ 

R"  = ,      d*où      log  R"  =  5,8o388  01  etc. 


( 
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Ainsi  un  arc  qneîconque  donné  en  parties  du  rayon  =  i  > 
sera  exprimé  en  secondes  décimales  ^  en  le  multipliant  par 
R"  ;  et  un  arc  donne  en  secondes  ,  sera  converti  en  parties 
du  rayon ,  en  le  divisant  par  R".  Si  l'on  employait  Tancienn» 
division  du  cercle ,  on  aurait 

R"  =  aoea64%8  etc.  ,      d où      log  R"  =  5,3i44a  5l  etc. 


Il  est  remarquable  que  R"  =  -r — y ,  du  moins   à  très-peu 

près.  Pour  s'en  convaincre  ^  il'sufHt  de  remarquer  que  sîn  i" 
pouvant  être  pris  pour  l'arc  même-^  on  a  sensiblement 

' Tt  = //  =  ^^  >       doEip     R*  =  -: — -3. 


sm  1  arc  1  sm  1 

II 4-  Donnons  un  exemple  de  l'évaluation  du  sinus  d'un  are 
en  parties  du  rayon ,  et  proposons-nous  de  calculer  le  sinus  de 

-^ ,  qu'on  sait  être  égal  à  la  moitié  du  rayon.  A  cet  efffit , 

reprenons  la  série  du  sinus 


ïaquelle  est  encore  convergente  pour  a;  zs=  1  ,  c'est-à-dire 
pour  l'arc  égal  au  rayon  :  or  la  demi-circonférence  9r  étant 
=  3>i4iBg  aS535  89793  a^^  etc.  pour  le  rayon  1  ^  on  a  la 
proportion 

3^14159,  etc.  :  ir  on  aoo®  ::  1  :  of  =  53®,   GGi977a37,  etc.  : 

on  pourra  donc  ^  au  moyen  de  la  série  précédente  ^  calculer  en 
parties  du  rayon  égal  à  l'unité  ,  les  sinus  des  arcs  depuis  o® 
jusqu'à  63^66^  dans  la  circonférence  divisée  en  400  parties. 

Pour  faciliter  l'évaluation  numérique  des  sinus ,  nous  po*> 
serons 

:»inx=:A  —  B  +  C  —  D+E~F  +  etc... .  .(20)  ,. 
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et  le  rapprochement  des  dévèloppemens  (ig)  et  (ao)  donncts 

A  =  x,      B  =  A«iA,      C  =  A«^B. 
D  =  A»:fîC,      E  =  A»tVD,    etc. 

Il  sufTira  donc  de  calculer  x*  ou  A*  qui  sera  un  facfeiir 
constant  dans  les  termes  successifs  :  mais  d*abord  il  convient 
de  reconnaître  la  loi  des  dénominateurs  6  ^  20  ,  4^  ,  73  >  etc.  : 
à  cet  effet,  qu'on  les  écrive  verticalement,  et  qu'on  en  prenne 
sur  le  fait  les  différences  >  puis  les  différences  entre  ces  diffé- 
rences ,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  tableau  ci-dessous , 


Nombres. 

DilF.  i"'i 

Diff.2»". 

6 

14 

20 

sa 

8 

42 

8 

3o 

72 

38 

8 

110 

46 

8 

i5G 

■ 

54 

8 

210 

etc. 

etc. 

etc. 

et  Von  s'assurera  que  ces  dénominateurs  jouissent  de  la  pro- 
priété de  donner  des  différences  secondes  constantes  ,  ensort© 
que  par  des  additions^  on  pourra  prolonger  indéfiniment  la 
colonne  de  ces  diviseurs.  En  ajoutant,  par  exemple,  8  à  54  , 
on  obtient  62',  différence  première  qui,  ajoutée  à  210,  donne 
272  ,  diviseur  qui  suit  immédiatement  210. 

Qu'il  s'agisse  maintenant  d'avoir  ,  avec  neuf  décimales 
exactes  ,  le  sinus  de  ^  5r ,  qu'on  sait  être  =  i  rayon  :  on 
prendra  Tare  ^  ît  avec  dix  décimales ,  et  on  en  formera  le 
quarré  ,  en  faisant  la  multiplication  sjous  la  condition  (Arith.) 
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de  ne  retenir  que   dix  décimales  dans  chacnn  des  produits, 
partiels  >  ainsi  qu  il  suit  : 

|îr  =  0,523598775s 
0,623598775$ 

0,261799387s 

10471975s 

16707963 

2617994 

461239 

41888 

3665 

367 

26 


^^=  0,2741556778,,, 
ensuite  les  multiples  de  (^  wy  qui  sont 

i.QwY  =s  0,2741556778 
2.(èir)*  =  o,5483îi3556 
3.(iir)*  =  0,8224670334 
4-(ïï«-)*  =-1,0966227112 
S.Q^y  =  1,3707788890 
6.(i*)*  =  1,6449340668 
7'(k^y  =  ï>9i9o897446 
8.(1»)^  =  2,1932454224 
S-Ci»-)*  =  2,4674011002* 

An  moyen  dé  cette  table  auxiliaire ,  on  conclura  aisément 
les  termes  successifs  A,  B  ,  C ,  D ,  £ ,  etc. ,  qui  seront 


A  =  0,5235987756 
C  =  0,0003279532 
£  =  0,0000000082 

+  0,5239267370  I  —  0,01139267369 


—  B  =  0,023924596a 

—  D  =  0,0000021407 
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ensorte  qu'après  la  soustraction,  on  trouve 

sin  ^  ^  =  o,5ooooooooi. 

11 5.  Passons  aux  séries   qui    expriment  la  tangente  et  la 

cotangente   d*un  arc  suivant  les  puissances  de  cet  arc. 

sin  ce 
On  sait  que  tang  x  = pour  un  rayon  égal  à  Funité  ; 

coso;  ^         t7  . 

et  comme  le  premier  terme  du  quotient  de  la  série  du  sinus  ^ 
divisée  par  celle  du  cosinus  >  est  Tare  x  y  on  pourra  poser 

tang  X  :^=  X  +  Ax*  -f-  Bx''  +  Cx*  +  etc.  ; 

d*ailleurs  lorsque  l'arc  x  devient — x ,  tang  x  devient  —  tang  x  ; 
d*où  Ton  conclut ,  comme  plus  haut  a  Tégard  de  la  série 
du  sinus,  que  la  série  de  la  tangente  ne  doit  contenir  que 
les  puissances  impaires  de  Tare  :  ainsi  en  désignant  par  a ,  6 , 
c ,  etc.  les  coelRciens  numériques  de  la  série  du  sinus ,  et 
par  « ,  ^ ,  y  y  etc.  ceux  de  la  série  du  cosinus  ,  on  a  Tideatité 

iA«^iii^ir-7i     -  X— flx'+ix^— cx'-f-etc. 

^  ^  1— i6X"+C:x^ — yx^-f  etc.  * 

faisant  disparaître  le  dénominateur ,  puis  comparant  les  coeili- 
ciens  des  mêmes  puissances  de  x ,  on  est  conduit  à  ce  dév&« 
loppement , 


X 


3 


9.x^  lyx^  63X9 


tangx  =  x  +  -+  ^-+  -^^^+- 


0.5    '    3'\5.7    '    3^  5.7.9 

'^3^5^7.9.ll  "^  33. 5^7. 9.11.13 

,  o2q5Gqx*^  ,  ,     . 

3^.5*.7''.9.ii.i3.i5 

La  cotangente  étant  =  -^-  ,  on  posera 

-  +  Ax+  Bx^+Cx^+  etc.  = '.  ,    .    / ; 

X   '  '  '  X— ax^+Ax'— cx'+etc.  * 
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d'où  résultera 

# 

1         X         a?  f^  X^  3X9 

cotangj;  —  -— g— g^  — g3-^—  g,  ^.^      3^.5.7.11 

i58ax"  4^^^^  .         .    . 

où  Ton  peut  supposer 


et  alors 


-  —  cotang  X  =5  2  > 


X   ,     x^     ,       ax^      ,      ^ 


connaissant  le  nombre  z  et  le  quotient  -  ^  on  a  la    valeur 

X 

numérique  de  cotang  x.  On  remarquera  que  la  série  cotang  j; , 
contient  un  terme  de  puissance  négative  de  x ,  ce  qui  doit 
arriver  ici^  puis^*à  un  arc  uul  répond^  en  effet  ^  une  cotan* 
gcute  infinie, 

116.  Il  nous  reste  à  résoudre  cette  question  :  Un  arc  étant 
donné ,  trouver  le  logarithme  du  s\nus  ,  du  cosinus  et  de  la 
tangente  de  cet  arc;  question  dont  la  solution  suppose  la 
différentiation  du  logarithme  du  sinus ,  du  cosinus  et  de  la 
tangente  (Cale.  diff.  ). 

On  a 

,  ,,       .      ^       rf.(sînx)      Ac.cosx  j 

a.(locsmx)  = ^: '= : =  dx.cotx 

°  smx  smx 

intégrant  et  introduisant  le  module 

M  z=  0^434^9  44^19  etc.  4 
on  trouve 


x«  .  X»*» 


4aS  ANALYSE 

^_ 
7-9 

'*"3*.5^6.7*.9*.ii.i3'*"3».5-.7*.9Mi.i3 

+ ^^^^""    ,    ,       +etc,1 (.3). 

^5^5^7*.9^ll.l3.l5.^6.l7^       J 

On  a  de  même  , 

f/i  N        rf(co9x)  ctr.sinx_       ^^  ^.^„„  ^ 

^    **  '  fin  X  cos  X 

rx^     2ix^         "n 


•_a' 


et  en  mtegrant , 

iog  cos  X  =  -  M  [_- 4- g;^  +  57^  +  ^7^X9 

5ix"  69  ij"         ,  1 09agx'< 

5'.7.9»"''5v6'.7.9Vu'*"3.5».7'.9*.ii.i3 

_L  .qa9569x" ,         -|  ,   . 

+  3.5".7'.9Mi.i3.i5. i6  ^  ^^^'J ^^'^'^ 

Enfin  comme 

log  tang  X  =  log  sin  x  —  log  cos  x , 

il  suffit  de  prendre  la  difTérence  entre  les  deux  séries  qu'on 
vient  de  trouver.  La  série  du  cosinus  est  la  seule  qui  n*exig;e 
pas  le  logarithme  de  Tare.  Mais ,  en  général  ,  la  voie  la  plus 
courte  pour  former  des  tables  de  logarithmes  sinus ,  e^t  de 
calculer  les  sinus  naturels  ,  c'est-à-dire ,  les  sinus  en  parties 
du  rayon  ,  puis  d'enfonner  les  logarithmes  par  les  séries  données 
dans  le  chapitre  précédent. 
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1 17.  On  connaît  la  séri^ 

M  désignant  lé  module 

M  =  0,434^9  44s  19  oSsBi  827G5  11089  ^^^'^ 

mais  à  un  arc  x  trèa-petit ,  on  peut ,  ainsi  que  nous  Tavons 
prouvé^  substituer  son  sinus  :  donc,  dans  cette  hypothèse  ^ 

1  —  XX  =  1  —  8in*x  =  cos'o:; 
conséquemment ,  après  la  division  par  â  « 
Iogco8x= — M[îsin*x+isin*x+f  sin^x+ctc.] (aB)  \ 

série  trouvée  par  M.  Delambre ,  et  qui  donne  les  logarithmes 
des  cosinus  des  petits  ares  >  ou  ceux  des  sinus  des  arcs  voisina 
de  100  degrés. 

La  formule  connue 

sin({x+lx)  =:  asin^xcos^x, 

d  ou  sm  i  X  = ; —  , 

2  cos  s*  X 

donne  les  logarithmes  des  sinus  des  arcs  au-dessous  de  5c% 
lorsqu*on  connaît  ceux  des  sinus  des  arcs  compris  entre  5û''  et 
1 00''  :  il  suffit  donc  de  calculer  ces  logarithmes.  M.  Delambre 
propose ,  à  cet  effet ,  la  série 

log  sin  (  X  +  a  )  =  log  sin  x 

y  M  f  r»"^  (J^4"g)  "*  sin  x"l  1  psin  (  x  +  Q  )  —  s\n  x1^ 
"^         lLsin(x+a)  +  sînxJ       3Lsin(x4-a)  +  sinxj 

,    iPsinCx+û)  —  sînx"T*)     ,  ,  ^. 

o  Lsin  (x+a)4-sinx  J  J     *  v    -^^ 

qui  se  déduit  du  développement  connu 
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«a  y  Eùsant 

n  =  5izLX^  ii-J-a:=sîn(j:-f-a)>    d'où     x=sin(x-|-a)— sînx. 

Pour  x=5o®  et  a=  i%  le  log  sîn  5i**  sera  donné  par  une 
série  très-convergente  :  elle  le  sera  d'autant  plus  que  Tare  sen 
plus  voisin  de  100%  parce  que  la  différence  sin  (x+a) — ^^^^ 
va  toujours  en  décrobsant ,  ce  dont  il  est  facile  de  s*assurer , 
tandis  qu'au  contraire  le  dénominateur  sin(x-f~fl)'4"sûix 
va  toujours  en  augmentant. 

On  à  cette  suite  de  tranaformationà 

«inÇx-f-a)  —  sin  x        tang^  (x+û*— ^)  tangua 

sin  (x+a)  +  sin  X       tang5(x+a+x)         tang(x  +  îa) 

=  tang  i  a  cot  (x  4.  i  a)  ^ 

sin  Tx  "^  CL^  ^"*  sin  x 

en  observant  que    .    ^     ;     x -: — est  la  différence  de  de«x 

sm  (x  +  a) -f- sin  X 

sinus  ,  divisée  par  la  somme  des  mêmes  sinus ,  rapport  qui  est 
celui  de  la  tangente  de  la  demi-différence  des  arcsj^  i  la  tangent» 
delà  demi- somme  des  mêmes  arcs.  Si  l'on  fait  cette  substitution 
dans(a6}^on  obtiendra  cet  autre  développement  de  logsin(x4^)i 
savoir , 

log  8În.(  x^  a  )  =  log  sin  x 

+  2MQang^cot(x-f.'?)  +  i(tang^)  cot^(x  +  ^ 

+  i  (^a°gf)  ^°^(^  +  ^)  +  ^^^n (^')' 

Plus  on  approche  de  Tare  de  100°,  plus  les  termes  de  cette 
série  deviennent  petits ,  et  plus  elle  est  convergente. 

118.  La  formule  qui  donne  le  développement  du  sinus 
suivant  Tare ,  étant  plus  propre  à  calculer  ou  à  vérifier 
un  sinus  en  particulier,  qu'à  construire  des  tables,  nous  pen- 
sons qu'on  ne  sera  pas  fâché  de  trouver  ici  un  aperçu  da 
moyens  employés  an  bureau  du  Cadastre,  pour  obtenir  les  sinus 
et  tangentes  naturels  ,  avec  une  approximation  qui  dépasse  tous 
les  besoins. 

Considérons  une  suite  d'angles  en  progression  par  différences. 
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gales  ;  li  l'on  représente  9  sin  i  a  par  p,  on  aura  cette  série  de 
ijius  et  de  diiTérences  successives  : 


CB            0»            CB           CD 

e*      ^*»      h*»      ^*» 

5      0      5      0 

?  +  +  + 

en 

B- 

g 

• 

-n     ^      ti 

«      2     S 

ses 
s  ir  1?  1? 
"  +  +  + 

|»|Cll       »l»        wl^ 

C        Q        Q 

%2/    w    >!z/ 

A 
m 

Pu 
co 

• 

1    1    1 

"tï     -a     "Çï 

10         »          m 

A       S-      Î2.      î£. 

S.     5      p      0 

4  t  + 

Ift        Q        0 
0     C/     C/ 

b9 

B 

A 

s 

• 

1   4 

«     8     8 
+   + 

09 
9 
f 

i 

0 

• 

+  + 

0»           CB 

S     B*    B' 

+  + 
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Dans  la  colonne  intitulée  premières  différences  »  se  trotitent 
les  différences  entre  chaque  sinus  et  celui  ^i  est  immédiate- 
ment au-dessus  :  la  colonne  des  deuxièmes  différences  est  don^ 
née  par  une  première  différence  moins  que  celle  qui  est  au- 
dessus  :  les  différences  troisièmes  résultent  de  la  m^me  ma- 
nière de  deux  différences  secondes  consécutives  ,  et  ainsi  de 
suite.  . 

Ayant  donc  un  premier  sinus  ^  sin  a;  ^  par  exemple ,  et  seule- 
ment le  premier  terme  de  chacune  des  colonnes  de  différences , 
on  peut  prolonger  toutes  ces  colonnes  par  des  additions  ^  et  coih 
tinuer  aussi  celle  des  sinus. 

Il  resuite  de  la  loi  de  dérivation  des  différences  successives  » 
le  tableau  suivant  : 

sîn  (x+a  )  =  +  sina: +p  cos(a:H-ïa) 

p cos (x+  la)  =  — p  cos (a:+  ia)  —  p*sin {x  +ia) 

— p*sin(x+ fla )=—/?' sin(x+  là)  —  /r'cos(x+^a)(  "^  '* 

— p^cos  {x+ 1  a)  =  — p^cos  (x+ 1  a)  -f-  p*  sin  (x+  na  ). 

etc. 


/»  •  • 


(C), 


Maintenant ,  pour  abréger  ,  posons 

p   cos  (x  -|-  ^  a  )  =  A'  sin  X  ^ 

—  p*  sin  (x  +  la)  =  A'  sin  x  ( 

—  p^  cos  (x  +|a)  =  A^  sin  x  l 
p^  sin  (x  +  laa)  =  A^  sin  x  J 

etc. 

les  notations  A*,  A%  A*^,  etc.  écrites  en  avant  de  sin  x,  devant 
rappeler  les  différences  successives  relatives  à  sin  x,  et  les 
relations  (B)  deviendront 

sin      (x  +  a    )  =        sin  x  +  A*  sin  x'j 
p    cos  (x  +|a)  =  A*  sin  x  +  A*  sin  x/ 

—  p^  sin  (x'  4"  ^^  )  =^  ^*  sin  x  +  A^  sin  x> G^)» 

—  p^  cos  (x  +  J  a)  =  A'^  su\  X  +  A+  sin  xl 
p*  sin  (x  +  5a)  =  A+  sin  x  +  A-"  sin  xJ 

etc. 
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Enfin  ,  si  Ton  multiplie  chaque  membre  des  équations  du 
tableau  (D)  par  — p*,  et  qu'en  place  des  produits  des  premiers 
membres  par  ce  facteur ,  on  écrive  leurs  valeurs  prises  dans  le 
tableau  (C) ,  on  aura  le  suivant  : 

A*  sin  X  ^s=  —  p*  (       sin  x  +  A*  sin  a?)" 

wl^  sin  a:  =  —  />■  (A*  sin  a:  +  A*  sin  a?).  ^~. 

A^  sin  X  =  — >  p*  (A*  sin  a:  +  A^  sin  or)' 

A^  sin  or  =  —  p*  (A^  sin  a:  4*  ^^  ^i^  ^)- 

etc. 

auquel  il  faut  joindre  cette  valeur  de  la  différence  première  i 

A'  sin  X  =  sin  a  cos  x  —  |  p*  sin  x. 

Du  tableau  (E) ,  on  déduit  cette  formule  générale , 

A"  sin  X  =  —  p*  (A""^  sin  x  +  ^"^*  sin  x)  ; 

et  on  remarque  que  ^  pour  un  autre  sinus  de  départ ,  on  est 
obligé  de  calculer  de  nouveau  une  suite  de  différence^  rela* 
tives  à  ce  sinus  :  c'est  ce  qui  a  déterminé  M.  Legendre  à 
rechercher  une  formule  qui  fasse  dépendre  les  différences  suc- 
cessives du  sinus  de  tout  arc  ,  de  celles  des  sinu^  de  deux  arcs 
fixes  qui  sont  zéro  et  le  quart  de  la  circonférence.  A  cet  effet , 
qu'on  se  reporte  au  tableau  (C)  >  et  on  aura ,  par  le  développe- 
ment des  premiers  membres  ^  celui  qui  suit  : 

A*  sin  X  =  -J- p  cos  xcos  {  c—  p  sin  x  sin  i  a' 
A*sin  X  =  —  p"  cos  X  sin  la  — p*  sin  x  cos  i  a. 

A^sin  X  =  —  p*  cos  X  cos  j  a  +P^  sin  x  sin  -J  a> (^* 

A^sin  X  =  +p^  cos  X  sin  aa  -|-p*sinx  cos  ua 
A^sin  X  =  +p^  cosxcos|a — p^sinxsin  Ja 

etc. 

Si  Ton  représente  le  quart  de  la  circonférence  par  i ,  et 
qu'on  fasse  les  hypothèses 

X  s=:  O  ^        X  =   1   j 


\ 
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le  tableaa  (F)  donnera 


o:  =  O 

X  —   1 

• 
A*sm  o  =  +  P  cos  J-a 

A'sin  1  —  —  p  sin  y  a 

A*8in  o  =  —  p*  sin  la 

A*sin  1  =  —  p»  cos  la 

- 

A^sin  o  =  —  p^  cos  1  a 

A'sin  1  =  +  p'  sin  î  a 

A^sin  o  =  +  p*  sin  aa 

A^sin  1  =  +  P*  cos  aa 

A^sin  o  =  +  p**  cos  l-a 

A^sin  1  =  —  p^  sin  1  a 

etc. 

etc. 

1 

(G). 


Les  valeurs  des  différences  d*unméme  ordre  qui  se  rapportent 
à  sin  o  et  à  sin  1  ^  daus  le  tableau  précédent ,  étant  les  cœffi^ 
ciens  de  sin  x  et  cos  x  dans  les  différences  successiyes'  (F), 
on  pourra  en  faire  les  substitutions  qui  donneront  ces  nouyelles 
expressions  des  différences  consécutives  de  sin  x , 

ù}  sin  X  =  cos  x.A*  sin  o  +  sin  x.A*  sin  l  , 
A*  sin  X  =  cos  x.A*  ^in  o  -)-  sin  x.A'  sin  i  , 
A'  sin  X  =  cos  x.A'  sin  o  +  sin  x.A^  sin  i  , 

etc.  ; 

d'où  résulte  ce  terme  général   des  différences , 

A"  sin  X  =  cos  x .  A"  sin  o  +  sin  x .  A*  sin  i , 
qui  est  la  formule  annoncée. 

Or,  pourx  =  o  et  a  =  o^cooi  =  i',  on  a 

A»  sin  o  =  sin  o,oooi  ; 


et  pour  X  =  1 ,  a  =  o,oooi  ,  on  a 

A'sin  i=«— —  =;  — a  sin*  ra  =  cosa—  i  = 


cos  0,0001  —  1. 
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Ces  deux  premières  differenceif  calculées ,  les  antres  en  ré- 
snltent  d'après  le  tableau  (  £  )  >  en  faisant  dans  les  formules 
qu'il  contient  y  x=o,  puis  x=z  i  :  il  reste  donc  à  multipliier 
par  cos  X  la  différence  relative  au  sin  o  ^  et  par  siii  x  celle 
de  m^me  ordre ,  qui  se  rapporte  à  sin  i  ,  et  à  faire  la  somme 
de  ces  deux  produits. 

Les  élémens  à  calculer  sont  donc 

A'5ino=  .   sin  0,000 i=ro,ocx)i  5  707jG3ao33  52556  52 i38,etc. 
A'sih  1=1— cos  0,0001=0,000000012337005475994747502,  etc. 
/>* = 2  (  1 — cos  0,000 1 ,  etc.)  i-=o,ooooo  00246740 1  o  95 1 989495o^etc« 

Si  Ton  évalue  les  différences  successives  de  sin  o,  sin  1 ,  c*est« 

à-dire , 

A^  arec  25  décimales, 

A* 26 

a' 28 

A^ ag 

a5 3o 

A^ 32 

A' 33 

A» 34 

A9 35 

puis  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  de  départ ,  par  exemple , 
de  0,01  du  quart  de  circonférence  avec  21  décimales  exactes  j 
et  qu'on  déduise  de  ces  élémens  >  d'après  la  formule 

A"  sin  X  =  cos  x,A^  sin  o  +  sin  x.A*  sin  1 , 

les  différences  A'  sin  x ,  A*  sin  x A9  sin  x,  on  aura  par 

de  simples  additions  et  soustractions  de  ces  différences ,  indi- 
quées par  le  tableau  (A),  les  sinus  de  0,01  à  0,02,  de  dix  en 
dix-millièmes  avec  21  décimales  exactes.  Arrivé  à  0,02 ,  on  en 
calculera  le  sinus  et  le  cosinus ,  à  priori ,  puis  les  neuf  diffé- 
rences correspondantes ,  et  on  interpolera  de  la  même  manière 
les  cent  sinus  de  0,02  à  o,o3 ,  et  ainsi  de  suite. 

28 
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Pour  les  tangentes ,  les  différences  ne  se  présentent  pas  sotis 
une  forme  aussi  commode  ;  mais  comme  ces  lignes  se  déduisent 
facilement  des  sinus  et  cosinus ,  an  moins  dans  la  digression 
de  o  à  0^5  y  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut^  il  sera  inutile 
de  recourir  à  d'autres  formules. 

119.  C'est  par  ces  procédés,  et  d'autres  qui  leur  sont  ana* 
logues ,  mais  qui  ne  peuvent  trouver  place  ici  »  qu'ont  été  cal« 
culées  dans  les  bureaux  de  l'ancien  cadastre  >  les  grandes  tables 
des  sinus  et  tangentes  naturels  avec  da  décimales  exactes  ^  ainsi 
que  les  logarithmes  des  nombres ,  travail  dont  j'ai  consigné 
l'annonce  dans  le  dbcours  préliminaire  qui  accompagne  ceUei 
de  Callet,  Dans  le  rapport  fait  à  l'Institut  ^  MM.  Lagrange, 
Laplace  et  Dèlambre  disent  de  ces  tables^  quelles  sont  le 
monument  de  calcul  le  plus  vaste  et  le  plus  imposant  qui  ait 
jamais  été  exécuté  ou  mêrhe  conçu.  Un  des  grands  avantages 
de  l'emploi  de  ces  méthodes  »  était  de  pouvoir  mettre  en  oeuvre 
à  la  fois  un  nombre  indé&ni  de  calculateurs^  de  la  plupart 
desquels  on  ne  pouvait  attendre  d'autres  connaissances  que 
celle  de  l'addition  et  de  la  soustraction.  L'impression  de  ce 
grand  travail  a  été  suspendue  par  différentes  raisons;  mais» 
ajoutent  les  géomètres  chargés  de  ce  rapport,  a  espérons  que, 
dans  des  temps  de  paix  et  de  bonheur,  un  gouvernement, 
ami  des  sciences  et  des  arts ,  ordonnera  l'achèvement  d'ua 
ouvrage  qui  doit  être  désiré  de  tous  ceux  qui  cultivent  les 
sciences  mathématiques,  rt  Un  tel  vœu  émis  par  les  premier» 
géomètres  ,  est  pour  moi  une  raison  de  plus  de  me  féliciter 
d'avoir  coopéré  à  ce  grand  œuvre  dont  la  publication  serait 
pour  tous  les  collaborateurs,  l'indemnité  la  plus  flatteuse  et  la 
plus  réelle  de  leurs  travaux.  Nous  recommanderons  la  lecture 
des  diiicours  qui  se  trouvent  en  tête  des  tables  de  Callet  et 
de  celles  de  Borda  ,  revues  ,  augmentées  et  publiées  par 
M.  Dèlambre  ,  et  particulièrement  les  chapitres  VI  et  Vil  de 
la  Trigonométrie  de  Cagnoli, 

120.  Si  dans  le  développement  de    e'»  on  fait  succès»- 
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vement 

X  'sz  ù  y'a        et        a;  =  —  a  j/a  ; 

on  trouvera 

si  l'on  applique  âu  développement  en  fraction  continue  da 
facteur  de  2a  ,  la  méthode  donnée  (chap.  III  )^  on  aura 

«  =  1 ,  a  •=  aa,  a   =  -=-  ,       a    :=::z  ^ 


3    ' 5.9* 

i_i,      ft  =g«.      *  =33'    *^-5:7i' 

'^^S"'      ''=33'=''       *  =  3X7'»''      ***'•• 
ensorte  que 


«ï  X  ' ; 


V/fl  = 


'         7^+4 


4     '    4 

3  s"*    ,        1 


33^         575^      ,       1 ^ 

w-p —  û  5-"E —  û*  +  etc. 

3,5.7  3.5-7     ^ 

Qu*on'  fasse  4^  ==  —  x* ,  et  le  premier,  membre  deyiendr» 
(^lu,  form.  17) 

e*^""  —  éT^v^"*      xJ/— 1  — X  tang  x  ^ 

on  aura  donc  ,  après  atoir  changé  les  signes ,  divisé  par  x  et 

218.. 
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mulriplié  par  a ,' 

tangxc= ' 


1+  ' 


'  +  ' 


3        ""3 


375 


1 

3.5  , 

1 

x^     ' 

JP* 

»     #-  rp    f ■■  etc. 

3.5.7  3.5.7 


3-- 


5  — — 


7     .g_etc (a8), 

Iransformation  à  laquelle  M.  Legendrè  est  parvena  par  un 
procédé  bien  différent  (Géom. ,  note  lY)  ,  et  qui  est  le  déve- 
loppement annoncé  (chap.  III). 

121.  Les  formules  (16) 

SmX=  r ,  C08X=  ! , 

a  v/ —  1  a  ' 

en  changeant  a:  en  a;  ]/ —  1 ,  deviennent 


sin^v/— 1^    at/— 1    ^       cosxv/— 1= 31 ...(29); 

ensorte  que  la  propriété 

sin  ax  :=  2  sin  x  cos  x  ^ 

* 

qui  suppose  cette  formule  fondamentale 

'  sin  (  a  +  ^  )  =  sin  a  cos  i  +  sin  t  cos  a 

a  lieu  pour  un  arc  imaginaire  tel  que  x  \/—  1    :  en  effet , 
d'après  les  formules  précédentes^  on  a 
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sin  (ax  ^ —  0  = 


e-«»  — e-*^» 


asîn(xl/ — i)Xcos(xV/ — 1)  = 


p-ax g+a* 


av/— i     ' 
on  a  donc  au^i 

sin  [(x+J^)  V'—  1]  =  sin  (jc  ^Z —  1)  cos  {^y  V^—  1) 

+  sin  {^y  V/-^  0  cos  (x  y/ —  1)  ^ 

extension  du  théorème  connu  à  des  arcs  imaginaires. 

Si  on  élève  au  carré  les  deux  membres  des  formules  (39)  y, 
on  trouvera ,  après  les  réductions  > 

[sin  (x  V"—  1  )]» 4.  [cos.(x  V'—  1  )3*  =  I . 

laa.  Si  dans  la  formule  (la'),  savoir, 

^_         1        ^/i  +  y/— i-tangxX 
a  v/ —  1     \i  —  V/ —  i  .tang  x/  ' 

«n  fait  X  =  -  ,  X  désignant  toujours  la  demi-cîrconférenoe  y 
on  aura  tang  x  =  00  ,  et 

résultat  singulier  qui  nous  conduit  naturellement  à  parler  des 
logarithmes  des  nombres  négatifs  qui  donnèrent  lieu  à  \ine 
contestation  entre  Leibnitz  et  Bemouîli;  mais  sans  rappeler  ici 
cette  discussion ,  nous  démontrerons ,  d'après  Eulety  1^  quun 
nombre  quelconque  positif  a  une  infinité  de  logarithmes  dont 
un  seul  est  réel ,  et  tous  les  autres  imaginaires  ;  a?  que  les 
logarithmes  des  nombres  négatifs  y  sont  imaginaires. 

De  la  formule  (i&)>  on  déduit^  en  prenant  de  part   et 
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d'autre  les  logarithmts  népcriens^ 

X  v/ —  1  =  /  (cos  X  +  sin  x.  |/—  i  )  : 

à  X  ==  o  correspond 

ce  qu'on  sait  déjà.  Désignant  par  w  la  demi-circonféi^nce  ^ 
à  x=2f^wj  =  4*'>  =  6ir 4  etc.  tépondront 

flîT  y/—  1  =  /.  1  , 

€«■  y—  1  =  /•  1  , 

et  généralement , 

aftir  v^—  1  =  Z.  1  ^ 

A  étant  un  nombre  entier.  Mais  on  a 

l.\  =z  LA  +  Li  ; 

LA  =  /.A  4-  akir  ^ —  1  ^ 

Sovl  Ton  conclut  i^  quua  nombre  quelconque  A  admet  une 
infinité  de  logarithmes  don{  un  ^eul  est  réel. 

Si  dans  la  même  formule 

X  V/—  1  =  /  (cos  X  ^  sin  X,  y' — .1  )  , 

on  suppose  x  =ix  ,  on  aura 

cos  x  =  —  i         et        sinx  =  Oi 
donc 

ce  qui  yériCe  la  propriété 

trouvée  plus  haut. 

Soient  x  ==  3jr ,  =  5ir,  t=  7«- (ûft  -f-  i  )  «■,  A  étant  un 

nombre  entier  ,  on  aura 
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3îr  \/—  1  =  /  (—  i), 

5^  »/-  i  =/(-  1). 
7»  v/—  I  «=  /  (— >i), 
etc., 
et  généralement , 

(afc+OxV/— I  =  /  (—1). 

Or,  —  A  =  A  X  —  i;  donc  /.  (—  A)  =  /,  A  +  /.  (—  i  )  ^ 

et  conâé<juemment ,. 

/.(—A)  =  /.A  +  (âft+i)x  V"— i  , 

fl*où  Ton  conclut  a**  que  les  logarithmes  des  nombres  négatifs 
sont  imaginaires. 

Il  est  clair  que  ces  conclusions  s'étendent  aux  log^ithnies- 
tabulaires  (  I'*  sect. ,  chap.  XVI). 

ia3.  Supposons  que  dans  un  triangle  rectilîgne  dont  deux 

côtes  a  et  6  sont  connus  avec  l'angle  compris  C,  on  veuille 

la  valeur  en  série   de  l'un    des  angles  inconnus ,  de  B ,  paf 

exemple  :  on  a  la  relation 

Q_sin(B  +  C) 

b~         sinB  ' 

et  en  développant  sin  (  B  -f-  C)  j. 

a  sin  B  =  6  (  sin  B  cos  C  -f-  sin  C  co&  B } ,, 
et  par  conséquent. 


sin  B  &  sin  C 


cosB       a  — &  cos  G' 
mais  en  vertu  des  propriétés         > 


sm  X 


av/ — 1 


cos  X  =  — — — . : 

réqnation  précédente  deviendra 
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après  la  division  des  deux  termes  par  e^^""* ,   le    preBikf 

membre  devient  ■  ^  .j; — — ,  et  conséquemment  > 


e 


oB  v/-!  _  ,  JeC  •-!  _  ie-C  V-i 


égalité  qui  se  réduit  à 

d*où  Ton  déduit/  en  prenant  les  logarithmes  népériens  dd 
part  et  d'autre , 

flBi/— i  =  /.N  —  /.D. 

Développant  le  second  membre  d'après  la  formule  cojmue  ; 
on  aura 

*Bv/-.  =  ^  e*^-f+-*l  c'CV-T^^  e'CV-.^,,,. 

_  *  e-C^— -  -^  e-^v^-'-  i^  c-ÎC^-.  «  etc. 

.    a  2a*  3a^ 

donc  en  divisant  tout  par  2  v/ —  i  ,  et  réduisant  au  moyen 
de  la  formule 

=  sin  mx  , 

2V/ — i 

la  valeur  de  Tangle  B  en  parties  du  rayon  y  sera  donnée  par 

b    .  6*      .  P      , 

B  =  -  sin  C  +  — r  sin  2C  +  7=— r  sin  3C  +  etc. 
a  2a*  ^  5a^  . 

Cette  série  élégante  à  laquelle  M.  Delombre  est  parvenu  le 
premier  ,  est  évidemment  d'autant  plus  convergente  ,  que  k 
est  plus  petit  par  rapport  à  a* 
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CHAPITRE  XX. 

Extension  du   théorème  démontré  (chap.  /'')  aux 
Jonctions  logarithmiques ,   exponentielles  et  cir-^ 
culaires. 

134-^^^  a  prouvé  (cliap.  P^)  que  toute  fonction  algébrique 
de  la  quantité  imaginaire  a  ±  b  y^—- 1  était  réductible  à  la 
mcme  forme  P  it  Q  \/ —  i  ,  P  et  Q  étant  des  quantités 
réelles.  Les  fonctions  logarithmiques  ,  exponentielles  et  cir* 
culaires  sont  aussi  réductibles  à  la  même  forme  ,  lorsqu'elles 
renferment  des  quantités  imaginaires. 

Soit  ,    en  premier  lieu  >  / .  (a  -(-  &  V^*—  i  )  :   en  faisant 
(chap.  XII) 

on  a 

a  ±L  b  v'—  1  =  fc  (  cos  a  d:  sin  z  .  y^ —  i) , 

et 

/.(adii —  i)=2.ft  +  /.(cosz±8ina.  V'—  i); 
mais  la  propriété 

e^**^""'  =  cos  2  d:  sin  z.\/ —  i  > 

donne 

ît  z  J/—  1  =  /.  (  cos  s  ±  sin  z.  v/—  i  )  ; 

donc 

/.(a  d:  i  1/-1)  = /.fc  db  z.i/— 1. 

Les  domiées   étant  seulement  a  ^  cos  2  et  sin  z^  on  pourra 
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prendre ,  an  lien  de  l'arc  z  ,  les  arcs  air  -(-  ^  >  4^^^  ^9  et 
finx  -f  2  9  n  étant  un  nombre  entier  ;  ensorte  qu'on  aura 
pour  l  (^a±b  1/ —  1  ) ,  une  infinité  de  valeurs  compiidef 
dans  la  même  formule 

donc 

P  =  /.ft,      Q  =  (ansr  +  z). 

Considérons >  en  second  lieu,  rexponentielle  e*— **^^*  :  on  a 

e-^>»^-»  =  6-X  e=^*»^-'  =  ef  (cos  ftih  sinft.  ]/—  1)  ; 

donc 

P  =  e*  cos  b  ^      Q  =  di  c*  sin  ô. 

Soit,  en  troisième  lieu  ,{adzb  |/-^  j jms:»j/-i .  ^^^  gj|j^  ^^^ 
L{a±b  V/— 1)«=2^->  =  (m  ±:  n  ï/— 1  )  /.(a  =t  i  v^—  1  ) 

ft  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens;  en  passant 
des  logarithmes  aux  npmbres,  il  vient 

Si  on  substitue  pour  l.(a±b ^ —  1  )  sa  valeur  Lkihz  \/ —  i 
trouvée  plus  haut ,  il  en  résultera 

=  e"*'**""  [cos  (mz  +  nl.k)  ±sin  (m;j+  nl.k)  \/ —  1]  ,. 

résultat  de  la  forme 

P  db  Q  V"—  1. 

Soit  enfin  la  fonction  circulaire  sin  (  a  it:  i  1/—  1  )  :  on 
aura 

sin(aih&  \/—  i)  =  sinacos  {b\/^ —  1)  ifcco8asîn(6  \/— 1). 

Pour  obtenir  sin  (6  V^— i)  et  cos-(i  j/— »  1  ),  on  écrira.  6  j/—  ii 
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au  Ueu  de  x  y  dans  les  formules 

s\Ti  X  =   — ,         COS  X  = , 

et  il  résultera  de  ces  substitutions , 

sîn'(&V/-i)=  ■,.  >     C08(i^^^i)  =  î-^îlî.; 

d'après  ces  valeurs  ^  on  aura 

fiin(aihiv^ — 0=  (— -^- — \^\Xi  azçiy^ r-Jcosa.  V^ — i. 

On  trouverait  aussi 

jco8a±:f jsinfl.v/ — i^ 


Les  autres  fonctions  circulaires,  telles  que  la  tangente,  la 
sécante  ^  etc.  ^  s'expriment  algébriquement  au  moyen  du 
sinus  et  du  cosinus  :  elles  seront  donc  aussi  réductibles  â  la 
même  forme  P  dz  Q  V''— .  On  peut  revoir  ce  qui  a  été  dit 
[chap.  I«  (4)]. 
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CHAPITRE  XXI. 

Formules  diverses. 
ia5. Supposons  6<a,  et  posons 

tang  u  =  -  ,       sin  t  =  -  , 
a  a 

b  tta  étant  des  nombres  donnés  ;  on  trouvera  par  les  t^Ies  » 
les  angles  Xy  z  ^  y  ^u  et  t  ^  et  on  aura 

(i^. . .  log  (a+6)  =  logfl  ^1  +-)  =  loga  +  logA  +  -^ 

=  log  a  +  ïog  (  1  +  tang*j?)  =  log  a  + 1©6  »éc*  x 
=  log  a  +  2  log  sec  x  \ 

(2-) ....  log(a+6)  =  log  ^a({  +  i  ^)]]=log[2a(i+ico8v)] 

=  log  [aa ces* ^^]  =  loga  +  log  a  -}-  a  log  cos  ^  ^^ 
en  observant  que,  pour  le  rayon  =  i ,  on  a  [Trig.  (*)] 

b 


(5^) 


(1^) 


~'"^'.*(t^if3;)~ '°^  * + ^°^*^^->'~'°s**"S'-y 


(*)  I>a  Trigonométrie  que  je  c\w  ici,  rsi  celle  de  mon  Traité  de  Gcomc- 
liio,  qui  se  irou>c  chez  jVl«n«  V«  Courcicr. 
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en  observant  qu'on  a  (Trig.  ) 

•  sin  y 

tang  ï  y  =  — \ — -^ — . 
^  ■  -^         1  +  cos  y 

Il  sera  très-facile ,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire ,  de 
parvenir  aux  formules  suivantes, 

(4».). .  •  -log  (a— A)  =  log  a  +  a  log  cos  z, 

(5^) log  (a— i)  =  log  a  -f-  log  a  +  a  log  sin  ^  j^ ,     . 

(S\) log  (a—b)  =  log  6  +  log  tang  y  +  log  tang  i  y. 

On  aura 
(7o)....log[(a+i)(a-i)]  =  log(a«-i0=log.a*(i-~). 
=  log.a*[i— cos*j^)=a  loga-f-  alogsin^; 

(8°).. .  .logC(a+i)(a-i)]  =  log(a»-i«)  =  log.ft'(J-i) 

=  log.  t*  (  séc*  j^  —  1  )  =  a  log  ft  +  log  tang*^ 
=  a  log  &  +  ^  Jog  tang  j^  ; 

\6       y  Mangu 

«•  désignant  toujours  la  demi-circonférence  (Trig.)- 

(,o..,...lo,^)=.o8(^r0=,„,(^!zîI^ 
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en  observant  qu'on  a  (  Trig.  ) 

sin  y  ^ .  sîn  y 

tang  i  y  =  — ; — - —  >        cot  J  y  =:  — — --t —  ; 

(ii^)..JogV/?=3=  =  log.a^i-~  =  log.a^i-^^ 

=  log.a  1^1  — co6*j^  =  log  a  +  log  sîn  y\ 

(ia*.)...logV«"^-**=log»*Y/G— ï=log.6  V^séc*jr— 1 

t=  log  &  +  log  tang  jf. 
On  découvrira  facilement  ces  deux  transformations  : 

(i3°.) ....  log  v/a*-f-i*  =  log  a  -f  log  séc  i»  ; 
(i4**-)-  •  •  •  log  V^a*+6*=  log  h  +  log  coséc  »« 
On  aura 

(i5^) log  /3^=î:log.  i/û  X  y/i  +  2 

=  log.V^aX  t/7+lângÇ  =  i  loga  +  logsécx; 

(lS^) log  v/a+A=log.  l/a  X  y/i  +  - 

=:log.v/«XY/i  +  ^  =  l<^sVâ  X  l/aV/ï  +  icos"7 

=  log.  l/fla  X  cos  I  j'  =  1  log  a  +  J  log  a  +  log  cos  y  j'. 
On  trouvera  d*une  manière  analogue  ^ 

(i/*.)....  log  \/a  —  &  =  îloga  +  log  cosz; 

(i8^) log  v/a  —  A  =  ï  log  a  +  j  log  a  +  log  sîn  \  y. 

On  aura 
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m 


i9«0. .  .log(a+iy=log.a"  ^i  +  -)  =log.a»  (i+sin  0 

m 

-,         =/  i  +  sinf  V 

=  log.a«  (co.  0-  C(i  +  icosO-(i-4co,o) 


m 


M 

=  ,         N^  r  (cosi  t+siniO*         "f 

=  log.a-  (C08  0"  Lcl^t+sbîlK^^^^^îWôJ 


m 


5=  lo6.a« ( C09 0"  ( !,        ■    f  J 

o      ^         -^     \cos  7 1  —  sin  i  t/ 

m 


m 


=>««-^»'^'(l±SfD 


=  log.a*  (cofft)»  nangQ+  \t\X 

=  ^rioga  +  logco8«  +  logtang  (^  "*"  ^  Oj* 
On  découvre  de  la  même  manière  la  formule 

(ao\) . . .  log(a— A) = ~  Flogo+log  cos  H-log  tang^  —  i  r  j J. 
Quon  pose  maintenant 

tan^Q  — in  =  tang  V, 


doù 
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^  log  tang  Q  —  i  t^  =  log  tang  v^ 


et  on  aura 


=  log aa+b)^ +(a-b)h  =log.(a-i)?  Q  ^^^J ^ 
=  log.(a-i)H    1  +(  1    j 


===  — (loga+logcosO+logtangv+logli  +  f^i^tiîEA    | 
rt  L-       \i— sine/  j 

=  ^  (loga  +  logcos  t)  +  log  tang  v  +  logT    4.  — L_V 


en  observant  que 

1  +  sîn  t 


1  —  sin  ^ 


tan6.(î-i.) 


(*), 


{*)    Si    dans    la    formule  tin  (  a  +  6  }  =  sin  a  cos  ^  -f-  sia  b  cos  a  ,  on 


^ 


fait  û  =  —  ,  on   aura 


C»    ,    ,\        .    fr        ,         .    ,         V        cos  ^ -t- s  in  6 
-;  -f-  c»  1  =  sm  y  cos  b  -h  sino  cos  -r  = 


4 


V^2 


en  i-lcvanl  au  carre ,  on  trouve 


3  sin 
on  a  de  m<?mc 


*  (j  "^  ^j  =  I  -4-3  sin  5  cos  5  =r  I  4«  sin  a&  : 


3  sin 


donc 


in»  f-^ bj  =  1  —  sin  2&  =  a  cos»  (r  "f»  ^  1  • 
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d'où  résulte 

m 

(i+8inl\*^^ 1 ^_      I 
1— sin//   ~         if  .             7 ~ taog'v  * 

mais 

=  — log  tang  V  +  log  (a  coséc  ai^)  ; 
donc  «snfin  ^ 

\ai-.)....  logC(a  +  i)»+(a  — 6)^3 
=  —  (log  a  ■+•  log  cos  0  +  log  a  +  log  coséc  v.  . 

On  trouvera  de  la  même  manière , 


m 


(aa*.) logKâ  +  i)»— (a  — fc)»] 

=—  (log  a  +  log  cos  *)  +  log  a  +  log  cot  Hlv. 

Ce  chapitre  a  le  double  avantage  d*exercer  au  calcul  tri- 
gonométrique,  et  d^offrir,  sous  forme  finie ,  les  logarithmes 
de  binômes  éleyés  à  des  puissances  fractionnaires  ;  ce  qui , 
dans  plusieurs  cas,  favorise  des  réductions  et  donne  lieu  à 
des  transformées  précieuses  en  ce  qu  elles  se  prêtent  à  des 
évaluations  numériques  qui  deviendraient  laborieuses  sans 
leur  secours. 


^9 


^  ANALYSE 


CHAPITRE  XXn. 

Développem^is  des  sinus  ^  cosinus  et  tangentes  des 
multiples  Sun  arc  y  et  Sune  puissance  du  sinus  et 
du  cosinus.  Décwnposition  des  séries  du  sinus 
et  du  cosinus  (Pun  arc  en  facteurs  binômes  ,  dm 
Von  déduit  t expression  de  la  demi  -  circonféresM 
donnée  par  PFallis.   Formules  trigonométriquics 

'    nouvelles  ou  peu  connues. 

126.13 1  dans  la  première  de  ces  deux  formules 

acos  7IIXC0SX  ^co8(m^i)x  +co9(m^^i^  X, 
a  «in  mx  cos  x  =  sin  (m  +  1)  <r  -(-«in  (m  —  1)  x  » 

on  suppose  m  =  o  ,  =  1  ,  ==  a  ,  etc. ,  et  qu'on  remplace , 
pour  plus  de  simplicité  ,  cos  x  par  p ,  on  aura 

GO8   IX  =     p 

cos  ax  =    sp*  •—     1 

cos  3x  =    4^^  —    Zp  )• (A) , 

cos  4j^  =    8p*  —    8p*  +  1 
cos  5x  =  iBffi  —  sicp^  +  5/> 
et ,  en  général , 

tx  cos  mx  =  (ap)"*  —  m  (ap)"""*  +  ^  — ^  (ap)"~* 


i^ rff^ ^  iap^T^  +  etc. 
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La  seconde  formule  >  sous  les  hypothèses  m  ==  i  ,  =^  s  ^ 
:^  3 ,  etc. ,  et  en  &isant  toujours  cos  x  :^p  et  sin  x  =  4  , 
donne 

sin  IX  ^    (J 

sia  ux  ss  fljpf 

sin  Sr  t=  (4p»  —  1)  </  V'-W* 

au>^  =  (  ^  —  4p)  ^ 

sfai  5x  =  (i6p*  —  lap»  +1)9 

CtD* 

et  >  en  général , 

sin  mx  = 

.     .N..-MI.-3.  (m— 3)0 


Ces  séries  procèdent  suivant  les  puissances  descendaiftes  de  p  : 
on  peut  en  avoir  qui  marchent  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  p  et  de  <7  ;  mais  alors  il  faut  distingnar  les  cas  de  m  nombre 
impair  ou  pair. 

Soît ,  i:  m  impuir  ;  on  mxtà,  dV^ppip  (A)» 

cos   IX  ss    jp  '\ 

cos  5r  =  -  (^  -  4P»)  (....(Q. 

COS  5x  =  5p  -—  acp^  -4"  yfy^i 
etc. 
et ,  en  général  , 

.  r  ^C''»*— 0^  ,  'w(m*— i)(m^)  ,         T 

cos mx  =± L^v ;^F'+    \.a.3Vs    V-«tc], 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  le  cas  où  m  est  de  la  forme 
4n^i,  et  l'inférieur  dans  celui  où  m  JBBt  de  la  forme  4»+ S. 
On  aura  de  même  ,  d'après  (B) ,  lorsque  m  est  impair^ 

•in  IX  =  9 

•in  5x  =  9  (  1  —  is|p*  +  ïSp^) 
•te. 

«9 


sin  mx 


et,  en  général/ 

et  Ton  observera ,  à  Fégard  du  double  signe ,  la  même  règle 
que  ci- dessus. 

Soit,  a°.  m  pair  ;  on  aura ,  d'après  (A)  , 

C08  ao?  SB  —  (i  —  flp*) 

cos43^=i— ^  +  8p*  l   •••(£) 

coa  6xŒ— (i  — i8p»+48p*— 3ap«)f   ''' 

etc. 
et  9  en  général , 


cosmx 


[-?-' 


2.5.4 


1  .a.3.4.6.6  /^  +  ^^- J 

Ensuite  ,  d'après  (B), 

sin  ax  =  opq  ^ 

fiin  4r  =  —  ^  (4P  —  8p3)  (..  ..(F)^ 

sin  6x  =  ^  (  Gp  —  3ap3  +  Sap^  )( 
etc.  ' 

et,  en  général, 

A  regard  du  double  signe  ,  il  faut  prendre  les  signes  supé- 
rieurs ,  lorsque  m  est  de  la  forme  4« ,  et  le^  inférieurs  ,  lorsque 
m  est  de  la  forme  4«-f-a. 

En  remplaçant  p*  par  i —  q*,  on  déduira  des  égalités  (C), 


cx)s  mx 
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les  suivantes  > 

co»  IX  =  p  Y 

cos  Sx  =p(i  —  4ç»)  >....(G) 

cos  5a:  =  p  (  1  —  laq*  +  iSq*  )/*  "  * 
etc^  J 

et>  en  général^ 

1.2.3.4.5.6  ^  ^  ^^J- 

En  remplaçant  p*  par  i  —  q*  daps  les  fpnnules  (D)  ,  oa 
trouve  celles-ci  , 

sin  IX  =  ç  ^ 

sin  «Ir  =  3,7  -  4<7'  (....CH),. 

sin  5x  =  5^  -*  SLO(f  +  iG(/*  l 

etc.  y 

et,  en  général, 

m(m'— i)  ,  ,  m(m*-^i)<m'— -q)    , 

sm  mx  =  Tiiç \,  çE  V+  — ^ ^  g  /  t:    ^    9  —  «^c- 

^         i.a.o    ^  i.a.o.4;.a        ^ 

Les  fermules  (E)  donnent ,  en  remplaçant  p^  par  i  —  q*^ 

008   flX  =   1—      flÇ* 


=  1  —    flç-  % 

etc.  '  y 


cos  i^x  —M  1  -^    vn|    — |—    *"/'  V        ^T^ 

cos  6x 


•t>  en  général ,. 


cosmx=i-^9  +"775X4"'^ 1.1^.3.4.5:"^-^  +"*^- 

Enfin ,  les  formules  (F)  donnent ,  par  la  m£me  substitution  , 
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sin  ax  =  apg 

sin  4x  =  p  (4^  —  895)  |....(R), 

ain  60;  =  p  ( 6<7  —  3îaf  +  Sag*) 
etc. 

•  et ,  en  général , 

Ces  formules  sont  eictraites  des  leçons  dixième  et  onzième 
du  Calcul  des  Fonctions ,  par  Lagrange. 

La^ans^e  ajoute  :  Les  formules  (A)  et  (B),  ou  plutôt 
les  formules  générales  qui  les  comprennent ,  ne  s'arrêtent 
pas  même  lorsque  m  est  un  nombre  entier  positif  ;  car  en 
faisant  m  =  1 ,  la  première  donne 

«»  '^  =  P  -^~  I^ -  si? -  ''*°" 

et  ]a  seconde  donne 

sma:  =  9+^+^  +  etc„ 

valeurs  qui  sont  évidemment  fausses.  II  en  sera  de  même  en 
donnant  à  m  d'autres  valeurs  quelconques  entières  et  positives  , 
et  tenant  compte  de  tous  les  termes  qui  ne  sont  pas  nuls.  Ceci 
tient  à  ce  que  par  la  nature  des  tables  (A)  et  (B)  dont  ces  for- 
mules ne  sont  que  le  terme  général ,  on  ne  doit  y  employer  que 
les  termes  qui  contieni^ent  des  puissances  positives  de  p.  Mais , 
observe  ce  géomètre ,  comme  les  termes  qui  suivent  ne  sont 
pas  nuls  ,  on  ne  voit  pas  ,  à  priori ,  pourquoi  on  doit  les  reje- 
ter ,  et  on  voit  moins  encore  ce  qu'exprimerait  la  formule ,  en 
ne  les  rejetant  pas.  Lagrange  donne  le  dénouemej<t  de  ces 
difficultés ,  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions  dérivées.  Nous 
relaterons  même  les  formules  auxquelles  ce  grand  géopiètre 
parvient ,  en  employant  cette  voie  :  elles  sont  jj 
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(  1  •.) . . .  a  C08  mx  =  {ap)"—  m  (ppT~^  +  "'^"""^  ( V)""* 

_2L02:2«l'îi=5)(ap)-<.  +  etc. 
+ {?p'r'-{-m  (apr"-»+  ^i^  (3p)--4 

tel  est  le  développement  complet  de  s  cos  tiuc  en  puissancea 
de  cos  X  y  pour  une  Taleur  quelconque  de  m. 

Si  maintenant  on  fait  ici  m  :=  i  >  on  aura 


COSX=:p-^-^-^ 


—  etc» 


+  i  +  I^î- +  6^  +  «t<^- » 

où  l'on  voit  que    les    deux  sériea  se  réduisent  an  pfemîer 
terme  p. 

En  donnant  à  m  d'autres  valeurs  entières  et  positives  quel- 
conques ,  on  trouvera  toujours  que  la  seconde  série  qui  contient 
les  puissances  négatives  de  p  j,  servira  à  détruire  dans  la  pre- 
mière série  tous  les  termes  qui  contiendront  ces  mêmes  puis-^ 
sances  ;  de  sorte  que  leur  résultat  se  réduira  aux  seuls  termes 
de  la  première  série  ^  qui  contiennent  des  puissances  positives^ 
de  p  ;  ce  qui  revient  à  ne  conserver  dans  cette  série  que  les 
termes  où  p  est  élevé  à  une  puissance  positive  ou  nulle  ^  comme 
on  Va  trouvé  plus  haut^ 

Ainsi ,  pour  m  =  a  ^  on  trouve 

COft  aa:  ==  np*  —  \ -z — rr-  —  7 — rr  —  etc. 

.1         ,       1       . 


a  {j^pY        (^zpy 
série  qui  se  réduit  à  apP-*  t..  Mais  lorsqn!on  donne  à  m  une 
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Talcur fractionnaire  quelconque,  les  deux  séries  ne  se  détruisent 
plus  /  et  leur  réunion  esX  nécessaire  pour  représenter  complette* 
inent  2  cos  mx. 


(a°.) . . .  siû  mx = j  (a/^)*""' —  (  m  —  a)  (ap)*"""^ 

,  (m — 3)  (m — 4)  ,    Nm-5       -.    "1 
_!•  i L^ 21  (ap)"^ —  etc.      q 

)-«-i+  (  m  +  a  )  (ap)-»-^ 


[(art- 


Cette  expression  se  réduit  aussi  à  une  forme  finie  ,  lorsque  77» 
est  un  nombre  entier ,  par  la  destruction  mutuelle  >des  termes 
qui  contiendraient  des  puissances  négatives  dep  ;  de  sorte  que 
m  étant  un  nombre  positif  entier  >  il  sufTura  de  prendre  dans 
la  première  série ,  les  termes  qui  contiendront  des  puissances 
positives  àe  p ,  ce  "qui  ^«'accorde  avec  la  formule,  de  la  table 
(B).  Lorsque  m  est  un  nombre  fractionnaire ,  les  deux  séries 
vont  à  rinlini ,  et  jointes  ensemble  ,  elles  donnent  la  vraie  va- 
leur de  sin  mx ,  développée  suivant  les  puissances  descendantes 
de  cos  X ,  comme  cela  a  lieu  pour  la  valeur  de  cos  mac. 

J'ai  cru ,  dit  La^ange ,  devoir  entrer  dans  ces  détails  pour 
l'instruction  des  jeunes  analystes  ,  et  surtout  pour  montrer 
que  si  l'analyse  paraît  quelquefois  en  défaut ,  c'est  toujours 
faute  de  l'envisager  d'une  manière  assez  étendue ,  et  de  la 
traiter  avec  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Le  même  géomètre  démontre  encore  ces  deux  formules 
dans  l'hypothèse  de  l'angle  droit  pris  pour  l'unité  des  angles  : 

(5°.)....cosmx  =  [_i--p»+       2.5.4      P' 


a. 3.4 
2.3.4.5.6        /^^+etc.]cosm 


7n»(7n*— 4)(m^— iG)  ç 
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pour  le  développement  complet  de  cos  mx  en  série  ascen- 
dante de  p  ou  cos  X  :  on  voit  que  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  ,  il  y  a  toujours  une  des .  deux  séries  partielles  qui  se 
termine  y  tandis  que  1  autre  y  qui  irait  à  l'inEni ,  disparaît , 
parce  qu'elle  se  trouve  toute  multipliée  par  un  coefficient  cos  m 
ou  cos  (tu  —  1  )  qui  devient  nul.  Mais  lorsque  m  est  une  frac- 
tion quelconque  y  les  deux  séries  vont  à  TinGni  y  et  leur  réunion 
est  nécessaire  pour  avoir  la  valeur  complète  de  cos  mx ,  ce  que 
personne ,  dit  Lagrange ,  n'avait  «ncore  observé. 

+ TSTS ^  -«^c  J7C0S  m 

.    r        m*— 1    ,  ,   (7n*— 1)  (m»— o)    ,  "1  ,  n 

+  [j T'P"+' — T^.T^^""  e^cJ^co^C'^O , 

pour  le  développement  complet  de  sin  mx,  quel  que  soit  m. 

127.  Passons  au  développement  de  tang  mx  en  série  sui- 
vant les  puissances  de  tang  x  :  la  formule 

trouvée  (m)  >  devient^  en  écrivant  mx  pour  x  ^ 

tang  mx  =  — X    ^„^_.  .     : 

mais  on  a  aussi  (m) 

^.xv^-.  _  1  +  tang  X  y/—  1 
1  —  tang  X  |/ —  1  * 

et  conséquemment , 

^.m,»/-, ^  (>  +  tangxt/--i)" 
(  1  —  tang  X  |/—  1  )'"* 

Substituant  cette  valeur  dans  taing  mXy  et  faisant  tang  xz=ii^ 
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en  aura 

faisant  les  opérations  et  ordonnant ,  on  trouyera  le  déT»lop« 
pement  de  tang  mx  que  nous  né  rapporterons  pas  ici. 

ia8.  Nous  démontrerons  deux  formules  qui  domient  la 
pubsance  m  du  cosinus  et  du  sinus  d*un  arc  en  cosinus  et 
b\nu3  des  multiples  de  cet  arc. 

Soient ,  à  cet  effet , 

cos  a:  +  sin  a:  \/ —  1  =  u  ,    ces  x  —  sin  x  V'—  1  =  v, 

d*où 

cos  X  =  I  (tt  -f-  1^)        et        Jj^cos'^x  =  (u  +  v)". 

Je  développe  (u-f-  ^)'"  ^^  deux  manières  ;  la  pmniire  en 
ordonnant  par  rapport  aux  puissances^  u"*,  u*"* ,  i«""^>  c*c. , 
et  la  seconde  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  v', 
ym— I  ^  ^-»  ^  g^^ .  j'additionne  les  deux  expressions  ,  et  f  ai 
ce  résultat , 

,    m(m— i)(m — 2),  ^_-  ,  ,     „_,  ^    ,    _^ 

1  ■  2  •  9 

qui  peut  se  changer  en 

1  1  •  ^ 

1 .2.0 

Cette  expression  donnant  deux  fois    la  valeur  (tt+v)*,  ou 
de  2"  cos"*x ,  si  on  en  prend  la  moitié  ,  et  qu'on  observe  que 

uv  =  (  cos  X  +  sin  X  ^^ —  1  )  (  cos  x  —  sin  x  V^—  1  )  =  1 , 
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it  viendra 

a»  COS-.  X  =  i  (u» 4-  V-  )  +  i.-  (a— +  v"^) 

i .  "»("*-')  („-4+  v-t)  +  etc.  : 

maitf  on  sait  que 

u"  =  co«  ma?  +  siîi  mx.  T/—  <  , 

I 

14*"^  =  cos  (/»— 2)  X  +  sîn  (ïTi — a)  X.  ^^ —  1 , 
etc. 

-If*»  z=:  cos  mx  +  sin  mx .  l/—  1 , 
v"*"*  =  cos  (f>»— fl)  x-^  sin  (?»— a)  x.  \/—  1 , 

etc.  ; 

donc 

u""  4"  ♦^  =^  »  cos  mx ,    u""^+ V""^  =  a  cos  (m— a)  x,  etc.; 
ce  qaî  chaoge  la  formule  précédente  en  celle-ci  ^ 

û"co8**x  =  cos  mx  H —  cos  (m— a)  x  +  — ^ ^cos  (m^— ajx 

-4 ^     ■    -„ <-  cos  (m — 6)  X  +  etc. 

1  .a  3 

Cette  série  est  toujours  terminée  lorsque  m  est  un  nombre 
entier  positif,  et  il  faut  observer ,  i**.  que  lorsquon  est  par^ 
venu  aux  angles  négatif ,  on  trouve  la  réplique  des  cosinus  des 
angles  positifs  de  même  valeur  ;  a",  que  tous  les  termes  de  la 
série ,  à  l'exception  de  celui  du  milieu  ,  sont  répétés  deux  fois  : 
3^.  que  ce  terme  du  milieu  exi^ite  lorsque  m  est  pair  ;  et  comme  le 
cosinus  qui  TafFecte ,  appartient  à  l'angle  (  ni  —  m)  x  dont  le 
cosinus  est  l'unité ,  la  valeur  de  a^cos'^x  contiendra  ^  dans  ce 
cas,  un  terme  non  affecté  de  cosinus. 

Si  dans  la  formule  précédente  on  fait 

^  =  i*  —  ^'^ 
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il  en  résultera  la  valeur  de  a^sin^y  qu*on  calcalem  areb  la 
même  facilité ,  en  ayant  égard  au  changement  de  signes  que 
comporte  cette  substitution.  Ces  formules  et  ranaljrse  qui  les 
a  fournies  ,  ont  été  données  par  M.  Prony  (  troisième  cahier 
du  Journal  de  t École  Polytechnique  ).  Lagrange  ,  dans  le 
Calcul  des  Fonctions  ,  les  obtient  par  le  moyen  des  fonctions 
dérivées. 

On  peut  trouver  deux  formules  en  quelque  sorte  réciproque» 
des  deux  dernières.  A  cet  effets  on  partira  de  ces  identités 

cos  mx^'  sin  mx.  i/—  i  =  (  cos  x  -f-  sîn  x.  ^/ —  i)", 
cos  mx  —  sin  mx.  i/—  i  =  (cos  x  —  sin  x.  4/—  i)^, 
lesquelles  combinées  par  addition  et  soustraction  ^  donnent 

(cosx+sînx.  v' —  1)"*+  (cos  x  —  sinx.  [/ —  i)* 


cosmx 


am  m^  = 


(cos  X + sin  X .  |/—  1  )■*—  (cos  x — sin  x .  ^—  1  )•" 

Développant  les  puissances  m^*^'  dans  les  seconds  membres  » 
les  imaginaires  disparaissent»    et  Ton  a  ces  expressions  tn, 

séries, 

^         m(7n— 1)       ^_-      .  _ 
cos  mx  =  cos"*x  —  -^  cos"*^xsm'x 

a 

,  mCm — 1)  (m — 2)  (m — 3)       „_,      .  , 
^4 ^^ ^  ^  ^    ,     ^ ^  cos*"  +x  sm^x  etc. 

a. 0.4 

sin  TFix  =  m  co8"*~»  x  sîn  x 

m  (n:i — 1)  (m — 2)       „   ,       .  , 
—  — ^ rr- ^  cos"*"^ x.sm-^x ,  etc* 

2.3 

129.  Reprenons  les  deux  développemens  connus 

cos  X  =  I  — 1 ^=— :  —  etc.  : 

1.2        1.2.5.4 

les  valeurs  de   x   qui  rendent  nuls  sin  x  et  cos  x  ,   seront 
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les  racines  des  seconds  membres  qui  auront  pour  facteurs  x 
moins  chacune  de  ces  valeurs.  Or>  pour  la  première  série  ;, 
ces  valeurs  sont 

a?  =  ±:  ftîT , 

sr  étant  toujours  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  i  ; 

et  il  un  nombre  entier  positif  quelconque  \  et  pour  la  seconde  > 

ces  valeurs  sont 

.    sft— 1 

ic  =  in ir.        I 

a 

En  effet, 

sin  (  d:  Aff-  )  ==  G  > 

et 


cos 


f  ifc  if\  =  cos  (hr if\  =  G. 


On  est  donc  certain  que  les  facteurs  binômes  de 

a?  a? 

a. 3       a. 3. 4*5 

sont  de  la  forme  i  di  7-^  .  en  donnant  à  k  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  ,  et  que  les  facteurs  de 

sont  ceux  que  Ton  peut  former  en  donnant  à  A  les  mêmes 
valeurs  dans  la  formule 


{*)  On  obsenrera  ^ae  k  développement  de  lin  jr ,  riant 

[a-»           x*                                        ««^       "1 
""T3"*"Oir5"" "*"  ÎI.3 ooj* 

et  que  1^  £ictenr  x  ne  deveDant  pas  nul  par  x  =:  :±  A« ,  cet  racinet  aeiont 
cclkf  da  second  factenr  ^alé  à  lëro  :  or  si  Ton  compare  r«^[uatioQ 


a.3....oo 9.3^4*^       ^'4 
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Aucnn  de  ces  facteu»  binômes  ne  peut  se  trouver  aiPedé  Sm 
exposant  négutif ,  poisqne  l'égalité  à  zéro  de  oe  facteur ,  donne» 
rait  sin  !r  ou  cos  j^  infini ,  lorsqu'il  doit  être  nul*  On  ne  peut 
supposer  que  cet  exposant  soit  une  fraction  positive  ;  car  à 
cause  de  la  multiplicité  des  racines ,  on  conclurait  qa*â  qn 
même  arc ,  doivent  répondre  plusieurs  sinus  ou  plusietirs  co- 
sinus. Enfin  ,  aucun  des  facteurs  de  Tune  ou  de  Tautre  série , 
ne  pent  être  sous  un  exposant  entier  et  positif  différent  de 
Tunité.  On  peut  remarquer,  en  eSet^  que  le  second  membre  de  la 
seconde  série ,  est ,  au  signe  près ,  la  fonction  dérivée  do  se- 
cond membre  de  la  première.  Si  donc  un  des  facteurs  In- 
nomes de  la  première  série  >  se  trouvait  élevé  à  une  puissanet 
entière  et  positive  p ,  plus  grande  que  Tunité ,  on  en  concinraity 
d'après  la  théorie  des  racines  égales  (P*  sect.  >chap.  XX), 
que  ce  même  fiacteur  devrait  se  trouver  dans  fftotre  i  la 


ttvec  celle-ci 

Àa^"  -f-Bx"^"+ 4-  V  —  o, 

poar  la^fielle  on  a  orooTé  ( |m  mol  ,  dup.  XXUI}  celle  di^rinyo^timi 

^c—)e—)t= -)••—• 

Pt  q,  r,  etc.  étant  les  racines  de  la  proposée,  onanxaVso^  ,  prsr, 
^=:  —  TTf  r=:aîr,«  =  -^  ir,  «»€. ,  et  conséqucmment  , 

X» 


a.3.  • .  .so 


donc 


.     ^""  i:  "■  *)  '  ***=• 


•>— 0-9  0-^9  0-ao*^)'-* 

de  même  , 

co.  X  -  (.  ^  H)  (,  +  ^)   (.  -  ^£)  (.  ■*■  '£).  «c. 
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pnissaDoe  p*—  i;  d*où  résulterait  cette  conséquence  absorde, 
qu'une  même  Tdeur  de  x  rendrait  nuk  â  U  foid  «in  x  et 
cos  X ,  consécpience  détruite  par  cette  propriété  connue 

«in*  X  +  cos*  X  =  1. 

D*aprè8  ces  considérations  qui  résultent  encore  de  ce  qui  a 
été  dit  dans  la  note  ,  on  aura 

.i.x=»(.  -^)(.  -^)(.  — ^X-  -• ^)-- 

-=  (-ç)(-g)(-^)(-ê>  • 


Si  dans  cet  deux  fonnaleft  on  fait  x  = >  elles  deyiendront 

an 


m         THir/        ih 
sin — ir= — I  1 


« 

en  y  iaisaiit^  an  contraure^  x  =  ^ ^— ,   et   Remarquant 

i\  que 


.     (jt  —  m)fr         .    /i  ''^    \ 


m*- 

sin  i : —  ^ssinl-ir-—  —  ir)=  cos 

fin 


fl".  que 


(»— m)ir  /i  ^     \ 

cos  5 i—  =:cos  (-«• ir)=  sin 

An  \fi         fin    y 


fin 


il  viendra ,  en  transposant  les  formides  > 


cos 


fin*^  fin      \  4n»    /\  i6n'  / 

Décomposant  dans  les  deux  premières  formules  ^  les  fadteurs 
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da  second  degré  en  facteurs  du  premief ,  et  réduisant  de 
plus ,  dans  chaque  facteur ,  Tentier  et  la  fraction  en  nne  seule 
fraction  y  il  viendra 

m  X    m    an— m    sai+m     /^ — m     /^^^ik 


sin 


an  a  '  n  '      a/i     '      an  éçn,     *      ^^ 

m     n— m     /i+m     5n— m     3/i-f-iii    5/»— m 

an  »      '      n      '      3n      *      3n      '       Bu. 


•      »»        •  • •  ecc«  "k 

on  7n  7n 

séries  dont  les  facteurs  tendent  vers  Tunité,  et  sont  alter« 
nativement  plus  grands  et  plus  petits  que  cette  limite 
commune. 

En  faisant  subir  les  mêmes  transformations  aux  deux  der- 
niers développemens  >  ils  deviendront 

m  m    an— m     ïmArm    An-^m     An+m 

iin  —  îT  =  —  . .  — =! —  .  -ï-^ .  ^  g'     ■ 

an  n         n  on  on  5a 

6n— m     6n+fn 


5n  jn 


.  etc. 


m  îT     n — m     n'\-7n     5n — m     3n+^ 

cos  —  «•==  —  ,  .  ■ .  -  .  — . 

an  a         n  an  an  4n 

5n — m     5n+m 


.  etc. 


4^  6n 

Divisant  alors  Tune  par  Tautre  les  deux  expressions,  soit  de 

sin  —  TT  ,  soit  de  cos  • — ,  il  viendra  également 
an  an  ° 

aa4    4^688ioio 

133557799      11 

expression  de  la  demi-circonférence  donnée  pour  la  première 
foi:j  par  Jf'allis  y  dans  son  Arithmetica  infinitorum. 

Voyez  sur  les  conséquences   à  tirer  de  ces  formules  ,  les 


ALGÉBRIQUE.  465 

chapitres  IX  ,  X  et  XI  du  premier  volume  de  Y  Introduction 
<z  r Analyse  infinitésimale  d^Euler,  ouvrage  dont  on  ne  saurait 
trop  recommander  la  lecture^  ceux  qui  veulent  connaître  toute 
la  fécondité  de  Tanalyse. 

i3o.  Les  formules  trigonométriques  que  nous  allons  démon*- 
trer ,  sont  nouvelles  ou  peu  connues. 

Soit  ^(n)  une  fonction  quelconque  d*un  nombre  n  essen- 
tiellement entier  et  positif  :  notons  par  P  [^  {g ^)!]  >  1^ 

produit  de  toutes  le»  valeurs  que  reçoit  la  fonction  ç  (n)  , 
Jorsqu*on  y  met  successivement  pour  n  les  nombres  naturels 
consécutifs  g,  g  +  i  f  g  -h  ^ ^•-  ^^^^ 

Cette  notation  admise  ,  le  théorème  de  Cotes  (cbap.  XI)  donne 

aH"  —  aa*"a;**»  cos  ç  +  a^"* 

=  P  I^X^dl  flflXCOS  -i ^^  +o'jC)  i 

('*')  Si  Ton  remonte  à  U décomposition  dcmontitfe  (  cbap.  AI),  du  trinôme 

X*  ■  —  ajc"  cos  #  +  I  , 
en  factems  du  second  degré,  dans  le  cas  particnlier  de  m  =6,  on  trouvera 

x«»  —  a**  cos  #  -f-  1  = 

f  x' —  2x  cosg  -h  I  j  (x* — axcos  -h  i  jr**— axcos?— ^jî-f-i  j 

(x-xr  co.  Î:^+,  )  (x-a,  co.!:^-. ,)  (x.-„  co.  ?±p  + .) , 

et  l*on  remarquera  que  les  factenrs  trinômes  inférieurs,  rcpètent  les  %u\)V' 
rieurs,  Àanf  le  signe  du  terme  du  milieu,  ensorte  qu^on  a 

X*  —  ajT  cos  — ;r —  -f-  I  =  X*  +  ax  cos  -  -h  I  , 

0  o 

•  -»-8x  .    ,  f-f-s^r    . 

X»   —  OX  cos  :: -f.    I    =  X«    +  2X  cos ^   I 

X»  —  2x  cos  ï—g 1-  X  =  X»  +  ax  cos  — g 1-  i , 

remarque  facile  h  gàicraliscr  et  tut  laqneUe  repose  la  dccomposiiînn  c'uoncc>* 


466  ANALYSE 

P  désignant  le  produit  <k>iaiiiuel  dttfacteur  dntre  parentbtei) 
en  prenant  les  multiples  de  w  depuis  zéro  jiisqii*â  a  (m  -^^Op 
ce  qui  est  indiqué  par  a  (o. .  .m  —  i*).  Si  Ton soppote  azsx, 
cette  formule  dfrient 

iu;<-(xr-co»»)=p{a»'[i±co»''^°-     •^~'?*-*-n}. 

Si  Ton  fait  sortir  de  dessous  le  signe  P ,  le  ficteur  ax*  qra 
deviendra  ,  en  dehors  >  o^jp^»^  en  observant  qtie  lu  noad» 
des  facteurs  du  second  degré ,  est  am  ,  et  «i  l'on  ohune 
que  1  —  cos  ^  ==  a  sin*  ^  f  ^  on  aura ,  après  la  divnîoa 
par  4^^  > 

•••1            «iii-^nn   -à-        a(o....m — i)«-4.f--| 
8m*iç  =  a"— .P|^i±:cos-^^^ — -i-ZJ'J, 

c'est-à-dire , 

.  .  .            •«.-«  T*  r"     •         a  (o. . .  .m— i)»-  +  ^"l 
sm»i  f  sa^^-^.Pj   i+cos-i i—JlZ\ 

...  «--.Tir  ^a.(o...m — Oir  +  ^l 

in*ia  =  a**^.PI  i— cos* — ^  ■  ^     ^^  t   • 

L  am  J 

.p  j^sin^  a.(o....m-i)^+^J  ^ 

et,  en  extrayant  la  racine  carrée  , 

sini^rrra*"-"*.?     sin— ^^ ^ — -!-i  L 

Posant  ^  =  2^',  il  viendra 

sin  ^  =  a"*   *  ;  P  1  sm  ^ !— I-  |  : 

si  Von  développe  le  second  membre  de  cette  équation ,  et  qu'on 
supprime  l'accent  de  ^\  on  trouvera 


ou 
sm' 


Q«m— a 
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i    •••  «*i    •    f    •  «H^    •   2ï«'-f-^        »    (m— à)ir4-^ 

Bmf=a**'.«m  -^.3111—^-^.8111  — -^..  ..srn^ — î-^ 

m  m.  7K  ni  * 

.am -^ 1^1  j^ 

,    Mais  comme  >  en  général , 

ain  — — — ^— — —  3=  em  — —  ^ 
m  n» 

on  pourra  encore  donner  an  développement  précédent  la  forme 
suivante , 

.èm^  =  a*^*.«in— .«in -.in  «m 

TU  7n  711.  m 

m  ^  '  • 

Si  dans  Je  développement  (i),  on  fait  f  =^ir,  et  dans  le 
développement  (&)  >  f  ^=  ^  s*  >  on  aura 

„^.     .     1 .    ir     .     5     iT' 

1  =fl"*-^  .sm-*-,  -.sm—  .  -. 


.    am— 3    X 

• .  sm  — —  .  - 

77»    a       m    a  771        a 


.     3771—1     îT  ._. 

771        a  ^  '* 


,         ^    .      1      r    .     3     ir         ,  am— 3    «• 

i/a  =  a".8m .  -.sm .  -•  ...sm .  - 

^  3771    a        am    a  3771       a 


.    a7n — 1    w  ,„ 

.sm-— —  .  - (4). 

3771        a  ^^' 


Si ,  pour  plus  de  brièveté ,  on  concentre  les  dévelojçemenâ. 
(3)  et  (4)  ,  en  multipliaçt  par  a  les  deux  membres  de  Tidentité 
(3) ,  on  aura 

a  =  ,«.P[_«u.  .cj (5). 

y  -.T»r"'     3(1...  .77*)-  1      ir*n  -^ 

,/a  =  a-.P  [_8m-i ^ .  -  J (S) , 

et  du  rapprochement  de  ces  deux  formules ,  on  conclut  qu'on 
obtient  la  racine  carrée  de  a,  en  changeant  dans  .la  prenuière^ 


ar  en  -! 

a^  » 


3o.^ 
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Si  Ton  carre  la  formule  (6)  ,  et  qu  on  égale  le  résultat  à  (5), 
on  trouvera ,  après  les  réductions  , . 

L  ^m  aj  L  am  aj 

ou ,  en  se  rappelant  que  sin  a^  =  a  sin  ^  cos  Ç  y 

a*».?     sin*— ^ ' .- 

L  a/n  aj 

-.p     .    a(i m) — I    «•        af  1 . , .  .m)— i    «•"! 

=  P     a  sm  — ^ -i .  -  cos  --^ •  ~  i  ; 

L  2m  a  am  aj 

mais   en  obsen'ant  que  a  est  m  fois  facteur  sous  lé  signe  P 
dans  le  second  membre  ,  on   pourra  diviser  par  a"* ,  ce  qui 


donnera 


L  a/n  aj 

L  2/M  a/  L.  an»  aJ 


ou  encore  , 


P  rsiniil:^'-)=li .  n  X  Pf^n  2lliiiIî2=L .  n 

L.  2//1  aJ        L  û7»  aJ 

_n.   a(i...m) — 1    sr"!      -P      a(i..   m) — i    «■"! 
=  P     sm-^ ^ .-     XP     cos— ^^ .-L 

L  2771  2  J  L  27»  a_J 

et  après  Ja  ûivision  par  P     sin  — ^ .  -  1  ,  il  vient 

P.    a(i...m)— 1    îr~|      _P       p.(i...7n) — i    ît"! 

P    sin -^: .-  \^=V\   cos-^^ — .-    (7); 

L  a^  iiJ         L  2//1  aJ  ^' 

d*où  il  suit  que 

P     tang-X L ...     =1. 

Posant 

9r  j,    ,  TT  »•  —  Sa» 

-- —  r=r  A>  ,         Q  ou         771  =  -—  ,  2//1  —  1  =i . 

4771  4^  2tf» 

substituant  dans  (7)  et  développant,   on  aura 

sin  « .  sin  o<v .  sin  5*» . .  .  .  sin  (  i  «•  —  •  ) 
:=  cos  « .  cos  3« .  cos  5* . . . .  cos  (  î  ;r  —  »  ) (8). 
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Si  Ton  divise  le  premier  membre  de  (8)  par  le  second  y  et 


v^ce  versa ,  on  aura 


tang  «.tang3«.  ...tang  (i*-  —  #) 
=  cot  iw.cot  3«.cot5« cot  (^x  —  •)  =  1. 

L* équation  (4)  revient  à  la  suivante^ 


— - —  .      X      .   3îr     .    5»"  .    (  am  —  1  )  «• 

i=a  *    sm  7— .sm-r— .sin-— sm -^ ; ^ — : 

x^m        /^m       4771  4m 

51  Ton  remplace  m  par  -r-,  et  qu*on  ait  égard  à  Téquation  (8)  y 
la  précédente  deviendra 

<-^-— =z=sin«.8in3«.«.sinQir — «)=cos«.cos3««..cos(r«^-»«')« 

0 

L*équation  (1)  divisée  par  sin  — ,  donne 

TU 

*^"  ^  m-i  •    «•  +  ^     •    2«*  +  ^  .    (m l)ir  +  ^ 

^  '        771  771  m 

ain  — 
m 

Faisant  dans  cette   équation  ç  =  o  >  et  remarquant  qu*alora 

oji  doit  avoir =  771 ,  d'après  les  développemens  en  séries 

sm — 

771 

de  sin  ^  et  «m  —  ,  on  aura,  après  la  division  par  fl*""*,    • 

771  .flr.âff-.Ssr  .(771— i)»" 

=  8m— .sm — .sm  —  .....sm 


a"»—»  771  771  m  771 

Posant  —  zzz  tt ,  d'où  m  =  -  ,  il  viendra 

m  m 

-  =  sin  «.sin  a«. sin  Zm sin  (jr  —  *» ) (g). 


1 

.2* 


Or  771  étant  mi  nombre  entier ,  -  doit  être  un  tel  nombre  1 
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e'eat-à>âire  qne  •  doit  être  un  sonmuhiple  de  «  :  à  de' plus' >  ni 

est  un  floumultiple  de  -  >  m  sera  un  nombre  pair  de .  fols 


dans  s*  2  et  conséquemmeiit  ^  sera  un  noml^e  pair  ^  et  -  —  i 

un  nombre  impair  :  mais i  est  le  nombre  des  facteurs  de 

la  série  (9) ,  ce  ({ue. montre  clairement  la  série  précédSente  d*oà 
on  a  tiré  celle-ci  :  et  le  facteur  moyen  ou  équidistant  des  facteur» 

extrêmes  sin  *  et  sin  f-  — -  1 J  » ,  est  sin  -  =  1  :  de  plus  , 
les  -^^ 1  facteurs  situés  à  la  droite  de  celui-li ,  sont  ret* 

peedrenient  égaux  aux ^  i  fMteurs  situés  à  sa  gauche  « 

puisque  la  somme  des  arcs,  également  distans  des  extrêmes  j 
est  égale  à  ir.  Donc  ea  extrayant  la  racine  carrée  des  deux 
membres  de  (9)  ^  il  viendra 

=  sln<».  sin 2kl».  sin  3* siû  (i*"—  •) 

«.2*       =cos «.cos a«.cos  3« cos(^ir—  #); 

d  où  Tofa  tire  encore  • 

{=  tang«.tanga#.tang3«i tang  (^x— «#)l 
=  cot  #  .  cot  2#  . cot  3# cot  (I  «•  —  •  ), 

Lorsque  m  est  impair  ,  d*où  il  résulte  que  m—  1  est  pair,  ainsi 
que  le  nombre  des  facteurs  de  la  série  (9)  ,  alors  -  est  aussi 

,  un  nombre  impair ,  et  m  n*est  pas  un  soumultîple  de  ^  «-  :  dans 
ce  cas ,  le  second  membre  de  T équation  (9)  aura  un  nombro 
pair  de  facteurs  ,  et  sa  première  moitié  dont  le  dernier  facteur 
sera  sin  \{ic — «),  sera  égale  à  la  seconde  dont  le  premier  facteur 
sera  sin  i  (5r+  *»)*>  extrayant  donc  la  racine  carrée  des  deux 
membres  »  il  viendra 

=  sin  •».8in2#,sin  3«.. . . ,  .sinj  (tt-^  #}. 
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Cqs  rechercbes  sont  dues  à  M.'  Dubourguet  qui  les  a  consi-^ 
gnées  dans  le  i**^  numéro  du  IIP  volume  des  jénnales, 

i3i.  Nous  donnerons^  en  dernier  lieu >    la   démonsti^tion 
de  cette  série  curieuse  qui  est  encore  due  à  Eukr  : 

i  x=  f  sin  X  —  I  sin  ax  -f-  ïï  ^ùi  3x  —  ^  sin  4^  -f-  etc. 
On  sait  que 

/(i  -J"^)  =  ^"" h  "çT  —  etc.  , 

/  désignant  un  logarithme  népérien  :  conséquenmient , 

■  =(— j)-i('*-?)+K''-p)''"- 

=  (x— a:"')— î  (^*—  ^"*)  +  î  (JT*  — a?"^)  ,  etc. 

Soit  X  =  c*^-"* ,  d'où  ix=  «  |/""  1  >  on  a 

z }/—  1  =  (  é^-'^e-"^-})  —  i  (  e»«»^-»—  é-*^r') 
4>j  (eW-.  _  ^-w-i )  _  etc.  : 

divisant  par  a  ^ —  1  ^  on  trouve 


i  z  = -7 •  —  '  I ; 1  +  etc*  : 


mais  on  sait  que 

=  sin  mz  ; 


^uV^t  .^  g 


donc^  en  changeant  z  en  x^ 
.    ïX  =  |sînx  —  îsinar+^smSx  —  isin4jc+  etc. 
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CHAPITRE  XXm. 

Sommation  des  puissances  des  termes  et  une  progrès* 
sion  par  équidifferences ,  des  nombres  Jîgurés  ,  de 
'  leurs  inverses  y  et  des  produits  de  la  forme  i  •  2  •  3..  .p, 
1.2.5...  (p+i),  etc.  Des  sommes  des  produits 
differens  quon  peut  former  avec  tous  les  termes  Jtune 
progression  par  équidifférences  ,  pris  2À2,  3à5, 
4^  4  9  ^^^'^  ^^  résolution  des  équations  dont  les  ror* 

.   cines  forment  une  telle  suite. 

i3â.k3oiT  la  progression  arithmétique  a,  b,  c>  d,  ».  ,k,u  , 
ensorte  qu*il  s'agisse  de  trouver  la  somme 

a*«  -J.  6«  -|-  c"  +  rf*  -f-  etc.  ,       R"*  +  u", 

m  éîant  un  nombre  entier  et  positif  :  par  la  nature  de  la  pro- 
gi'esaioa ,  on  a 

b  zzz  a  +  l 

c  =z  b  +  ^ 

d  =  c  ^  ^ 


u  =  k  +  ^ 


^  étant  la   diJFérence  constante  ;  d'où   on  déduit  les  égalités 
suivantes  : 

i-  =  a«  4.  ma'^-"^  +  m(m  —  i)  ^„_^^^  ^  ^^^  ^ 


c^ 


=  i*  +  mi"-»;^  +  "^^"^^'^   i"«-»<^»  +  etc. ,     - 
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u"  =  A"  +  mhr-'^  +  ^^^^^'^  hr^i^  +  etc. 

a 

■ 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre  >  et  effaçant  les 
termes  commmis  y  on  aura  ,  en  transposant  a*"  dans  le  pre* 
niier  membre  , 

u«—  a^zzzmi'  {  a'"-»4. i""»  +  c"»-'+  etc 4-^"-'  ) 

+   ^    (^  ~    O  j.a (^m-.^  Jm-a^  €•"-•+  CtC +ft''*-*  ) 

^m(m-i)(m-2) ^  (^m-3^^-3,|.^-^,^  etc. . ,  .^ft^^^) 
+  etc. 

Supposons  maintenant  ^  pour  plus  de  simplicité ,  que  les 
sommes  <les  puissances  successiyes  de  chacun  des  termes  de  la 
progression  ci-dessus  y  soient  représentées  par  S, ^  S»  ^  .S3 . . .  ». 
Sm^i  I  5m  ;  réquation  précédente  deviendra ,  au  moyen  de  ces 
abréviations , 

vr  —  aJ^  =  m^{^S^,  —  vr'')  +  ^(^—0  J^(Sm^^— u"»-«) 
H ■     ^  g ^^^(Sm_3  — tt'»-3)  +  etc....(i). 


Cette  équation  nous  fait  connaître''  la  relation  entre  les  sommes 
des  différentes  puissances  des  termes  d*une  progression  arith- 
métique y  et  par  conséquent  elle  donnera  Sm.i  >  lorsque  les 
sommes  S,  ,  Sa>  S3. . .   Sn^-^  seront  connues. 

Nous  observerons ,  à  l'égard  de  cette  m^thod^ ,  qu'on  est 
obligé  pour  calculer  chaque  somme ,  de  connaître  les  sommes 
précédentes.  La  méthode  suivante,  due  à  Thomas  Simpson  , 
est  exempte  de  cet  inconvénient. 


1 
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On  a  pu  observer  sur  la  formule  (  i ),  que  S^^^  dépendde 

u*  et  des  puissances  li^^  ^  u*"* u*  ;  et  qu'ainsi;  après 

avoir  remplacé  u  par  sa  valeur  a  +  (/i  —  i  )  /",  la  somme  des 
puissances  m —  i  des  termes  de  la  progression  ordomiée  par 
rapport  aux  puissafices  de  n ,  sera  de  la  forme 

A'/i-  +  B'/i— •«  + +  P'n , 

lès  coediciens  indéterminés  A^  B^ F  étant  indépendans 

de  II  :  on  pourra  donc  supposer  y  par  analogie , 

S«=a-  +  (arf/^)"+(a+î^)"4- +  r«  +  ('>-0  J^]* 

=  An*"-^*  +  B»»  +  Cit-^»  + +  P/i.....(a), 

A  >  B ,  C P  étant  pareillement  des  coeificiens  indépendans 

de  »,  qu'il  s*agit  de  déterminer.  Si  Ton  suppose  la  progressiom 
augmentée  du  terme  a-^-ni"  ^\t  nombre  n  deviendra  ii^x  ^ 
et  l'identité  (a)  se  changera  dans  celle-ci , 


=A(«+i)"^*+B(ii+i)-+C(is4-i)^»..  •  .+P(i»+0.. .  .(3): 

retranchant  (2)  de  (3) ,  on  trouvera 

{a  +  /I<^r  =  A  [(/i-h  0"^'—  »'^*3  4-B[(ii+  1)"*— »■] 

+  c  [(/i  + 1  )"»-»— rt"»-»] +  p. 

Si  Ton  fait  les  développemens  indiqués ,  qu'on  ordonne  de 
part  et  d'autre  suivant  n ,  et  qu'on  égale  les  coefficiens  des 
mêmes  puissances  de  n ,  on  parviendra  aux  égalités 

i.a  II 

i,a,3  i.a  '      1  i.a  * 
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1  i.fl.5  * 

etc.  , 

desquelles  on  déduit 

B=a/«-_iîi±lA, 

â 

a  a  i.a.3       * 

^_m(77»— i)^j^,^     yn^i^     7fi(mp-i)p     (m+i)m(mr-i)  ^ . 
i.a.7  a  i.a.3  i,a.3.4        ' 

etc. 

Si  dam  ces  formules  on  fait  snccessiTement  m  =  o  »  =  i  >  s=a; 
r=  3^«4Btc.  y  et  qu'on  substitue  les  valeurs  conrespondantes  de* 
A ,  B  ^  C ,  etc.  dans  (a) ,  on  trouvera 

ç        J^    ,   ,       ao— ^ 
a         '  a 

S.__n  +J^_-n  +  g », 

Sj=-r-n4  4-/^ /i^  +  J^ r— -ï- —  n* 

4    .  ^  4 

,  aa'— 3a**+fl/» 
H jj n, 

5i  =  -=-ii^  +  /'3— /i*4-  ^ 5 — ^ —  » 

D  a  o 

,   .ao^— 3a»*-Hi/*  .  ,  3oa*— 6oa3/^+3oa*/'*— J^' 
+/' j ii*H ^ II  > 

3^  âm  etc. 
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S*il  s'agissait  de  la  snite  des  nombres  naturels  i^  â  ,  3/ 

4 riy  on  aurait  a  =  ^=  i  >  et  les  sommes  ci-dessus 

deviendraient 


I 


S.=  n 


S.=in«+i/» 


n 

1  \ 

i.a 


S.= 


Ss= 


in+^^n+^n -. — -^ 

ni+ 1  n^+ 1 71* =  — i^- — i. 

4 


(4). 


S^= 


'^+â»^+3'»-3T'^- ^737^^5 ■ 

etc.  / 

Ces  formules  ,  en  y  faisant  ji  =  122  ^  donnent  65o  pour  la 
somme  des  douze  premiers  carrés  ^  6084  pour  celle  des  douze 
premiers  cubes  ,  et  60710  pour  celle  des  quatrièmes  puissances 
des  douze  premiers  nombres  i ,  a la,  etc.  • 

Dans  rhypothèse  de  a  =  1  ^ 

s.  =  J  [a  +  (n-  0^3  =  »  +  J  («-  0  J^: 

maintenant  on  aura 

K  o  71*4"'*  7l(/l4-l)  ,     ^ 

pour  J"  =  1...S,  =      ^     =  ^  ^  ^ (i*»). 


<r  =  2 ...  S,  =  71*. 


(n 

c^=3...S,=  n  +  l(n*  — n)  =  ^^i^ (5% 

^  =  4,  .,St=^  n  +  î^  (/i* —  n)  =  271*— 71 (40> 


etc. 


ete. 


etc. 


Si  dans  (i°.)*oii  fait  successivement  71  =  1,  =  2,  =3,  =4i  etc.. 
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Dn  aura  cette  suite  de  sommes , 

1  ,       3  ,      G  ,       lo  ,       i5  ,      etc. 

Ces  nombres  ont  été  nommés  triangulaires  ou  trigonaux , 
parce  qu'il  est  possible  de  disposer  en  triangle  équilatéral  , 
un  nombre  de  points  ,  égal  à  celui  des  unités  que  chacun 
d'eux  renferme. 

La  formule  (2^.)  donne  ^  par  les  mêmes  substitutions^  la 
suite 

1  ,       4  ,       9  ,  •    iÇ  ,       25  ,      etc. 

Ces  nombres  ont  été  nommés  quadrangulaires ,  parce  qu'il 
est  possible  de  disposer  en  carré  un  nombre  de  points  ^  ^gal 
à  celui  des  unités  qu'ils  renferment.  Chaque  terme  de  cette 
dernière  suite  résulte  de  l'addition  d'un  certain  nombre  de 
termes  de  la  suite  des  nombres  impairs  ^  à  partir  de  l'unité 
inclusivement. 

La  formule  (3°.)  donne  la  suite  des  nombres 

1  ,      5  ,      12  ,    '  22  ,      35  ,      etc. , 

qu'on  nomme  pentagones ,  à  cause  d*une  propriété  analogue. 
Les  nombres 

1  ,      6  ,      i5  ,      28  >      45  *      6G  ,      etc. , 

donnés  par  (4^)  ^  sont  nommés  hexagones, 

La  formule  (a)  obtenue  ci-dessus ,  sert  à  trouver  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes  d'une  suite  dont  le  terme 
général  est  exprimé  par  des  puissances  entières  et  positives 
du  nombre  des  termes.  Supposons,  en  effet,  que  le  terme 
général  d'une  suite  soit  ânF ,  p  étant  im  nombre  entier  et 
positif,  a  un  coefficient  connu  ,  n  le  nombre  des  termes ,  qui 
devient  en  même  temps  le  terme  général  d'une  progression 
arithmétique  :  la  suite  sera 


■.  1 
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puisque  chaque  terme  doit  se  déduire  du  tame  général  ^  eujf 
faisant  successiyement  ii  =  i  ,  =a  ,  =^4>  ^^*  '  on  aura  donc 
pour  somme 

a[i''+a^  +  3^  +  4'+.  • .+  n^  ]  =  oS^  ; 

mais  on  peut ,  an  moyen  de  la  formule  citée  ou  des  formules 
(4)  1  évaluer  Sp  :  on  aura  donc  résolu  la  question. 

Si  le  terme  général  était  an^  +  bn^,  chaque  terme  de  la 
suite  à  laquelle  il  appartiendrait ,  se  composerait  de  la  sonune 
des  termes  de  même  rang  que  «les  deux  suites  qui  auraient 
chacune  pour  terme  général  an^  et  bn^  :  or  la  somme  des 
termes  de  la  première  suite  est  aSp ,  et  celle  des  termes  de 
la  seconde  est  bS^  ;  donc  la  somme  des  termes  de  la  série 
proposée  est  aSp  Hh  ^f  •  * 

On  voit  ^  engénéral^  que  si  le  terme  général  d'une  aérie»  est 

anF  -|-  bnl  -f-  en'  +  «te.  , 

la  somme  des  termes  de  cette  série  ,  sera 

aSp  +  45^  +  CSr  +  etc.        • 

*  Soit  pour  exemple  ,  la  suite  des  nombres  naturels 

ii  ^ y  3|  4>  5.«....n: 

le  terme  général  étant  r=:  n  ^  la  somme  de  tous  les  termes  sera 
=  S.  ;  mais  ici  a  =  i'^z  i  ,  et  la  formule  (i*^  doost 

ç  n(7i+i) 

a 
Soit  la  suite 

1 ,  3  ,  b  ,  10.....*-^ — i — i: 

puisqu^on  a  pour  expression  du  terme  général , 

n(n  +  1  )        n*    .    n 

'     :; —  =  T  +  r» 
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la  somme  tera 


a~2\        1.2.3         /  ""  i.a.3 


Soit  ^  pour  dernier  exemple ,  la  suite  des  nombres  p3Ta« 
niidaux 

,                              n(7i-f-  O  (»+  2) 
^'^'•°'^° ■         ..a.3 ■' 

dont  le  tenue  général  est 

on  trouvera  pour  la  somme  d'un  nombre  n  de  ces  termes , 

Ss     5S>     flS,_n^-f6yi3+iiyi»-4-6yi_ii(n+iX^+Q)(/i+3). 
6"*'a'*'6""  1.2.3.4  1.2.3.4 

On  voit  donc  que  la  somme  d*nn-  nombre  n  de  termes  dv 
chacune  de  ces  suites^  est  le  terme  général  de  celle  qui 
suit  ;  enaorte  que  les  termes  de  celle  -  ci  sont  les  sommes 
successives  d'autant  de  termes  de  la  série  précédente ,  qu'il  y 
a  d'unités  dans  l'indice  du  terme  sommaioire.  Les  nombre» 
ainsi  formés  se  nomment  nombres  Jigurés, 

Les  nomlmeB  natarels  scmt  appelés  nombres  Jigurés  du  pre^ 
mier  ordre  :  les  nombres  triangulaires ,  ou  les  sdmme»  des 
nombres  naturels  ^  sont  dits  >  nombres  Jigurés  du  second  ordre  .- 
les  sommes  des  nombres  trifogulaires  ^  c'est-à-dire ,  les  nombres 
pyramidaux ,  sont  les  nombres  figurés  du  troisième  ordre  : 
les  sommes  des  nombres  pyramidaux  forment  les  nombres 
figurés  du  quatrième  ordre  ^  et  ainsi  de  suite. 

1 33.  Si  on  renverse  les  expressions  des  nombres  figurés  j  on 

aura  les  inverses  de  ces  nombres .  Ainsi  l'expression  générale  des 

*'  .  2 

inverses  des  nombres  triangnlaines  ,  aéra  —7 — ; — r  :  celle 

°  n(/i  +  1  ) 
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i.a.3 


des  inyenes  des  nombree  pyramidaux,  sera  — - — ,  \  * — ; — , 

i»(n+i)(n+fl) 

Cherchons  les  sommes  des   inverses  des  nombres  figurés* 

Désignons  par  S'  la  somme  des  inverses  des  n  premien 
nombres  triangulaires  :  on  a 


1 

1 

1 
3T4 


1 
1 

1 
2 

1 
3 


1 
3' 

1 

6' 


1 

1 

— 

1 

(n—i)n~ 

n — ^^1 

n 

1 

1 
n 

— 

I 

n(n+i) 

n+i 

ur  somme  1 

n 

1 

—         Pf- 

+ 

1  •** 

ç»  —  «  ^1 

1 

N 

somme  qui  tend  vers  a  à  mesure  que  n  augmente. 

Soit  S*'  la  somme  des  inverses  des  n  premiers  nombre» 
pyramidaux  ou  des  nombres  figurés  du  quatrième  ordre  « 
qui  sont  1 

i.       1  1  1 

on  a 

_i_  =  1  f-^ -~\ 

1.2.3        2  [^1.2        2.3J* 


1.3.4        flLa.S       3.4J* 


algébrique;  4gi 

» if-L-  — li-l 

,  54?5~aL3.4       4.5J' 

:  »  . 


donc 


3  * 

aomme  qui  tend  vers  ,  à  mesure  que  n  augmente* 

s  1  .22  '      . 

On  trouve  de  mênïe  que  la  spmme  S*^  des  inverses  des  ti 
premiers  nombres  Ggilifés  du  quatrième  ordre  >  est  '  '  ' 

~       5       Li.a.3       (/i+i)(/i+3)(ii+3)J'    • 

la  somme  S^")   des  n  premiers   nombres  figurés  'du   m'*^* 
ordre ,  est      , 

i.fl.3...mf"'  1 •  I  **] 

(m — 1)   Li.a.3.,.(i»^^i)       (n+i)(n-^a)J..(ii-+-m— i)J* 


m 


somme    qui  a  pour   limite . 

«    -  • 

Voyez  star  6e  point  de  Aéorie  »  un  mémoire  de  H.  Hergonnel 

dan!f  le  n^  IV  du  tome  TV  des  Annales  de  Mathématigùes. 

i54'  I^  fe|mAil[mTtntee  nous  «ftroot  utiles  dans  le  dernier 

cbapitre  de  cet  ouvrage.  Soient  .      .  '      . , 

S.  =  i-|-fl4-3-|T.-- .:.-....+ m" 


:    ...'•■ 


S,  =5 1  .a.3 . .  .p+a.3.4,. .  (p+O+3.4.5 . . .  OH-a)+., 

. . .+  m(ni+i)  (wi+a).' (p+ni— 1) 

3ji' 
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il  s'^t  de  prowrer- qo'oB  doit  «?oir 

S.  =  im(m+i) 

S.  =  ip»(m+i)(m+a) 


S,  :^  jpp  »(nH-0('H*aX«H^-^'»'+«»— *KM*X 


A  cet  effet,  àïïpipotooÈ  qae  cette  loi  ait  éti  rérifiée  pocer 
let  m  — - 1  prètiU^  tiitatti  4b  la  dernière  suite  ^^  de  manière 
qu'on  ait 

1.9.3. . .  «p  +  a«3.4«  •••(?:!*  i)-i-^«4*S«  •  •  .(p  -f  a)  4-r*** 
on  aura  alors 

S, = rx7  ('^•"*)  "*  (M-O  (*»+•) (n«rfp— 0 

+m(m  +  i)(iii+a). ,(m  +  p  — O; 

c'est-i-dîre , 

S,=~m  (m+i)  (m+fl).. .  .(ai+p— i)K«— 0  +(P+0] 

n  est  donc  protnré  qne  la  formule  serait  Traie  pomr  les  m 
premiers  termes  de  la  suite  ,  si  elle  Tétait  pour  les  m  — ^  i 
premiers  S  or  »  ii  eA  aisé  de  se  convaincre  qu'allt  art  yni» 
pour  les  deux  premiers  ;  car  on  a    ^ 

1  .a. S. . . .p4-a.3.4 . •  •  .(p+0  =  û'3.4« •  •  -P (i  |p  |  i) 

=^a-3.4-..p(p+0(p+a)f 


m 
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oe  fpn  répond k  ms&m  Ativi  PtxpTMrioft  de 5^  est etitete, 
et  il  en  est  de  même  de  celles  de  S,  »  S^^  Sj. . . .  qui  û'etf 
sont  que  des  cas  peiticaliers. 

En  égalant  entrée»  lès  seconds  membres  des  identités  (i) 
et  (e) ,  on  trouve 

+  (m^i)  +  (m^a)  + S  J^a^,,  ^S  Ç^.-f '? 

i       e 

m+a*m+i    m 
m-f-a    f»+i    m   ,   m+i    m    m— i  ,        .    ^  , 

1  a       ^ï^    4 

etc« 

i35.  Cherchons  actnèllement  les  sommés  4^|M4ni&i-dlffë- 
rens  qo*on  peut  former  avec  tons  les  teh^es  4f  me  série  par 
éqmdifférences  >  pris  deux  i  deux,  trob  i  Irois ,  ^latre  à 
quatre ,  etc.  I 

Soit  la  suite  de  termes 

a+h,    a+ift»    o4*â>    ^  +  4h «-f(»  — 0**! 

ai  on  fbriAe  lae  équation  dfiit  les  rOi«M  Mitât 

m 

«t  qn'on  «n  désigae  !«•  coefficiaot'  iqcBwft  par  À',  A%^ 
jr. . .  .AiC*-*>,  on  anr»  ridenthi   ' 


lAquidli  A',  A*. . .  .A(*~0  MNOt  Iw-pradait*  qi 

St.. 
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d'éyjdoer.  Uidentité  précéchnte ,  éù.  y  écrivant  «-|*  A  pour  x» 


(a:  +  A)— «+A'  (x+ A)— +  A'  (x  4-»)"-^  +. . . . 
=  («+o  +  «*)(^+a  +  3A) (x+a4-mi)....(a): 

qu*on  multiplie  (i)  par  x  +a  +  7nh,  et  (a)  par x -)- a -|- A , 
et  on  aura  ces  produib  iden^ques  , 

(x  +  û  +  mA  )  [x»-»  +  A'a:--*+  A'x»-« +....+ AC--'>] 
=  (X  +  a  +  A)  C(x  +A)— ;  +  A'  (x+A)-^ 

4-A'(x+ A)«-^ .  ..+AC— 0], 

qu*on  peut  écrire  sous  la  forme  , 


x"4-A' 
+  a 
+  mA 

::  )+  A<-^>tt 


+  A'a. 
+  A'mA 


x"-^'+  A* 
+  A^d 
+  A'^mA 


X  +  AC-^0(a  +  mA) 


-  >♦ 


.  ( 


=  x"+  mA 

+  A' 
-f-a 


^^,^m(m-i)^, 


+  [(m-i)(A'+a)]A 
+  A''  +  A'a 


x"" 


m(m>— i)(m— fl)  ^a 

1.2.3 


+  (A'+a)  A»-' 

+  (A''4.aA')A-* 
+  (A'+oA")  ft"-î 

I 

+  etc.  : 
comparant  les    coelCciens  des  méfies  puissances  de  x^    on 


+  (m  — a)(À''4-A'a)A 
+  A''-*-  A^a 


x«-^..+  A* 
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obtient  les  équations 

A*  +  A'a+  A'mh  =  "^"^'^'/t'  +  (m -  i)  A'fi 

+  (m  — 1)  aA  +  A'  + A'a, 

1.22.0 

i-.a- 
^  '+  (A*+  A'o)  (m— a)  A + A-4.  A'», 
etc. , 

dont  la  première  ne  fait  rien  connaître  :  on  déduit  des  sui- 
vantes , 

m 

A'  =  (ro  — i)«H \---Lh^ 

I  .a 

3 A*  =  (  I»  -  a  )  A'a  +=  ^'?^0  ("*^)  (  A'+  a )  S 

m(w— i)(m^a)  , , 
^"       TXB         '*" 

3A'  =  (m-  5)  A'a+^"^"^;^^  ( A'+ A'a)  fi 

_^0»=002z|teâ(A'+a)ft* 

Z  •  S  •  o 

.*        -■    ■  *     ■     ' 

+ 1:1:3:4 ^'^z  • 

etc. 

Si  on  fait  a=:  o  et  A=  i  ,  les  équations. précédentes  .don- 
neront les  produits  un  à  un  ^'  deux  à  deux  ^  trois  à  trois  ,  eto. 
des  nombres  naturels  ,  depuis  i  jusqu'à  m  —  i  y  et  on 
tcou?erft 


•  « 
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,     mÇin— O 

A  =  • 

i.a        ' 


l«a  "^  i.a.3 

m(m-ri)(m— a)(»— 3) 


+ 


i.a.3.4 
0(ni— 5)(m— ^ 


"*  Ï73ÏX4  ^ 

j^  m(iii— 1  )(ii>"ia)(iri--8)(jii^-n4) 

ftc., 

rim\t93»  dont  U  M  «t  bdle  i  MÛsir. 

Si  dam  la  {NnospMsîon  an^Vi^qœ  dont  on  est  parti  «  om 
«uppota 

a  -^  A  CEE  a'  ^       d*où      0  s;=  a'  —  A  j 

«t  si ,  de  pins  ^  on  change  m  —  1  en  m'^  on  aura  pour  nou^ 
velie  profrewion, 

eosorte  que  faisant  les  substitutions   ci-dessus   dans  la  pre^ 
mière  valeur  de   A',  on  trouvera ,  après  avoir  remplacé  A' 

par  m'(c^— .*)+^2-iii»,  et  effectué  les  réductions 

qui  ne  p^és^tent  pas  da  difficultés  j 

« 


ALGÉBEUQUE.  ^ 

Qu'on  8ii^q>08e  maûntenant  une  équ^on 


0*4.  A'a?^'  +  A'x""  4.  Arr*-3  ^  etc.  =  o  , 
dont  les  m  racines  fonnent  la  progression  arithmédqae 

a,    a  +  h^    a^îA a  +  {m'^i)h, 

la  même  qne  cî-dessns»  en  supprimant  les  accent»  de  a'*; 
les  coefliciéns  A\  A"  seront  des  fonctions  des  racines ,  telle» 
qne 

de  ces  éqaatîons  »  en  dédt|ira 


Connaissant  ainsi  le  premier  tenue  et  la  différenii  eona^^ 
tante  h ,  on  ponrriP  former  tons  )ea  ten&e$  de  la  progression  , 
c^est-à-dire^  tonte»  le»  racine»  de  la  proposée.  Posant  ^povr 
abréger» 

fm  ama  poar  les  1»  racines  >.  dan»-  fc  cas  de  m  nombre 
pair. 
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TU 

iQA'+Cm-S)*], 
m 


a=-l(A'  +  ft). 
»=-l(A'-r*), 

771 


•  ■  ■»     * 


• 


«s=— i-[A'— (m— 3)A3, 


■r=-l[A'-(m-i)ft3. 

Dans  le  cas  de  77t  nombre  impair  ^  les premières  et  les 

'«ernières  wieiuns  de  a:  étant  les  mêmes  que  ci-dessus» 

nous  ii*écrirons  que  lés  trois  valeurs  moyennes  ^sont 

771   ^ 

I    M 

'  *-        ^' 

'^^      ^awaM     ^^^^       ^^M^ 

m 

Faisons  quelques  applications  de  la  théorie  précédente  ,  et 
pr^^nons  d'abord  Téqyation 

X*  —  lojc^  -f.  i5x*  —  Box  — .  56  =  G  ^ 
pour  laquelle  on  a 

771  =  4  ,      A'  =  10  ,      A*'  =  i5  , 
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ffoà  résultent 

A  =  3>      a  =  —  7» 

ciMorte  que  les  racines  sont  —  7,  — 4>  '^  ^  ?  +2>  prO"* 
gression  par  équidifférences. 

L'équation  * 
x^  —  Gj:*  4-  SBx^  — 3oar'+ 1471^ —  fl358x  +  2907=  o, 

•  * 

donne 

m  =  6  ^      A'  =  —  6  ,      A*  =3  85 , 

c[*où  résultent 

A  =  a  ^/ — a  ,        a  =  i  —  5  V^a  ; 

les  racines  forment  donc  la  progression  arithmétique 

;      i-.5|/— a,      1— 5j/— a,         x  —  i/— a, 
1  4-   {/—  a  ,      1+3  v^—  a  ,      1  +  5  1/—  a  , 

On  trouvera  de  plus  amj;)les  détails  sur  cette  matière  ^  dans 
les  Elémens  d Algèbre  de  M.  Duboursuet. 
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CHAPITRE  XXIV. 


Décomposition  des  fiactions  nUionnelhs. 

i3(>.  vJE  chapitre  est  une  introdiictioii  an  smTanf  qai  tnite 
des  suites  récurrentes  par  rapport  auxquelles  la  recherciie 
du  terme  général  ne  présente  plus  de  difficultés ,  lorsque  la 
fraction  rationnelle  génécatrioe  est  déoonipoiée  as  ftarticwi 
simples  :  d'ailleurs  cette  décomposition  est  d'un  usage  très- 
fréquent  dans  le  calcul  intégral.  Nous  allons  dcmc  exposer 
les  métiiodet  alg^riquas  les  plus  simples  pour  l*effiBctiier« 

i3j.  Pour  opérer  oetta  déoompositjoB  d'une  fractbm  g ,  il 

&ut  y 

1^.  Que  le  numérateur  N  soit  d'une  dimension  moindre» 
au  moins  ,  d'une  unité  que  le  dénominateur  D ,  ce  qu'on  peut 
toujours  obtenir  par  la  division  ; 

a^.  Qu'on  ait ,  par  les  méthodes  exposées  dans  les  deux 
sections  de  l'algèbre ,  trouvé  les  facteurs  simples  du  dénomina- 
teur, ou  les  racines  de  ce  dénominateur  égalé  à  zéro*. 

Soit  donc  la  fraction  rationnelle 


D  ~  (a:-.«)  (x— «') [x— «C--«>]  * 

« ,  «....-..  .«C«i— 0  étant  des  racines  réelles  ou  imaginaires» 
mais  inégales  :  on  pourra  supposer 
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A»  A' AC^^O  étant  des  coefiiciens  constans  et  indétermw 

nés ,  fonoliobf  de  «  ,  d ...  .aC*^0^  «,  J . .  ..•^■^0.  En  effet , 
si  on  réduit  toutti  ces  firaetioos  au  même  déaomiiiateiir,  qa*on 
en  fasae  la  somme  ^  ce  qni  fournit  le  moyen  de  faire  dispar 
raître  le  dénominateur  D^  et  que  Ton  compare  lea  coefficiens 
des  mêmes  puissanoas  de  ;c ,  ou  aufa  un  nombre  n  d*équations 

entre  les  n  indéterminées  A,  A' AC"~''\  d*où  résulte 

la  possibilité  demies  étalucr  toutes ,  et  la  légitimité  de  l'bypo- 
thèse  précédente. 

Soit,  pour  exemple ,  la  firaelion 

dont  les  Ctcteim  ^îpiplts  d«  dénoninHeur  sont  x  ,  i  «—  x , 
-1 -f*x.  On  posen  donc 

i-f^      A    ,      A'      .      A* 

d*où  on  déduit  lldentité 

i  +  x-=A+(A'  +  A*)â:  +  (-A4-A'-A')x»;. 

«t  en  e^mpaiant  les  coeiSaieiis  des  mêmes  puissances  de  x , 
en  trouve 

A  =  1  .      A'  ?P=  1  ,      A'  an  ^  1  ; 

donc 

1  +x* £  1  I 

X  — X^         X  1— X         i+x* 

i38.  Lorsque  les  ftctama  dn  dénnnrinatey  seront  inégaux 
entr'eux ,  on  pourra  toujoun ,  par  la  noétbode  précédente ,  ' 
déterminer  les  numérateurs  des  fractions  simples  ;  mais  le  calent 
qu'elle  exige  devient  d'autant  plus  long,  que  le  degré  du  dé« 
Dominateur  est  plus  élevé.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  qni  va 
suivre ,  de  déduire  immédiatenient  de  N  et  de  D,  l'un  quel- 
conque des  numérateuiçs  A ,  A^ . . .  A(**0,  sans  faire  dépendre 


yfea  .'    ANALYSE- 

^a  Taléiir  de  celles  des  dénomioateun  précédées  V  .ccutame  il 
/urive  dans  la  méthode  ^que  nous  yenoos  d'espoter. 

Soit  X  —  «  on  des  facteurs  de  D ,  ensorte  qne 

D  =  (a:-«)S; 


'S  étant  le  produit  des  autres  dénominatenn  x-— i^ 

P 
S 


p 

X  —  «  ^"'0  :  si  Ton  représente  par  ^  la  somme  des  fiactions 


partielles ,  moins  la  fraction  ,  on  aura  Tidentité 

N_    A        P_AS4-P(J^— •)_AS  +  P(J— •) 
D'"^— #  +  S""      S(j>-«)      ~  D 


donc 

N  —  AS  =  P(a:  — •). 

Le  numérateur  A  doit  donc  être  tel  que  N  — -  AS  soit  exac- 
tement divisible  par  x  7-«  >  puisque  P  est  une  fonction  entière 
de  X  \  ce  qui  exige  que  la  fonction  N  •—  AS  s'é^anouigae  pour 
X  =  m.  Cette  condition  sera  satisfaite  en  prenant 

.       .  .    .  ^-CS)' 

(N)  et  (S)  étant  ce  que  deviennent  N  et  S  par  rhypotbcse 
X  =  fit  ;  d*où  nous  conclurons  cette  règle  :  Pour  déterminer 
un  des  numérateurs ,  il  faudra  dans  N  e^  S  ,  écrire  pour  z 
la  racine  du  facteur  simple  qui  sert  de  dénominateur  à  la 
fraction  partielle  sur  laquelle  on  opère» 

On  a  donc 

~  (*—*')(•— OC— O  etc.  * 
a  4,  Q  V  4-  Q  V»-4-  g  V3  4,  etc. 

~  (-'—*)  (-—*")  (*—*•)  etc.  ^ 

A*—  g  +  qV+  q'^'H  ^*^^"'+  etc. 
—  (."—*)(*— *)(*'  — O  etc.  •  * 
etc. 


•  • 
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Si  dans  l'exemple  précédent s  ,  où  N  =  i  -f-  ^  >  €t  ' 

D=x  —  a:^>  on  prend  x  pour  le  facteur  simple  correspondant 
à  A  ^  OA  amrà 

5=1  —  X», 

A  ! 

et  le  nomérateor  A  de  la  fraction  simple  —  ^  sera  ce  que 
devient  ._  pour  x  =  o  ;  ce  qui  donne 

A  =  1. 

Prenant  enluite  le  facteur  simple  i — x ,  pour  lequel  S=  x+x^, 
on  aura  ~ 

.  A'  =  ^  "^^    ^  .    . 

ce  qui  donne  ',  pour  x  =  i  »  '    ' 

•  I 

A'  =  1. 

f 

Enfin  /  pour  le  ttoisième  facteur  siniple  i  ^  x ,  à  cause  de 

1  ^"  X* 

S  zsx-^-x^j  on  ferax=:—  i  dans  *-r .  ce  qui  donne 

X*— x^ 

■*■■■«..■■••■■         ;      '    •      * 
A*  =  —  1. 


7/ 


.^insi  lêt  trois,  firactions  partielles  dans  lesquelles  se  décom-- 
pose  la  proposée,  sont  ^  comme  on  les  atro^yées  plus  haut, 

111  1'  '' 

X  1  — X  l  +X 


■-> 


xSg.-  Si  parmi  tes  facteurs  simples  du  dénominateur,  plu-** 
sienv  éfaieat  égaiB-Mtr^etix,  la  ditcomposition  de  la  fraction' 
ae^.pûnrrait  plue  amv  lieu  dans  la  forme  préeédente  i^eii*  effet  ; 
en  revenant  aux  formulé»  donnéee  ch^fessus-p^or  Vévaluation  des 
indéterminées^ A,  A'.  • . A^'^O^  09  trouve  que ,  dans  llijrp.othèse 
présente',  plmeors^  dé'  ces  déjîominateuri' deviennent  infinis^ 


\ 
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et  qa'ils  le  deyitndndent  tona ,  si  ton»  les  ÙLCtMm  nmpki  dn 
dénomiiuiteiir  étaient  éffoa  entr'eux. 

Sapposons  donc  que  le  dénominatenr  de  la  fiactkm  «r^ 

renferme  ,  outre  les  factenrs  inégnoc  pour  I^qnels  on  ocoiUBt 
le  mode  de  décomposition^  un  nombre  i»  de  facteus  dtt  premic 
degré  ^  réels  et  égaux  :  on  pourra'  toujours  suppoe» 

N_P    .   K  .^ 

D~s'^q ^*'' 

S  étant  le  produit  de  ton»  les  faotems  inégfMCf  0t  Q  celoidtf 
Cscteurs  égaux ,  ensorte  que  D  soit  le  produit  des  pnljrnemu 
connus  Q  et  S ,  et  les  pl«s  hauts  exposans  de  x  dans  P  et 
dans  K ,  étant  moindres  an  moins  d'une  unité  qae  ks  phs 
hauts  exposans  de  x  dans  S  et  dans  Q.  Ea  tfet,  Téque 
tion  (i)  donne 

pirisqae,  par  supposition ,  Ds^QS.  Soit  Dus  pél^ncMMdiid^ 
^ ,  et  S  du  degré  m ,  m  étant  ^9  ;  Nsera,  au  phls^dn  degréç->i, 
et  Q  »  au  plus,  du  degré  9— -m  ;  P  defra  être,  au  plus ,  du  degré 
m — 1  >etK,  auplus^dudegré^— m— l'yPauradoncnitermai 
et  m  coeffîciens  indéterminés ,  et  K  en  aura  <;— m  :  le  produit  PQ 
sera  donc  du  degré  q-^i ,  ainsi  que  le  produit  KS ,  e*est-à-dîrB, 
que  PQ  -f-  l^S  sera  du  degré  </  -—  1 ,  ou  de  même  degré  que 
N  :  ainsi  PQ  +  KS  contiendra  q  coeflidens  indéterminé  ; 
donc  N  ayant  q  termes  »  on  pourra  former  entre  les  coeffi- 
ciens  de  PQ+KS  et  ceux  de  N ,  des  éq«ÉttiM  linéains  en 
nombre  q ,  lesquelles  serviront  à  déterminer  ks  q  rviifrntf 
de  P  et  de  K.  La  déoonuposition  annoncée  est  donc  tUBJuuw 
possible  y  ensorte  que ,  dans  Thypothèse 
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on  pomra  poser 

/ 

N  ^^     A     j^    A  A      _|_ 


•••+ (x-C)» "' 

en  observant  qa*iGi 

n  s'agit  donc  de  trouyer  le  mode  de  décompositÎQgi  qui  coi^ 
Tient  à  U 


Ba*-'  +  R'^c"+ +RC— 0 

çft^  sons   lliypodiAse  «  — Css,  d*où   jra«4>C,  elle 
prend  la  forae 


les  munératenn  B,  B" B^*"'^  étant  indépendans  de  s» 

ainsi  qoe  le  démontre  le  calcid  :  on  pourra  donc  supposer  ^ 


1  reiHrésentant  la  tomttedife.fiiactiMs  paMélles  dues  aux 

{uteurs  inégam^  oontenns  dans  D.  Si  on  réduit  an  même  dé- 
MBiinatenr  >  on  ttonvexn  . 

+P(«-C)-, 
d'oà  roB  dédnit 


496  ANALYSE  * 

Or  P  devant  être  une  fonction  entière  ;  il  faudra  qne  le  nimié* 
rateur  de  son  expression ,  soit  ditisible  exactement  n  fois  de' 
suite  par  le  dénominateur  x  —  C;  ce  qui  esdg^  qne. d'abord 
la  partie  N — BS  du  numérateur  ,  devienne  séparément  nulle 
lorsque  x  =  C  ;  donc 

(S)* 

(N)  et  (S)  désignant  ce  que  deviennent  N  et  S  lorsqu'on  j 
fait  X  =  C  ;  conséquemment , 

"  N_BS  =  N  — ^S, 

quantité  divisible  par  x  —  C ,  et  que  noua  représenterons  par 
N'  (x — C)  ,  ensorte  que 

^      y— SCB^+B"(x— C)+...-.4-BC— 0(x— €)«-«] 

en  effaçant, le  facteur  conmiun  x-^-C.  Faisant  le  même  ni- 
sonnement,  et  supposant  encore  x=C ,  on  aura"* 

■     -(S)' 

OÙ  N'  et  S  ,  entre  parenthèses  ,  rappellent  la  substitutloa 
X  =  •  ;  donc 


N'  —  SB'  =  1^  —  ^S, 

quantité  divisible  par  x — C,  et  que  nous  représenterons  par 
IS"  (  X  —  ff) ,  ce  qui  donnera ,  après  la  division  par  x  —  C, 


P=- 


(x-^ 


\n — : 


ix-cy 

On  trouverait  de  la  même  manière,  dans  l'hypothèse  xz^C, 
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faisant  donû  ^  comme  ci-dessus , 

on  aura 


(x— C)»n^  '^ 

d'où  on*  déduit  pour  x  =  C^ 

et  ainsi   des  autres   numérateurs. 

Prenons  pour. premier  exemple  la  fraction 

(1  — x)*(i+a:0' 

pour  laquelle  les  fractions  partielles  qui  résultent  dtl  facteur 
carré  '(  i  —  x  )^  du  dénominateur  ^  sont 

B  t^' 

(1  — x)*  ***  i-*-x* 

On  a  ici 

N  =  x»  ,      S  =  1  +  a?S 
d*où 

ce  qui  donne 

pour  X  =  1  ;  donc  * 

et  diyisant  par  i  •—  x  ^  conformément  à  la  règle  ^  il  vient 
pour  quotient 

3a 
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€t  conséquemment , 

N' —  1— x— j:*«4'^ 

donc 

.  -  (S)  -     â 

pour  x=  1.  Les  firactioiis  dues  au  facteur  (  i  — *  x)%  sont 

donc 

1  1 

2(1— a?)»        2(1— x)' 

Soit  encore  la  fraction 

c^ 

pour  laquelle  les  fractions  partielles  dues  an  facteur  (1— x)', 

sont 

B  B'  B*'    ^ 

dans  ce  cas  ^ 

N  =  07*,       S  =  1  +  x*; 

on  aura  donc 

pour  X  =  1 .  On  trouve  ensuite 

N'  —  "  ^  —  1  _  >  ^ 

*^      •— —  — —  u  Â  *^  J 

1  X 

ce  qui  donne 

N'         i  X - 

—  =  — ^— i,       donc      B'  =  — i: 

on  a 


i  r  -4-  -X* 

1  —X  ■ 


donc 

N" 


et      B*'  =  —  4. 


S  "■        2  (1  +  x»*)       «^      "    —        X 
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Ainsi  les  fractions  partielles  qui  naissent  da  facteur  cubique 
(  1  —  xy  du  dénominateur^  sont 


a(i  — x)^       a(i— x)"*       4(1— x)' 

140.  Passons  au  cas  où  le  dénominateur  D  contient  des  fac- 
teurs imaginaires  et  inégaux  :  en  multipliant  entr'eux  les  fac« 
teurs  imaginaires  conjugués  ,  on  aura  des  produits  de  la 
forme  x*  —  umx  +  «*  +  ^»  et  on  posera 

N  _  A  +  Bx  P  'y 

D^x*— fl«x+«*+C»+  S* 

en  observant  que 

D  =  (x»—  a*x  +  i^-f.^)S; 

on  tire  de  là 

N  =  S(A  +  Bx)  +  P  (x»—iux +  «•+«*): 

of  les  racines  de 

X*  —  aux  -f*  «1»  4"  ^  =  o 
étant 

X  =  •  -f-  f  t/ —  *  >      X  =  il  —  C  |/—  1  , 

si  Ton  substitue  pour  x  Tune  de  ces  racines  dans  l'équation 
ci-dessus ,  V ,  S  et  P  donneront  des  résultats  de  la  forme 
m  +  n  ^r^  1  (Chap.  I  et  XX) ,  ensorte  qu'on  aura 

équation  qui  se  partagera  en  deux  autres ,  dont  Tune  aura  lieu 
'  entre  les  quantités  réelles ,  l'autre  entre  les  quantités  imagi- 
naires >  et  au  moyen  de  ces  équations ,  on  déterminera  A 
et  B.  On  opérerait  de  la  même  manière  pour  les  autres  couples 
de  facteurs  imaginaires. 

n  nous  reste  à  considérer  cette  forme  du  dénominateur 

D  =  (x»— 2uix+ii*+c^ys  =  x^s. 

A  l'efiet  de   déterminer  les  fractions  partielles  qui  corres- 

3a.. 


5o9  .    Aî^ALYSE 

pondent  au  {acteur  X''^  on  posera 


"*"      X       ■*"  S  • 


réduisant  tous  les  termes  du  second  membre  au  dénominateur 
D  4  puis  multipliant  par  D  ,  on  aura 

N  =  S  ( A'+B'x)  +.  SX  ( A'+B'x)  +  SX*  (A*+B*x)  + . . . . 

. . . .+  SXP-'  (  AC^)  +  B(')x)  +  ?XP  : 

mais  les  racines  de  Téquation  X  =o,  étant  mdzC  y^^i,  s\  Ton 
suppose  X  =  «  +  C  ^— - 1  ,■  le  polynôme  Xse  Érédnira  à  zéro , 
N  deviendra  m  +  it-y'-^  i  ,  S  deviendra  m''+n'  \/ — i , 
de  sorte  que  l'équation  ci-dessus  se  changera  dans  la  suivante , 

m  +  n^/'-'i^^m'  +  n'  {/—!)  [  A'+  B'  («  +  Cl/—  i)]  : 

les  parties  réelles  devant  être  égales  ainsi  que  les  parties  ima- 
ginaires ,  on  formera  deux  équations  qui  serviront  à  déterminer 
A'  et  B'  :  désignant  ces  valeurs  par.  c^  et  b\  Téquation  ci- 
dessus  donnera 

N--SCa'+yx)  =  SX(A"4-B"x)  +  SX»  (A*+B'x)  + 

-t-  SXP-'  (AO')-I-  BO')x)  +  PXP  : 

or  le  premier  membre  étant  divisible  par  X  ou  par  x*  —  aux 
+  «6»  +  to*,  si  l'on  désigne  par  N'  le  quotient  de  cette  divi- 
sion ,  on  aura 

N'  =  SCA^  +  B'^x)  +  SX  (A«'+B*x)-f. ... 
-t-  SXP-^  (  ACp)  +  B0')a7  )  +  XP-\ 

équation  qui  servira  à  évaluer  A"  et  B",  sous  l'hypothèse 
x  =  «  +  ^|/ —  1  ,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  n'entrons  pas  ici  dans  de  plus  grands  détails ,  parce 
que  le  calcul  différentiel  offre  des  méthodes  beaucoup  plus 
brièves  pour  résoudre  la  question ,  comme  on  peut  le  voir  dans 
notre  Traité  cité  plus  haut. 
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CHAPITRE  XXV. 


Des  suites  récurrentes. 

i4i.  v^N  a  vu  (!'•  sect.,  chap.  XX  )  qunne  fraction  ra* 
tionnelle  de  la  forme 

fl  -f-  ftx  -+•  car*  +  djc?  -f- +  p^""' 

al  +Vx  +  c'a^+dx^+ +(7'a;"»    * 


engendrait  une  suite  dans  laquelle  le  coefficient  d'un  terme 
quelconque,  à  partir  du  m'^%  dépendait  de  ceux  de^  m  termes 
précédens  ,  suivant  une  loi  constante  déterminée  par  le  déno-* 
minateur  de  la  fraction  développée.  Cette  .relation  qui  existe 
toujours  entre  un  même  nombre  de  termes  consécutifs  ^  a  fait 
appeler  ces  suites  récurrentes  ^  et  les  quantités 

i.  d;      ^      y 

par  lesquelles  U  faut  multiplier  les  coefficiens  des  termes  qui 
précèdent  celui  que  l'on  cherche  >  portent  ensemble  le  nom 
à^échelle  de  relation. 

14^.  On  a  déjà  traité  [  P*  sect. ,  (XX)3  le  problème  suivant  : 
Étant  donnée  la  fraction  rationnelle,  trouver  la  suite  qui 
provient  de,son  développement,  Ull^ste  encore ,  pour  terminer 
ce  que  nous  avons  à  dire  sur  cette  matière ,  à  résoudre  les  ques-* 
tiens  suivantes  : 

i"*.  Étatà  données  la  suite  récurrente  et  l'échelle  de  rela^ 


,  l 
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Éîon  j  trouver  la  fraction  rationnelle  génératrice  ,etla  JomiM 
ifiin  nombre  quelconque  de  termes^  dune  telle  suite; 

A®.  Une  fraction  rationnelle  étant  donnée ,  on  propose  de 
trouver  le  terme  généralde  la  série  récurrente  à  laquelle  elle 
donne  lieu  ; 

3*.  Étant  donnée  une  série,  aécoumr  si  elle  est  récurrenie, 
et  assigner  la  fr)nction génératrice; 

4^.  Le  terme  général  aune  série  récurrente  ^ant  donné, 
trouver  la  fi^action  génératrice. 

l^  L'échelle  de  relxdon  étant  doiniiée  «  le  dénominataiir  de 
la  fraotion  fénémtrice  est  conim  ;  il  n*y  a  pins  i  pour  résoudre 
la  première  qoestion ,  que  le  numérateur  à  déterminer. 

Soif  donc  donnée  la  série  réàinente 

A  +  Bx  4- Gif  4- DaB*  4- Er^ -f  etc. , 
ayant  pour  échelle  ée  relation 

«f,     -.y,     4.V,     -if: 

le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice  sera 

1  —  a'x  •+•  ^'^  "T  ^^  +  ^^' 

Posons  a  +  ftx  +  ex*  +  da^  pour  le  numérateur  :  les  coeiG-' 
ciens  a  >  6  >  c  ^  d  doivent  être  tels  que  la  proposée  résulte  du 
développement  de  la  fraction 

g  4"  frjc  -h  cx*+  dj[?         ^ 

il  faudra  donc  que  Tidentité 

a  +  bxJ^cx^+dx^ 
=  (A+Bj:-KLc»4.Da:»+etc.)  (i— a'x+yx^— cV+<rx<) 

ait  lieu  quel  que  soit  x  ;  ce  qui  donna ,   en  développant  et 
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comparant  les  coefiicieiiA  des  mêmes  poissances  de  x , 

a  =  A^ 
ft  =  B  —  a'A  , 
c=  C  —  o'B  +  A'À, 
d  =  D  —  o'C  +  yB  —  c'a, 
etc. 

Donc  la  fraction  génératrice  demandée  sera 

A  +  (B-a'A)x+(C— a'B+6'A)a:»4.(D— é/C+yB— c'A)  a:' 


'x+iV— cV4^jr* 


n  est  jEacile  de  comprendre  maintenant  comment  o^  trouve 
la  somme  d*wie  suite  récurrente  continuée  jusqu'à  un  termo 
donné.  En  effet  ^  supposons  qu'il  soit  question  de  trouver  la 
somme  de  la  série  proposée  jusqu'au  terme  Px*  inclusive-  , 
ment^  et  faisons 

S==A  +  Ba:4-Cx*  +  etc +  Px*  : 

comme  la  somme  de  cette  série  prolongée  à  l'infini  est  connue  ^ 
cherchons  celle  des  termes  qui  suivent  le  dernier  Px"  à  rinfini, 
et  soit 

S'  =  Qx»*>  +  Rx»^  -f.  Tx»^  +  Ux»+*  +  etc.  ; 

cette  série ,  divisée  par  x*^* ,  donne  une  série  récurrente 
parfaitement  conforme  à  la  première ,  dont  la  somme  sera 

g,_Qr""'^(R-a^Q)j'»*»-4-(T^^R^yQ)x«^-4-(U-a^T+ftll-c'Q)x»^^. 

t— a'x+yx»— c^x'+ifx*  * 

donc  la  somme  cherchée 

c_A+(B-a'A)  X + (C— g'B+yA)  x'+(D--c'(>-yB-<^'A)  x^ 

1— a'x4-é'x*— cV-4-€rx* 


Qj-*'-t-(R-a'Q)x"*'-+<T-a^R->-yQ)x»*^-*-(U-a'T4-yR-c'Q)'*< 
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On  opfrmît  de  la  mênid  manière  ponr  trouver  la  fiaitlte 
*    génératrice,  dans  le  cas  où  Téchelle  de  relation  setaitoom- 
posée  d'un  pins  grand  nombre  de  termes. 

Soit  j  ponr  ezeniple^  la  s^rie 

1  «I»  Sx  -I»  a7x*  -f-  6405*  +  la&x^  +  alo. , 

,û(M  C^elle  de  relation  est 

4  »   ■*  ^  f   *T*  4  f   "■*'  *  » 
ensorte  qne 

iir  =  4,  y  =  6,  c^  =  4.  ^==i; 

A  sa  i  ,  •  B  =  8  ,    C  =  07  ,    D  =  64, 
1  — '4*  +  6x»  —  4«>  +  «♦  =  (i  — «y; 

on  tronyera 

-  a  —  1.,  . 

.    *=    8-    4  v=4>  . 
•     c=  517  —  3a    +  6    =  I , 
d  =  64  —  108  +  48  —  4  =  0 , 

et  pair. conséquent ,  1  +4^  +  x*  pour  le  numérateur.   La 
fraction  rationnelle  génératrice  sera  donc 

1  +4^  +  X* 1  +4^+3^* 

1  — 4^-l-6a;*-— 4^+x*  (1  —  X )*   * 

Soit ,  pour  second  exemple ,  la  série 

1  —  6x  '+  lax*  —  48x^  +  laox*  *—  etc. 

dont  réclielle  de  relation  est  —  1  +  6;  le  dénominateur  de  la 
fraction  sera  1  -f-x—  60?*  ;  on  trouvera  ensuite 

<fs=:i,      iss  —  5,       c  =  o; 
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tdonc 

»        .      ..         •  1  ^^^  JDjC 


1  «4-  X  —  6  jc* 


'.T     - 


représentera  la  Iraction  dont  la  série  proposée  est  le  déye^ 
loppement^  et 

1  —  5x  +  J^oioc^  —  7aox^ 
1  +  a:  —  Gx* 

«era  la  somme  des  cinq  premiers  termes  de  cette  série. 

a**.  Occupons-nous  maintenant  "^^ie  la  recherche  du  terme 

général ,    et   considérons    d'abord   la  fraction  rationnelle  la 

plus  simple 

A 

1  —  rx  ' 
la  série  résultante  de  son  développement^  est 

A(i  +  rx  +  r*x*  +  i^xl-f- +  r«x»), 

dont  le  terme  général  est  Ar"x".  On  appelle  ainsi  cette  ex- 
pression, parce  qu*en  j  mettant  successivement  tous  les  nombres 
entiers  et  positifs  au  lieu  de  n ,  on  obtient  tous  les  termes  de 
la  série. 

Si  la  fraction  rationnelle  génératrice  avait  pour  dénomina-* 
teur  un  polynôme  d'un  degré  plus  élevé  que  le  premier ,  on 
la  décomposerait ,  d'après  ce  qui  a  été  enseigné  dans  le  chapitre 
précédent ,  en  une  suite  de  fractions  simples  de  là  forme 

A  A'  •  A^  , 

j         ——      etc. , 

1  —  rx  *     1  •— r  X  '     1  —  rx 

et  alors  il  serait  facile  d'obtenir  le  terme  général  de  la  série  ré- 
sultante du  développement  de  la  fraction  proposée ,  parce 
que  ce  terme  général  serait  la  somme  des  termes  généraux 
des  séries  doimées  par  les  fractions  simples* 


6oft 

En  effets  soient 
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A  (i+  rx  +  r*x^  +îV  +......+  r»«*  +  «te.)» 

A'  (i  +  /a?  +  /•x»'4'  f^^  +. . .... .+  /"a^  +  etc.). 

A'(i4-ï^JP  +  »^*^+  r^x' +•••.•••+ «^^^  «te.)» 

A*(i  +r^i:  +  »^x*+  i«j:»+ .+  f^af+  ete.)^ 

ctp. 

les  séries  réciffrentes  qni  naissent  de  cbacnne  des  fragetûnis 
simples  ,  et 

A  +  Rr  +  Cr*  +  Dor*  -f» +  Hx*  4-  etc. 

le  développement  de  la  fraction  proposée  :  comme  on  auait , 
par  iQrpothèse ,  Téquation  identiqne 

A       /A'  A» 


1  — r« 
h  snîraDte 

A  + Ar 

A'+AV 

A'+  AV 

etc.      etc. 


+  11=7^+7=7^  +  '^" 


*+. 


,+ Ai* 

+  AV» 

+  AV 


JC*  "|-  ^bCm 


etc. 
=  A  +  Bx  + +  Rx"  +  etc. , 

aorait  lien  aussi  ;  ce  qni  d<mne 

R  =  Ar"  4.  AV*  +  AV*  +  etc. 

Ainsi  cette  question  ramène  à  la  decomposition.de  la  frac- 
tion rationnelle 


m— I 


a  +  bx  +cx^+dx^+, ..  .+px 

i  — a'x —  6'x* — c'x^ — • . . .  —  q'x^    * 

en  une  suite  de  fractions  de  la  forme 

h TT-  + T — h  etc. 

1  —  rx       1  — rx        1  —  rx    ' 

ce  qu*on  sait  faire  généralement  par  le  Chapitre  précédent. 
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Soient  les  fractions 


1  —X 

et 


1 — X  — ar*  i  — 5x+6x*  * 

on  trouvera  que    la  première  se  décompose  dans  les  deux 


suivantes , 

3 


1  +a:        1  — ax* 
et  la  seconde  dans  celles-ci , 

+  : — «t:* 


i^ax       1  — ôx 


Il  est  facile  maintenant  de  trouver  les  terméis  généraux  des 
néries  que  donnent  les  fractions  précédentes.  Pour  la  première  ^ 
on  fera  la  somme  des  termes  généraux  des  séries  données 
par  les  fractions 


s. 

%  

i+x       *"■       1 — 2;ç* 


>—       et      — ^ 


et  on  trouvera 

C!  (-  0"  +  i-a" 3  *"  =  (f-J^)  ^> 

les  signes  +  et  —  ayant  respectivement  lieu  pour  n  pair  et 
impair.  Faisant  successivement 

n  =  o  ,    =i>    =â>    =3,    etc., 

on  aura  la  série 

1    -f   OX  +  ax*  + 2X^4- 6x^4*  >0^*f*  32X^  +  4^^' +  ^^^' 

Le  terme  général  de  la  seconde  fraction,  sera 

a.3«.x»—  a*.x»  =  (a. 3»—  a»)  x»; 

et  posant  successivement  n  =  0|=:i,=a,  etc. ,  on  aura 
la  série 

1  +  4^  +  14^?*  +  4^-^  +  146X*  +  etc. 
Prenons  encore  pour  exemple  la  fraction 

1  4-2^ 

1  — X  —  X*  * 


/ 
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les  fiusteim  èa  dénominateur  étant 


'H^^-  "'  '-(r^" 


On  fapi  les  fiactimif  partieUes 


:  I  « 


lesqadlea  donnent ,  ponr  le  tenne  général  de  la- série  pio* 
^osée.. 


d'où  Ton  dédairait  le  déyeloppement  en  série  de  la  proposée» 
9*.  Soit  la  «érie  donnée 

dans  laquelle  A  ^  B  ^  C  ,  etc.  sont  donnés  en  nombres  :  3 
s*agLt  de  reconnaître  si  les  nombres  A ,  B  ^  G  ^  etc.  forment 
une  série  récurrente.  -  • 

Nous  observerons  d'abord  que  si  l'échelle  de  relation  n  est 
composée  que  du  seul  terme  a\  on  a 

B  =  Aa^,      C  =  Ba' ,      D  =  Ca' ,    etc.  ; 

d'où  l'on  déduit 

;     B     c     D       ■ 

a  =5-=^=^,  etc. 

Ainsi ,  lorsque  dai^s  toute  l'étendue  de  la  série  ,  chaque  coeffi* 
cient  divisé-  par  celui  du  terme  précédent  »  donne  le  même  quo- 
tient^ la  série  est  récurrente. 
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La  série 

a—  ^x  +  8x*  —  iGir*  +  etc. 

*  ..     .  .    • 

satisfait  à  cette  condition^  et  donne  pour  quotient  constant^  a , 

ensorte  qu'elle  résulte  de  la  fraction  — ■ . 

Lorsque  les  quotiens  ne  sont  pas  égaux  ^  Téchelle  de're«* 
lation  contient  au  moins  deux  termes  ,  a'  et  b' ,  et  ces  incon-* 
nues  doivent  satisfaire  aux  relations 

C  =  Ba'+Ay,    D=Ca'  +  B4S    E  =  Da'  +  Cy,    etc.; 

1er  deux  premières  équations  déterminent  les  valeurs  des  in-« 
comines  </  «t  ^  *,  et  lorsqu'elle^  satisfont  à  toutes  les  autres 
équations-!  la. série  est  récurrente  ^  et  elle  résulte  de  la  fraction 

—         , TTAr-'  En  observant  qu'alors 

1  —  ax  —  a  X* 

a  +  bx 


A  +  Bx  +  Cx»  +  etc. 


1  — a'x — 6'x*" 

La  série 

1  +  X  +  5x*+  13x5+  4ix*-|-  iaix5+  365x«+  etc., 

donne  « 

5  =    a'    +  y  ,  i3  =   Si/  +  i', 

4i  =  i3a'  +  Si',  lai  =  4ifl^  +  i3i'; 

etc.  «te. 

•Les  deux  premières  équations  donnent 

a'  =  a  ,      y  =  3, 

valeurs  qui  satisfont  aux  suivantes  }  d'eu  on  conclut  que  la 
série  est  récurrente. 

Mais  la  méthode  suivante  est  préférable  ^  parœ  qu'elle  con- 
duit au  but  d'une  manière  directe. 
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Soient  les-  termes  domi^  et  ooxums  Aj,  B,  C^  D«  etc.  : 
on  en  fonneia  la  série  < 

il  +  B«  +  €«•  +  Doc»  +  Ejc*  4.  etc. 

qtt*oii  suppose»  =8»  et  il  s'ifiçe  de.  dierahcr  A  die  peot 
risultsr  da  dévdoppèment  d*iine  fonction  nfionneUe  qorii* 
eoÈqae,  où  k  plus  hante  pmssance  de  ar  dàasle  mBuéialenri 
•oit  moindre  que  dans  le  ^dénottinatenr. . 

Supposons  d*abord  que  la  série  proposée  soit  le  dévelo^ 

pément  de    i      »    ,  ou  qu*on  ait 


S  =i   i  .  o    l      donc      s== — ^ — 1  5=is 


d-^Vx'. 


+  9«. 


d'où  il  suit  que  si  l'on  divise  l'unité  par  le  polynom»  S ,  es 
ordonnant,  dans  l'opération ,  les  termes  suivant  les  puissances 
de  jr  y  on  trouyera  nécessairement,  dans  lliypodièse  actneDê  > 
un  quotient  exact  composé  de  deux  termes  p-f*ijfx. 

La  série  • 

3^  —  4^  4-  8x*  —  iCor'  +  3î2x*  —  etc. 

est  de  cette  espèce  ;  car  en  divisant  l'unité  par  cette  série , 
on  a  pour  quotient  î  -{"  ^  >  ^^°^ 

5  =  1  -f"  a: ,      d'où      S  = 


Lorsque  la  division  de  l'unité  par  S >  ne  se  fait  pas  sans  reste, 
la  série  proposée  n  est  pas  le  développement  de  ^  ,  ^  ■  ,  et  il 
faut  rechercher  si  l'on  n'a  pas 

^—  a'+Ux  +  7^'    '^'"'^     S-       a  +  bx         ' 
après  deux  divisions  partielles  ^  on  obtiendra  un  quotient  p  +  ifx 
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avec  un  reste  de  la  forme  «x*  -,  donc 


5u 


*x* 


g  =  p  +  9x  +  ^-pç^, 

d'où  l'on  conclura  que  si  Ton  divise  l'unité  par  le  polynôme 
Sj  et  qu'on  pousse  la  division  jusqu'à  ce  qu'on  ait  dans  lo 
quotient  |  deux  termes  tels  que  p  -f-  ^x  >  on  aura  un  reste  qui 
sera  nécessairement  divisible  par  x*,  et  qu'on  pourra  représenter 
par  S'x^,  S'  étant  une  nouvelle  série  de  la  forme 

T  +  Tx  +  Tx^  +  TTa^  +  etc.  -, 
donc 

-  =  p  +  ^X  +  -^  =  p  +  ÇX  +  j;;^^. 


conséquemment , 
S        a  +  bx* 


«  ,        S        a  +  ix         ;         , 
d  ou      ^  = =  p  +  qx. 


Donc  si  l'on  divise  le  poljmome  S  par  le  polynôme  S\  on  aura  , 
dans  l'hypothèse  actuelle  ^  un  quotient  fini  de  deux  termes 
tels  que  //  -^  (fx.  On  est  donc  conduit  à  ces  deux  équations  » 

1  S'x»        S     •     ,    .      , 

g  =  p  +  çx  +  -^  ,     ^  =  j/  +  (fx: 

de  la  prendère  on  déduit 

S  = 1 


S' 


p  +  qx+  -g- 


et  en  remplaçant-^  par  sa  valeur  tirée  delà  seconde^  on  trouvera 


S  = 


qx 


«  -L  ^T<  -1-       ^  (P  +  ^^)  (P'-t-  <7'x)  +  x»* 

P  +  ç^-t-p.^^^ 

fraction  génératrice.  On  peut  appliquer  cette  analyse  à  la  série 

i.^flx-t-Sr'-— 3x^  +  9<^  —  a?**  +  etc. 
0t  recherdier  sa  fraction  génératrice. 


•  -    -*  I   # 
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Supposons  encore  que  la  condition 

c7  =  P   +  9^^ 


ne  soie  pas  satisfaite  ;  on  recherchera  si  la  série  proposée  a 
pour  somme 

^  —  a'+b'x+c'x^+iFa^'  ^^°^  S  ~       a+bx+cx^  ' 

^*on  divise  le  numérateur  de  cette  fraction  par  son  déno^ 
minateur ,  on  aura  ^  après  deux  divisions  partielles  ^  un  quo- 
tient de  la  forme  p^qx ,  et  un  reste  tel  que  Jx^  +  Cx?  ; 
donc 

-  =  p  +  qjo  +  -—^-^-^. 

n  suit  de  là  que  si  l'on  divise  l'unité  par  le  polynome'S ,  et 
que  Ton  continue  la.division.  jusqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  deux 
termes  tels  que  p-f-  </x ,  le  reste  sera  en  total  diyi^le  par  x*, 
et  pourra  être  représenté  par  S'x%  S'  étant  encore  une. série 
de  la  forme 

V  +  Y'x  +  Toc^  +  yj?  +  V^'x*  +  etc.  ; 
on  aura  donc 

^=p+qa:  +  ^^=p  +  qx  +  —^—^-^, 

donc 

S"  a  +  bx^cj^'       et  de  la       ^,  ^       ^' +Çx      ' 

Or  en  divisant  le  numérateur  de  cette  fraction  par  le  déno- 
minateur, il  est  clair  qu*après  deux  divisions  paitielled>  on 
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aura 

donc  si  l*on  divise  le  poljmome  S  par  le  poljnoome  S\  et  qu'on 
pousse  la  division  jnsqu*i  ce  qu'on  ait  au  quotient  deux  terme» 
tels  que  p'+  tfx ,  le  reste  sera  nécessairement  divisible  par  3^, 
et  pourra  être  représenté  paf  S'x*,  S^  éUmt  une  nouvelle  séria 
de  la  forme 

X  +  X'x  +  X'x*  +  XV  +  etc.  : 

donc 

d'où 

S'-T+n*      •*^®'''      §5  =  — jr-==P   +9:r. 

Ainsi ,  dans  rbypothàse  présente  ,  en  divisant  le  poljiiome  S^ 
par  le  polynôme  S't  on  aura  un  quotient  fini  tel  quep'^-f-  q''x* 
Au  moyen  des  équations 


on  trouve 


çj (p^+^x)(p^+ç-x)+^ 

^  -  (p+(7^)(p'+^'x)(p-HH7-x)+[(p+9x)+(p^-h7''x)]x»  ' 

fraction  génératrice  de  la  série  proposée. 

On  conclura  donc ,  en  général ,  que  pour  nèonnattre  si 
la  série  proposée  S  est  récurrente  |    U  if^  a  qu*d  diviser 
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tunité  par  S ,  jusqu'à  ce  quon  mt  au  quotient  deux  tefmeê 
tels  que  p  +  cp^  i  ^t  dénotant  le  reste  par  S'x*^  on  divisera  S 
par  S'  jusquà  ce  qu^  ton  ait  aussi  au  quotient  deux  termes 
tels  que  p^  +  q[^  )  dénotant  de  même  le  reste  par  S'x*,  on 
divisera  encore  S' tpar  S*,  jusqu'à  ce  qiion  ait  au  quotient 
deux  termes  p*  4-  ^x ,  et  ainsi  dé  suite.  Si  la  sérié  est  vé^ 
ritablement  récurrente  y  Fapération  se  terminera  nécessairement 
à. la  ré*^  division ,  ensqrte  que  le  reste  S(^)x* sera  nut.  Autre^ 
ment  l'opération  ira  à  l'infini. 

On  demande  si  la  suite  des  noitfbraB 
i,  a,  3,  3,  7,  5,  i5,  g,  3i ,  17,  63,  33,  ia7,  65,1». 
dont  on  ignore  la  loi ,  est  une  suite  récUrreiite* 

Ayant  formé  la  série 

S = i+ax+3x*+3j:5+7x<+5x*+ 1  Bjcfi+gx^-^is^+ijjd^ 
-f-83r"'+33x»  «+ 1 97  x"»+S5a;*'+etc. , 

&S,  dirîsera  Ytmté  par  S,  ce  qui  donnera  le  quotient: 

p  +  <jfa;=i— floF, 

et  le  reste  x*  +  Zx?  —  jr*+  «t^»  entièrement  divisible  parx*« 
Cette  divi^iion  faite  ,  on  trouvera 

S'  =  i4-3a;— x^+ga:^— 5x*+aia?5—  i3x®  +  45x^ — agx* 

+  93x9—  Gix^o  4.  i8x",  etc. , 

et  divisant  S  par  S^^  il  viendra  pour  quotient 

p'  +  q'x  =  i  —  X, 
et  pour  reste  > 

7x»  i—  7x'  +  aix*  +  etc.  , 
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lequel  étant  difiaé  ptr  tx^^  donnera  la  %kAm 

+  ai7x*—- ai7x»,  etc.  r 
divisant  S'  paï  S*,  on  aura  le  quotient 

• /+</'*-=^  +  f 

avec  un  teste  nul  ;  ce  qui  dédlontre  qtie  la  suite  proposée  est 
effectivement  récurrente.  Les  râleurs  ntimériques  de  p,  ^^ 
p\  (ft  p",  f  '  substituées  dans  la  formule  générale  S ,  corres- 
pondante au  cas  de  trois  divisions^  donnent  pour  fraction 
génératrice 

dont  l'échelle  de  relation  est*— i94"^>+3;  ensorte  que 
si  t  yf^t",  lisent  quatre  termes  consécutils  quelconques  de  la 
série  proposée  ,  on  aura  * 

<•  =  —  *•  +  at'  +  ae. 

Pour  trouver  Texpression  du  terme  général ,  on  prendra  les 
facteurs  du  dénominateur^  qui  sont 

1  +  X  ,.     1  +  x  |/a  ,      i  —  X  |/a  , 

et  on  aura ,  d'après  le  chapitre  précédent , 

1  —  — 7"  1  4" 


i+x^i+a?V/a^  1  — x|/a' 
d'où  Ton  déduira  le  terme  général 

S3.. 
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On  tronrerait  exactement  de  la  mtine  manière  j  que  la  série 
des  nombres  ^ 

1,1,  i,a,4i6,7,7,7,8,io,  ia,i3,i3,  i3, 14,  i6,ctc. 

est  une  série  récurrente  ayant  pour  fraction  génératrice 

-  1  —7  2X  +  ajc* 

~  1  —  3r  +  4x»— Sr'-f-**' 

dToù  résulte  l'échelle  de  relation  3,  —  4  >  3,  — ^  i*  Le  déno* 
minateur  se  résout  dans  les  facteurs  (1  «— j;)%  1  —  x-f-x*, 
dont  le  dernier  se  décompose  dans  les  deux  suivaos , 

qui  reyiennent  à 

I  —  ^cds  g  +  sin  gV/— 1)^, 
1  —  (cos  g  —  sin  g.  i/— i)  a:, 

T  représentant  la  demi-circonférence  ;  à  ces  facteurs  ^  on  peut 
substituer  les  suivans  (  chap.  XIX) , 

1 — xer         ,       1— xc     **         , 

cnsorte  que  ,  (  chap.  XXÎV  )  ,  la  fraction  génératrice  pouira 
être  décomposée  dans  les  quatre  suivantes  : 

a'         .  A'  .        B        .       B' 


'^   '  -?t/-i   ^  0— •^)'"'"  1—*  ' 


ï — xe  1 — xe     ^ 


et  Ton  trouvera  d*abord 

B  =  i,    B=~i; 
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puis ,  en  posant  -  =  w'^  on  obtiendra^  après  quelques  iséduo^ 
tiong 

A ;p        A-  -p, 

aco8  -ç-  â  C08  -s- 

Ou  aura  donc  pour  terme  général , 

|ja'4^m+i)B+A«^  +A'e      ^  Jx-^ 

qui  ^  par  la  substitution  des  yaleuis  de  A^  A',  B,  BV  devient 


Des.  équaticuu  trouyées  préoédemment^ 

~  =  p  +  qx  + 


g    _  ^  -^  ^^   -r  -g- 


S  ^    I    ^       I    S  X* 

gT  =  P  +  Ç  *  +  .-^  ». 

g»  =  P  T  9  *  *+•  "§ï"  r 

gi  =  P^+  9  •*  -r    gi>"  » 


'  1^  =  P^'"^  +  «^"'*^  ^* 
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on  déduit 

5  = i- 


S 
p  +  </x  +  -5-  X» 


S 
S'  1 


p'  +  ç'x  4-  -g/  a;?* 
S*'  _  1 


sc*-o 


SÎ==^  ~  pC»-0  +  çC»-')  X  * 


donc 


p+gx  H ^ 


p'-h/'x  + 


X» 


/''+'''" +?qh7x  + 


X* 


J Z 


Ainsi  pour  repasser  à  la  fraction  génératrice  ,  il  n'y  aurait 
plus  qu*à  réduire  cette  fraction  continue  en  fraction  ordinaire. 
Voyez  ,  pour  de  plus  amples  détails  ,  un  mémoire  de  Lagrange 
intitulé  :  Recherches  sur  la  manière  de  former  des  tables  des 
planètes ,  d après  les  seules  observations.  (Vol.  177a de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris ,  P^  partie.) 

4''>  Les  développemens  en  séries  des  fractions 


(i— rx)'  '     il— rxy  »     (1— rx)t  '    ^'^'  ' 


\ 
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donnent  pour  termes  généraux 

'jL  ^xT  •    etc. , 

donc  la  sonune  de  la  suite  qui  aura  pour  terme  générât 

l  %  1.9.3 

(B+i)  (n-H)  (iH-3) (»-t-/.*-i)  K^_,  >  ^^ 

i.a.3 (/» — 1)  J 

sen  égale  i 

K       .        K,        ,        K,        ^  .       K 


I  — rx      (1— nr)»      (i  — rr)^  (i— rx/* 

e'est-à-dîre,  à  la  fiacdoa  «impie 

(1— rxy  * 

D'où  il  suit  qoe  si>ron  a  une  «irie  doirt  le  terme  général  aoit 
représenté  par  la  foixnnle 

(K+R'«  4.KV4-KV+ +Kf'»-')n'^»)  r"x", 

n  n'y  anra  qn'à  déterminer  les  coeffleiens  K,,  K»,  Ks....K^,^^ 
de  manière  qu'on  ait  l'équation  identique 

K+R'n+KV+K'nM- +K(^'n^'^ 

.      ^  (ii+i>(«+«>(»-»-3) C«HTi^i)R^, 

*  1^.3.... ..(/li—l) 


• 


! 
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Qu'on  suppose  ,  à  cet  effet , 

K  +  K'i»  4-  KV4-  K*»s  + +  K^'— ')i/^*  r=  S, 

I 

et  qu*on  dénote  par  S',  î?^  S",  etc.  les  yaleurs  de  S ,  correspon- 
dantes à  71  =5  —  1  >  =—  a ,  =—3 1  etc,  on  aunij  d'aprèt 
l'identité  pjrécédtnte , 

S'  =K  \  fK  =  S' 

S'^=K--3K,+3K,— Ka  )  (k3=  S'— SS^'+SS*— S«' 

etc.  etc.  : 

substituant  ces  valeurs  dans  la  fraction  ci-dessus ,  on  aura  la 
fraction  génératrice  cherchée  dont  l'échelle  de  relation  sera 

SL  i.a.d 

Enfin ,  il  est  clair  que  si  la  suite  proposée  est  composée  de 
plusieurs  suites  de  la  forme  précédente  ,  il  n*y  aura  qn*à 
ajouter  ensemble  les  fractions  qui  expriment  la  somme  de 
chacune  de  ces  suites ,  et  Uon  aura  une  fraction  unique  égale 
à  la  série  proposée  ,  et  dont  le  dénominateur  sera  de  la  forme 

(  1  —  rx/*  (  1  — pxy De  sorte  que  cette  série  aurai 

pour  échelle  les  coefBciens,  pris  négativement,  des  puissances 
X  ,  x*,  x^,  etc.  du  polynôme  qui  orésultera  du  développement 

de  la  formule  (  i  —  rxy  (  i  — pxy 

La  solution  de  cette  question  peut  être  énoncée  dans  ces 
termes.  ' 

Soit  71  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  le  twme  général 
donné  T„^,  ;  ce   terme  sera   une   fonction  connue  de  tx  que 

nous  désignerons  par  ^  («)  :  la  Fraction  génératrice  inconnue 

N 

g  contiendra  au  numérateur  les  indéterminées  A^B,  C^  eto. 
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avec  X,  et  son  terme  général  T„^,  sera  une  fonction  connue 
de  /i ,  A  y  B  >  C  ,  etc.  que  nous  désignerons  pBifQi,  A,  B,  C,  etc.)* 
Posant  donc  Téquation  identique 

fWz=:f(^n,  A,B,C,  etc.), 

on  en  déduira  les  valeurs  de  A^  B^  C ,  etc.  qu*il  faudra  re» 

N 
porter  dans  la  fonction  génératrice  sr . 

Eclaircissons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Le  terme  gé^ 
néral  d*une  série  étant 

^(n)={a  +  bn  +  cn^+ +  //i/^')x», 

la  série  est  récurrente  ,  et  la  fonction  génératrice  est  de  la 
forme 

A+BjT  +  Çg* +  Kj/^', 

ii-xr  ' 

car  on  a  observé  précédemment  que  les  termes  généraux  qui  ré" 
pondent  aux  fractions 

A  A  +  Bx        A  +  Bx+Cx* 

'  ,    etc.. 


9ont  de  la  forme 

or»,      (o  +  i»)^»       {a  +  bn  +  cn^)x'^,      etc. 

Ainsi ,  par  exemple ,  le  terme  général  étant 

(i  4-/»4. 3n*)x», 

A   I  Bx  "l"  Cx* 
la  fraction  génératrice  sera  — v — ^ tj —  >  et  elle  aura  pour 

terme  général  (4°)> 
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A  +  U(5A4-B  — C)ii  +  i(A  +  B+C)ii*3««; 

égalant  les  coeRlciens  dç  4f«  et  ensuite  ceox  des.puinanoei 
de  it,  on  a  ces  déterminations 

A=i,      B  =  a,      C  =  5: 

la  fraction  cherchée  est  donc 

Nous  observerons  enfin  qu'on  peut  augmenter  à  Tolonté  le 
nombre  des  termes  de  Téchelle  de  relation  d'une  série  ré- 
currente,  maia  qu'on  ne  peut  le  diminuer ,  i  maiiiB  qiM  h 
fraction  rationnelle  génératrice  ne  soit  pas  réduite  i  sa  plot 
simple  expression. 

En  effets  soit  la  fraction  génératrice 

a  +  hx        ^ 

la  série  récurrente  qui  lui  répond ,  aura  a'  +  b'  pour  échelle 
de  relation ,  échelle  double  :  qu'on  multiplie  le  haut  et  le  bai 
de  la  fraction  par  i  -f-  «  x ,  la  fraction  résultante  sera 

1  —  (a'  — -')  J^—  (^'+  ûV)  x—^m'a^  ' 

fraction  qui  donnera  lieu  à  une  série  récurrente  à  échelle 
triple  :  on  pourrait  passer  à  une  échelle  quadruple,  quin- 
tuple ,  etc. ,  et  réciproquement;  mais  la  réduction  de  l'échelle 
de  relation  n'est  possible  qu'autant  qu'il  existe  entre  les  deux 
termes  de  la  fraction  génératrice ,  un  commun  diviseur  fonc- 
tion de  la  lettre  x  suivant  laquelle  la  série  récurrente  e^ 
ordonnée. 

La  solution   du  problème  suivant  olFrira  l'application  des 
principes  exposés  dans  ce  chapitre  et  dans  le  précédent. 
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Problème.  Deux  vases  A  et  B  dont  les  capacités  sont  res^ 
pectivement  a  et  h ,  son$  remplis  Cun  et  [autre  d'un  mélange 
d'eau  et  ds  vin  dont  ht  proportion  est  connue  pour  chaque^ 
vase  :  on  a  deux  mesures  égales  dont  la  contenance  est  c , 
^t  quon  remplit  de  la  liqueur  de  chacun  des  vas^ ,  après 
quoi  on  verse  dans  chaque  vase  la  liqueur  tirée  de  t autre  t, 
ayant  réitéré  s  la  même  opération  n  fois  successivement  y 
on  demande  quelle  sera  alors  Ut  proportion  ^  leau  et  du 
vin  dans  cfi^ue  vase  ?  *- 

Soient  X ,  X',  X''  les  quantités  d*eau  qui  restent  dans  If 
TaseA^  après  n,  is-f- 1  >  1^*4*^  opérations  consécutives  quel- 
conques; et  Y,  V>  T'  1^  quantités  d'eau  correspondantes 
qui  se  trouvent  dans  le  vase  B.  Dans  l'opération  qui  fait 
passer  1#  quantité  4*^»  4im*  I«  rase  A  de  X  à  X%  on  ei^trait 

de  A  une  quantité  d'eau  exprimée  par  -  X  ^  et  on  la  rem- 

place  par  une   quantité  d'eau  tirée  du  yase  B  et  exprimée 

par  T  Y  ;  ensor^  que  U  quantité  d*eau  dans  le  vase  A,  après 

cette  opération  ^  est 

X'»X-rî  X-*.T  Y; 

a  b 

,on  trouverait  pareillement 

X-'sX'— .-*X'  +  ïY': 

on  a  d'ailleurs 

X  +  Y  =  X'  +  r  ; 

éliminant  donc  Y  et  Y'  entre  ces  trob  équations ,  il  viendra 

^- =('-; -î) '''-(- l-ï)''^ 

partant  9  les  quotités  d'eau  successives  contenues  dans  le  pre- 
mier vasej  forment  une  suite  récurrente  dont  l'échelle  de  re- 


I 
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lation  est 

Cette  suite  récurrente  proyient  donc  du  développement  d^ant 
fraction  dont  le  dénominateur  est 

c*e8t*Â-dire , 

ou  bien  encore  elle  résulte  du  déyeloppemmit  de  la  senmt 
de  deux  fractions  de  la  forme 

M  N     / 


1— X 


-0-5-O'* 


M  et  N  étant  des  constantes  :  or  les  termes  généraux  de  ces 
fractions  étante  d*après  ce  qu*on  a  vu  précédemment  ^ 


Mot» 


>    nO-^-Ï)V. 


]e  terme  général  du  déyeloppement  de  la  fraction  génératrice  ^ 
sera 

X  =  M  +  n(i-£-J)". 

11  s'agit  actuellement  de  déterminer  M  et  N  d'après  Tétat 
initial  du  mélange  dans  les  deux  vases.  Soient,  à  cet  effet  » 
•  et  C  les  quantités  d'eau  qui  se  trouvaient  respectivement 
dans  les  deux  vases  A  et  B  avant  la  première  opération  : 
après  cette  première  opération  j  il  se  trouvera  dans  le  vase  A 


) 
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vne  quantité  d'eau  exprimée  par 

relation  qui  doit  être  la  m^xne  en  efifet  que  celle  qui  a  lieu 
antre  X^  X  et  Y  :  ainsi  il  faut  qu'en  Eaisant  euccessiye- 
ment 

nsTOl  rX  =  # 

}•    on  ait    <  -.  c        ,    c  - 

11=1  J  |X  =  ----i+jC, 

ce  qui  donne 

•  =  M  +  N, 

d'où  Ton  tire 

M  =  a.      ■   .  ,      N  = --r-# 

et  partant. 

On  ponriTi  donc  déterminer  le  moment  où  les  quantités  d'eau 
contenues  dans  les  deux  vases  >  seront  entr*elles  dans  un  rap- 
port donné ,  ou  celui  auquel  la  quantité  d*eau  contenue  dans 
l'un  des  vases ,  sera  égale  à  une  quantité  donnée.  Si ,  dans 
rétat  initial  du  mélange ,  les  quantités  d*eau  contenues  dans 
les  deux  rases ,  sont  respectivement  proportionnelles  aux  «a-* 
pacités  de  ces  vases  ,  c'est-à-dire ,  si 

«  :  C  ::  a  :  i  ,     d'où    #&  —  ffa  =  o , 

on  aura 

fl-J-O 
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à  canse  de  X  =  •  ponr  n  =  o.  Ainsi  ^  dans  œ  eÊB  piftiaH 

lier  t  quelque  multipliées  que  soient  les  opérations  ^  Fétat  des 
deux  mélanges  est  invariable* 

Soient  «^  7  les  quantités  de  yin  que  renferment  les  den 
tases  ayant  la  première  opération ,  x  et  jr  les  quantités  de 
Tin  respectivement  contenues  dans  les  deux  vases  après  k 
n^^  opération  :  on  aura  ces  quatre  formules , 

•'4-r    ,    m'b—Ca  /         c         cN" 

""  ="•  J43  +  ~ï+r  V  ~«~  ?>' • 

„         ,  *  -I-  C        mb  —  Co  /         c        c\  ■ 
^  =  *ï+î~    a  +  fr    V~i~W' 

en  observant  que 

t 

Or  -  et  T  étant  deux  fractions  positives  y  nécessairement  la 

ce 
somme  -  -^  7  est  toujours  comprise  entre  o  et  3  ,  et  par  con- 

c        c 
séquent  1 —  t  est  toujours  fractionnaire  et  compris  entre 

+  1  et  —  I .  Donc  les  valeurs  de  X ,  x  ,  Y  ,  y  tendent  cons- 
tamment à  se  réduire  à  leurs  premiers  termes  y  à  mesure  que 
n  devient  plus  grande  et  elles  y  tendent  de  manière  à  ce  que 
X  et  a:  restent  toujours  au-dessus  ,  et  qu*au  contraire  Y  et 

ce  Qv 

y  restent  toujours  au-dessous,  si  Ton  a  -  +  t  <Ci>ouc  < 


tandis  qu'au  contraire  X  et  x ,  Y  et  jr  se  trouvent  alterna- 
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tÎTement  au-dessus   ou   au-dessous   de    cette   limite^  pour 
^       ab  • 


^> 


a +6' 
Si  ron  ayait  exactement 


ab  ,,  .  c  -    c 

dou      1— -— r  =  o 


a  +  b  '  "  a       b 

Jes  valeurs  de  X,  x,  Y^  ^  atteindraient  leurs  limites  respeo* 
tives  à  la  première  opération ,  de  manière  que  les  opérations 
subséquentes  n*y  changeraient  rien  ^  et  qu'alors  le  mélange  se 
teouYendt  homogène  dans  les  dei^  vases ,  puisqu'on  a 

X  _A  +  C  _  Y 

X  —  7+ff  —  y 

Ainsi  en  prenant  la  mesure  e  =      ;   .  ,  on  sera  assiuré  ^  sans 

même  connaître  l'état  initial  du  mélange  dans  cbaoun  des 
▼ases ,  que  ce  mélange  est  exactement  le  même  dans  l'un  et 
dans  l'autre  après  une  seule  opération  ^  et  de  plus  il  est  aisé 
de  voir  que  la  chose  aurait  également  lieu  ,  lors  même  que 
les  liquides  mélét  dans  chaque  vase ,  seraient  an  nombre  de 
plus  de  deuz^  . 
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CHAPITRE  XXVL 


Transformation  des  fractions. 


\JZ.L\i 


[43.  Il  0U8  ayons  era  qD*on  ne  serait  pas  fâdié  de  troiim 
ici  un  extrait  d*nn  mémoire  sur  cette  question,  du  célâve 
Lagrange^  et  consigné  dans  le  cinquième  caliier  da  Joumd 
de  r École  Polytechnique, 

Soit  une  fraction  rr-  qu'on  suppose  moindre  que  Timité,  et 

jrédnite  à  sa  plus  simple  expression ,  ensorte  que  les  n< 
A  et  B  soient  premiers  entr'eux.  Si  Ton  demandait  de 
fonder  cette  fraction  en  une  autre  dont  le  munérateor  ou  le 
dénominateur  fut  donné  ^  il  est  clair  que  cela  ne  serait  possible 
â  la  rigueur  ^  qu'autant  que  le  nouveau  numératetir  on  dé* 
nominateur  serait  un  mulfiple  du  numérateur  ou  du  dénomi- 
nateur donné  ;  maïs  si  Ton  veut  se  contenter  d'une  approxi- 
mation, le  problème  est  toujours  résoluble,  et  il  s'agit  de 
déterminer  la  nouvelle  fraction  ,  de  manière  qu'elle  approche 
le  plus  qu'il  est  possible  de  la  fraction  donnée. 

we 

Ainsi   en  désignant  par  —  cette  nouvelle  fraction ,  dans 

laquelle  nous  supposerons  que  le  dénominateur  a  soit  donné , 
le  problème  consistera  à  déterminer  m ,  ensorte  que  la  diffé* 

B  m. 

renée  entre  les  deux  fractions  -r-  et  —,  soit  la  plus  petite  pos- 

Bfl  —  Am 

sible  :  or  cette  différence  est :  il  s'agira  donc  de 

déterminer  m  d'après  la  condition  que  le  nombre  ha  —  Am 
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devienne  le  plus  petit  possible  ^  puisqu  alors  la  différence  sera 
la  plus  petite  pour  le  même  dénominateur  a.  Il  est  visible 
qu'il  n*y  aura  qu*à  prendre  pour  m  le  quotient  eu  nombre 
entier^  de  Ba  par^  A:  alors  désignant  le  reste  de  la  division 
par  R ,  on  aura 

Ba  —  Atti        R 


Ba  —  A/îi  =  R         et 


Aa  Aa 


R 

où  R  est  ^  A  9  ensorte  que  —  est  une  différence  plus  pe- 

tite  qu'elle  ne  le  serait  pour  tout  autre  nombre  m ,  à  moins 

" ,         .  Ba     j,   ,  ,      .fn      h  .    , 

qu  on  ait  m  =  -7- ,  d  ou  on  conclurait  *-  =  — ,  ce  qui  n  au- 
^  A  a       A  ^ 

rait  lieu  qu'autant  que  a  serait  un  multiple  de  A ,  hypothèae 

qui  n'est  pas  celle  que  nous  faisons. 

Mais  on  doit  observer  ici  que  le  reste  d'une  division  peut 
être  positif  on  négatif,  suivant  qu'on  prendra  pour  quotient 
le  nombre  qui ,  multiplié  par  le  diviseur  ,  donnera  un  produit 
immédiatement  moindre  ou  plus  grand  que  le  dividende.  Dan^ 
l'arithmétique  ^  on  fait  toujours  la  division  de  manière  que 
les  restes  soient  positifs  *,  mais  dans  la  théorie  générale  des 
nombres  ,  on  peut  employer  des  restes  positifs  ou  négatifs  ; 
et  on  peut  même  ,  par  ce  moyen ,  faire  ensorte  que  Je  reste 
4oit  toujours  moindre  que  la  moitié  du  diviseur*,  car  il  est 
évident  que  si  le  reste  est  pljus  grand  que  cette  moitié  ,  en 
augmentant  ce  quotient  d'une  unité ,  il  faudra  retrancher  le 
diviseur  du  reste ,  ce  qui  donnera  un  reste  négatif  et  moindre 
que  la  moitié  du  diviseur. 

Or  on  peut,  pour  plus  de  simplicité  ,  appeler  division  en 
dedans ,  celle  pour  laquelle  le  reste  est  positif  ^  et  division  en 
dehors ,  celle  qui  donne  un  reste  négatif;  parce  qu'en  effet , 
dans  la  première,  le  produit  du  quotient  par  le  diviseur  tombe 
en  dedans  du  dividende  ,  et  que ,  dans  la  seconde ,  il  tombe 
en  dehors. 

Soit  donc 

Ba  —  Ai»  =  it  C (i*), 
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où  db  C  représente  le  reste  de  la  division  de  ha  par  AjCft  m 
le  quotient;  on  aura 

c 

on  pourra  donc  traiter  de  la  même  manière  la  fraction  —, 
dans  laquelle  C  est  toujours  nécessairement  moindre  que  A , 
et  la  réduire  à  une  autre  fraction  connue  r  dont  le  dénomi- 
nateur b  soit  encore  donné  ,  et  qui  approche  le  pins  qn*il 
est  possible  j  de  la  même  fraction.  On  fera  ainsi 

Ci  —  An  =  db  D.....(aO, 

où  di  D  sera  le  reste  de  la  division  de  C&  par  A  ,  et  a  k 
quotient  On  aura  de  cette  manière ,    • 

C        n    .     D    .  .  . 

Â==Î*ÂÎ ^^)- 

On  pourra»  si  l'on  veut,  continuer  de  même  j  en  fusant 

De  —  Ap  =  d:  E (3*), 

et  Ton  .aura 

«t  ainsi  de  suite. 

i44'  Nous  remarquerons  ici  que  le  nombre  B  étante  A,  ^ 
par  l'hypothèse ,  les  nombres  suivans  C  ^  D ,  etc.  seront  aus^i 
moindres  que  A  y  puisqu'ils  sont  les  restes  des  divisions  de  Ba , 
Ci  ,  etc.  par  A  :  d'où  il  résulte  que  les  numérateurs  m  ,n  ,p,  etc. 
ne  pourront  jamais  être  plus  grands  que  leurs  dénominateurs 
respectifs'  a  ,  b,  c ,  etc. 

Car  en  considérant  l'équation 

Ba  —  Am  =  db  C , 
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ai  Ba  est  ^  Am ,  on  aura 

Ba  —  Am  =  C ;      ^ono    Am  =  Ba  —  C  <  Ba; 

mais  A  étant  ^  Ç  ,  le  nombre  m  sera  nécessairement  ^  a. 
Dans  le  cas  contraire  de  Ba  ^  Am ,  on  aura 

Ba  —  Am  =  —  C  ;  , 
donc 

■ 

Am  =  Ba  +  C      et      A  (m— i  )  =  Ba  +  C  —  A; 

mais  de  ce  que  A  ^  G  ^  il  suit  que  C— A  ^  o  ;  donc 

A  (  m  —  1  )  <  Ba  ; 

et  comme  B  est  •<  A ,  m  —  i  sera  nécessairement  ^  a  ; 
coDséqnemment , 

m 

m  <  a  +  1. 

On  démontrera  de-  la  même  manière  par  Féquation 

Ci  —  An  =  ±:  D , 

que  Von  aura  i  dans  tous  les  cas , 

»  <  i  +  1, 
et  absi  de  suite. 

Lorsqu'on  détermine  tes  numérateurs  m  >  n  ^  etc. ,  de  manière 
que  les  restes  des  diyisions  de  Ba  ,  C& ,  etc.  par  A  \  soient 
positifs^  alors  on  déduit  de  la  démonstration  précédente, 

m  <^  a^      n  ^  b  ,      p  ^  c ,      ktc. 

C 

Si  Ton  substitue -successiyemeut  cette  suite  de  valeurs  -j , 

•Y,  etc.  tirées  des  équations  (a),  (3),  etc.  dans  (i)  ,  on 
aura  cette  suite  de  transfbnnées 

A       a      Aa      a      ai  "^  Aaft      a'^  ab      abc      Aaic 

-      €tC. 

34.. 
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88*7 
145.  Fabons  une  application  à  la  fraction  — ^ ,  et  pre- 

nona  tous  les  quotiens  en  dessous  :  on  a  ,  pour  a  =  a , 

m  =  1         et        C  =  671  , 

ensorte  que  d'après  (i)^ 

iio3       a       a.iioS  * 
pour  6=39  on  a 

H  =  1  ,      D  =  910, 
et  d'après  (a)  ^ 

671  1    ,      910 

iio3~3"^3,uo3  * 
donc 

887  _  '    I      ^     I        .910       ■ 
iio5      2"^2.3"^a.3.iio3' 


pour  c  =  4>  on  trouve 


^,=i+^.+^,+ 


33i 


iio3      a      2.3      a. 3. 4      2.3.4*1103* 
pour  d  =  b  y  on  Si 

887  _  I   ,    .1  5  1  55a 

iio3~2"*"2.3"^2.3.4"*"2.3,4.5"'"2.3.4.5.iio3* 

En  prenant  pour  e ,  f,  etc.  la  suite  des  nombres  naturels  G 
7 ,  etc. ,  on  est  conduit  à 

no3      a      2.3      2.3.4     2. ..5      2.. .6      2. ..9 

Ensorte  que  les  fractions  approchées  en  moins ,  sous  les  déno- 
minateurs 2,   2.3,  2.3.4,  elc. ,  sont 

1        4        19_  96  byq  291817 

-2^  6'  2.3.4'  2.3.4.5'  2 6*  ^7r:T^'  ^^^- 
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En  prenant  a  =  a  et  faisant  la  division  en  dessus ,  on  trouye 

fl.887  43a  „  ^        887  43a 

^=a  — -î--=,      doù       — %=i — 5. 

1100  iio3  iio5  a.iio3 

Soit  6  =:  3  :  en  faisant  la  division  en  dessous ,  on  a 

5.43a  _  195  ,        43a  _  1  193 

1753  ~  *  "*■  iio3'      ^^"^      TT33~5  +  3:TT^* 

et  conséqaemment , 

887  _  j L  -.  _îiË_; 

iio3  a. 3       a.3.iio3* 

Pour  c  =  4  >   iious    ferons  la  division   en   dessus ,  ce  qui 
donnera 

4.iq3                 33i  j,  ,•       193        1  33i 

^     :.■  =1 =  ,      d  où      — ^  =  -.  — 


iio3  iio3  '  iio3       4       4*^^o3' 

et  conséquemment  ; 

887 1 ^   1        33i 


+ 


iio3       a. 3   fll.3.4   i.a.3.4*iio3* 
Pour  d=zS  ,  on  obtient 

887 1     i  1         55i 


iio3     a. 3   a. 3. 4   a. 3.4*5   a.3.4«5.iio3' 

En  continuant  de  cette   manière ,   on  est  conduit  au  déve^ 
I^^ement 

887  1  1 ,       a  5       ,       1  ^ 

— ^=1— — 5 5—7+ Ë ?H >  ®^c. 

iio3  a. 3      a. 3. 4      a..,5      a...o      a. ..9 

La  somme  des  trois  premières  fractions  ^  donne   -~ ,  ainsi 
qu  on  Va  trouvée  précédemhient  ;  ajoutant  la  quatrième  ,  on  a 
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— W-TT  *o  lî«i  ^c  — il  .  ,;  prenant  encore  la  cinquième,  oa 
9.3.4-5  a.0.4.5   *^  *  * 

obtient  <   ^^-\  ^. 
9.0.4.0.0 

On  remarqnaii  dono,  i  Tégard  des  signes  saocessifi  des 
sMes  >  que  celni  dn  second  terme  est  le  même  que  celui  da 
premier  reste  ;  que  celui  dn  troisièuM  doit  être  le  produit 
de  ceux  des  deux  premiers  restes;  que  celui  du  quatrième 
est  le  produit  de  ceux  des  trois  premiers  icetee  »  et  aimi  ds 
suite. 

146.  Si  les  dénominateurs  domés  sont  tons  égaux  entr'enx  » 
alors  la  série  prend  cette  forme  plus  simple^ 

A       a       a*      a* 

et  il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  fait  a  =ri  o,  et  qu*oii  prenne 
tous  les  restes  positif,  c'est-à-dire,  qu'on  fasse  toutes  les 
divisions  en  dedans ,  comme  on  le  pratique  dans  l'aril 


tique  >  on  aura  la  réduction  connue  de  la  fraction  -^  ^^  déci- 

maies  ,  où  les  numérateurs  m ,  n  ,  p  y  etc.  sont  les  caractères 
succpji.sif:»  de  la  fraction,  Eln  effet,  m  sera  le  quotient  de  la 
divi-ion  de  aB  ou  de  loB  par  A,  et  C  le  reste;  n  le  quotient 
de  la  division  de  aC  ou  de  loC  par  A ,  et  D  le  reste,  et 
ain^i  de  suite ,  ce  qui  revient  à  Topération  connue  de  la  division 
par  décimales. 

On  remarquera  maintenant  que  tous  les  dénominateurs  étant 
égaux  ,  les  numérateurs  m  ,  n,  p  ,  etc.  doivent  nécessairement 
revenir  les  mêmes  et  former  une  série  périodique  *,  car  les  restes 
C ,  D ,  E ,  etc.  étant  tous  moindres  que  le  diviseur  A ,  il  devra 
arriver  que ,  dans  la  suite  des  opérations  ,  un  des  restes  soit 
répété.  Supposons  ,  par  exemple  ,  que  le  reste  E  soit  égal  au 
reste  C  :  comme  n  e^t  le  quotient ,  et  D  le  restç  de  la  di\i- 


\ 
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aion  de  Cb  par  A  ;  que  de  même  q  est  le  quotient  ^  et  F  le 
reste  de  la  divisionde  Ecf  par  A,  à  cause  de  a=fr=:c=  etc, ,  on 
aura  9  =  n  et  F  =D;  et  par  la  même  raison ,  r=p,  G=£ , 
et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  les  quotient  ^  %  p  >  ^c.  re- 
viendront toujours  à  rinfini  ^  et  formeront  une  suite  pério- 
dique de  deux  termes.  C*est  ce  qui  a  lieu ,  comme  on  sait , 
dans  Tarithmétique  ordinaire  ^  lorsqu'on  réduit  une  naction 
quelconque  en  décimales. 

De  là  on  peut,  conclure  réciproquement  que  si  Ton  a  une 
série  numérique  quelconque  de  la  forme 


—  di  --  ih  ^  rfc  etc. 


laquelle  aille  à  Tinfinî ,  sans  que  lès  numérateurs  m  y  n  ^ 
p ,  etc.  qui  doivent  tous  être  <[  a  +  1 ,  forment  une  suite 
périodique ,.  cette  série  ne  pourra  jamais  représenter  une  frac- 
tion rationnelle. 

i47-  Considérons  maintenant  plus  particulièrement  le  cas 
où  les  n;miérateurs  m  ^  n,  etc.  sont  donnés ,  et  supposons  que 
ces  numérateurs  soient  tous  égaux  à  Tunité^  ce  qui  rend  la 
forme  de  la  série  la  plus  simple  et  la  plus  convergente. 

Dans  ce  cas ,  les  équations  (i* .)  ,  (a".) ,  (3®0>  ^*c-  devien- 
dront 

Ba-;A  =  d=C,    Ci  — A  =  zfc:D,    De— A=d:E,   etc. 

Ainsi  Ton  prendra  pour  a  le  quotient  de  la  diviMon  de  A 
par  B ,  pour  b  le  quotient  de  la  division  de  A  par  le  reste  C; 
pour  c  le  quotient  de  la  division  de  A  par  le  reste  D  ^  et  ainsi 
de  suite.  De  sorte  que  ^  dans  ces  opérations  ^  on  comparera 
successivement  tons  les  restes  au  même  dividende  A ,  ce  qui 
rendra  la  suite  des  restes  décroissante ,  et  celle  des  quotiens 
Qj  b  y  c  y  croi^isante  ^  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste 


l 
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nul ,  ce  qui  terminera  l'opération  et  la  série.  On  aura  alon; 
pour  le  développement  de  la  fraction  > 

5.  —  i -+- -L -+-  JL -4- 
A  "^  a       ab       abc 

Si  Ton  fait  toutes  les  divisions  en  dedans^  comme  i  Fordinaîrei 
les  restes  C ,  D  ^  etc.  auront  le  signe  négatif,  et  par  conséquent 
les  signes  de  la  série  seront  alternativement  positifi  cttiégatif». 
En  4rfFet  B ,  C  >  D  ,  etc.  étant  <  A,  on  a 


B 
A~ 

1 

a 

C 

aA* 

C 
A 

i 
b~ 

D 

SX* 

D 

A7 

1 
c 

etc.  , 

E 

cA* 

où    chacun  des    restes  C ,  D ,    £  ,  ietc.  est  négatif ,  et  les 
substitutions  successives  donneront 

B        1        1     ,     D 


A       a      ab       abX  * 
B        1        1     .     1  E 


A       a       ab       abc       abc  A 
etc. 

On  remarque  que  le  signe  du  second  terme  est  le  même  qne 
celui  du  premier  reste  •,  que  le  signe  du  troisième  terme  doit 
être  le  produit  de  ceux  des  deux  premiers  restes  •,  que  le  signe 
du  quatrième  doit  être  le  produit  de  ceux  des  trois  premiers 
restes ,  et  ainsi  de  suite.  Pour  que  la  série  n'ait  que  des  terme* 
positifs  ,  il  faudra  que  les  divisions  successives  soient  toutes 
en  dehors. 
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Au  reste  ,  si  Tok  voulait  avoir  la  série  la  plus  convergente , 
il  faudrait  faire  chaque  division  en  dedans  ou  en  dehors^  suivant 
qu  elle  donnera  le  reste  le  plus  petit. 


148.  Comme  cette  manière  de  convertir  une  fraction  en  série 
est  peu  connue  >  et  peut  être  utile  dans  beaucoup  de  cas^  nous 
l'éclaircirons  par  quelques  exemples. 

887 
Soit  donc  la  fraction  — ^.  et   fabons    les    divisions   en 

iio3 

dedans ,  nous  aurons  ce  tableau  d'opérations  ^  où  on  a  écrit  le 

diviseur  à  gauche  du  dividende  ^  pour  plus  de  commodité  : 


,  887 


iio3 
887 

1 

ai6 

iio3 
1080 

iio3 


Les  restes  sont  3i6  ^  a3  >  sa ,  3^  a  ,  1  ,  et  les  quotiens  ; 
1  >  5,  47>  5o ,  367,  55i ,  iio3,  de  sorte  que  l'on  aura 
cette  série  alternative  , 


887  1 

—  X  =  1  -*  - 
iio3 


5      5.47      5.47-5o      5T47T50.367 


^+ 


5.47.50.357.551      5. 47-5o. 367.551.1103* 
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Prenons  la  fraction  qni  exprime  le  rapport  de  la  ciièoiH 
férence  an  diamètre  ,  et  qui  est  en  décimales  (lia), 

3,14159a  653589  793^38  462643  38  etc.  : 

en  opérant  snr  la  fraction  décimale  réAiite  en  fraction  ordi- 
naire ,  laquelle  est 

141 593  655589  793a38  46a645  38,  etc.  ^ 
^  1000000  000000  000000  000000  00,  etc.  * 

et  faisant  les  divisions  en  dedans  ou  en  dehors ,  suivant  qu*I) 
sera  nécessaire ,  on  trouvera  les  quotiens  7 , 1 13 ,  47^t47oSi ,. 
49976a,  et  Ton  aura  U  série  très-convergente^ 

3  +  i-r4T5-:rT:^^  + 


7   7.113   7.113.4739   7- ii3.4759,47o5t 

"*"7. 113.47^.47061 .49976a' 

aa 
La  somme  des  deux  premiers  termes  donne  lie  rapport— r» 

trouvé  par  Archimède;  et  en  7  ajoutant  le  troisième,  on  a 

355 
celui  de  Métius  — 5. 

110 

Nous  regrettons  de  ne  pouvoir  faire  connaître  en  entier  cet 
excellent  écrit  de  Lagrange ,  dans  lequel  ce  géomètre  traite 
la  question  de  réduire  une  fraction  à  d'autres  fractions  expri- 
mées en  moindres  termes  ,  et  qui  soient  les  plus  approchantes 
qu'il  est  possible  de  la  fraction  donnée  ;  problème ,  ajoute-t-il , 
l'un  des  plus  intéressans  de  l'arithmétique  ,  soit  par  les  artifices 
qu'il  exige  ,  soit  par  les  usages  dont  il  est  susceptible. 

149.  Cependant  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  relater 
ici  une  démonstration  de  l'incommensurabilité  de  la  circon- 
frrence  avec  le  diamètre,  laquelle  m'a  été  communiquée  par 
Haros ,  employé  à  l'ancien  bureau  du  Cadastre  ,  qui  a  fait 
sur  •  plusieurs   points  d'analyse  ,  des  recherches  intéressantes. 
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Reprenons  le  déreloppement 

A       a       ao      abc      abcd    ' 

lorsque  le  rapport  -r-  est  rationnel ,  la   série  précédente   s» 

termine  »  parce  que  tous  les  restes  C  ,  D ,  etc.  dilTérens 
entr'eux ,  sont  moindres  que  A  :  donc  toute  série  de  cette 
forme  qui  aura  un  nombre  infini  de  termes  ,  ne  pourra  re-* 
présenter  qu'une  quantité  irrationnelle  ou  incommensurable. 
La  formule  suivante^ 

5mx  =  x-:j-^  +  7;^73743~  1.9.3.4.5.6,7  +  ''^'''' 

étant  de  même  forme  que  la  précédente ,  et  le  nombre  des 
termes  infini ,  il  en  résulte  que  si  Ton  prend  pour  x  une 
quantité  rationnelle ,  c'est-à-dire  ,  une  quantité  qui  ait  un 
rapport  fini  avec  le  rayon  ou  Tunité  y  &in  x  sçra  incommen- 
surable. Cette  conclusion  est  encore  due  à  M.  Lagrange  ^ 
et  elle  fournit  à  Haros  la  démonstration  de  Ténoncé. 

En  effet  y  celui  qui  prétendra  avoir  trouvé  la  quadrature 
du  cercle  j  ou  le  rapport  exact  du  diamètre  à  la  circonfé- 
rence ,  pourra  toujours  assigner  le  rayon  et  le  quart  de  la 
circonférence  d*un  cercle  par  deux  nombres  entiers. 

Soient  donc  R  le  rayon  d*un  cercle  »  et  Q  la  longueur  exacte . 
du  quart  de  la  circonférence  :  d'après  la  formule  ci-dessus , 
on  aura  pour  le  rayon  R  y 

sina:  =  |  -  37^  +  ^  3  ^  5^5  -  «*=•  » 
et  faisant  x  =  Q ,  on  aura 
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série  de  même  forme  que 

B        m        »    ,     p 
A        a        ai       abc 

or  le  nombre  des  termes  de  cette  série   étant  Infini  >   et  R 

et  Q  des  nombres  entiers ,  il  faut  en  conclure  que  sîn  -  est 

incommensurable^  ce  qui  est  absurde,  puisque  ce  sinus  est  égal  i 
K  y  nombre  rationnel  :  donc  {^hypothèse  de  Q  rationnel  ne  peut 
être  admise  pour  le  cas  où  le  rajon  serait  rationnel  ;  Q  est 
donc  une  quantité  inconunensurable  pour  un  rajon  rationnel: 
il  ne  peut  donc  exister  aucun  rapport  fini  entre  le  diamètre 
et  la  circonférence. 
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CHAPITRE  XXVn. 


Déwloppenwnt  de  la  théorie  donnée  -par  M.  Laplace  ^ 
pour  V élimination  au  premier  degré. 

iSo.VJE  chapitre  dû,  en  partie^  âM.  Gergonne,  est  extrait  du 
n**  y  du  tome  IV  des  Annales  Mathématiques,  Ayant  d'entrer  en 
matière ,  ce  géomètre  s'exprime  en  ces  termes  :  a  Cramer  est  > 
9)  ]e  crois  I  le  premier  qui  ait  remarqué  la  loi  que  suivent  les 
n  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré , 
7)  et  qui  ait  indiqué  des  méthodes  pour  construire  ces  valeurs  ^ 
7)  sans  passer  par  le  ca-.cul  de  l'élimination.  Postérieurement 
7)  Bezout  y  dans  sa  Théorie  générale  des  Équations  algébriques ^ 
ii  a  apporté  quelques  modiGcations  à  ces  méthodes  ;  mais 
n  quoiqu'il  fût  sur  \k  voie  d'une  démonstration  proprement 
n  dite ,  elles  sont  demeurées  entre  ses  mains  comme  entre 
]f>  celles  de  Cramer ,  le  résultat  d'une  simple  induction. 

i>  Ce  n'est  seulement  qu'en  1 77a ,  ^e  M.  Laplace ,  dans 
9)  les  Mémoires  de  F  Académie  des  Sciences  ,  a  démontré 
9)  pour  la  première  fois  ,  d'une  manière  générale  et  rigoureuse , 
19  l'exactitude  de  ces  formules.  Mais  soit  que  la  précieuse 
9>  collection  où  la  théorie  de  cet  illustre  Géomètre  est  expo- 
7>  sée  ,  ne  se  trouve  pas  dans  les  mains  de  tout  le  monde,  soit 
9v  plutôt  que  M.  Laplace  ne  présentant ,  pour  sàns'i  dire , 
99  cette  théorie  qu'en  passant ,  ne  lui  ait  pas  donné  le  dévelop- 
I»  pement  suffisant  pour  la  bien  faire  apprécier  ^  on  a  toujours 
n  continué  depuis  lors  j  dans  tous  les  Traités 'd'Algèbre  ^  à 
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V  nappnyer  les  métbodes  de  construction  des  yaleun  fjtnt* 
71  raies  des  inconodes',  que  sur  une  simple  induction  (*).  n 

i5i.  Dans  ce  qui  va  suîyre ,  on  appellera  nombres  de  même 
espèce ,  deux  nombres  qui  seront  Tun  et  l'autre  pairs ,  on  Yua 
et  l'autre  impain  :  on  diangera  donc  l'espèce  d'un  nombre ,  en 
l'augmentant  ou  en  le  diminuant  dune  unité ,  ou  plus  géné- 
ralement ,  d'un  nombre  impair  quelconque  d'unités  ;  et ,  au  con- 
traire ,  on  ne  changera  pas  l'espèce  d'un  nombre  en  l'augmen- 
tjtnt  ou  en  le  diminuant  d'un  nombre  quelconque  pair  d*nnitéi. 

i5a.  Il  sera  encore  vrai  de  dire  que  si  l'on  cbahge  plusieun 
fois  de  suite  y  l'espèce  d'un  nombre ,  elle  se  trouvera  être  ou 
n'être  plus  la  même ,  suivant  que  le  nombre  des  diangeneiii 
«éra  pair  ou  impair. 

i53*  Soient  les  lettres  a ,  b  ^  c ,  toutes  différentes  les 

une  des  autres,  au  nombre  de  m,  et  concevons  ces  lettres 
écrites  les  unes  a  la  suite  des  autres  ,  dans  un  ordre  arbitraire  : 
si  deux  d'entr'elles ,  consécutives  ou  non  dans  l'arrangement 
total ,  ne  suivent  pas  l'ordre  alphabétique ,  nous  dirons  qu'elles 
forment  une  inversion  .*  nous  dirons  donc  que  l'arrangement 
total  offre  autant  d'inversions  qu'il  s'y  rencontre  de  systèmes 
de  deux  lettres  qui  ne  sont  pas  écrites  suivant  l'ordre  alpha- 
bétique. 

i54*  On  voit  donc  que  si  les  m  lettres  se  trouvent  écrites 
suivant  Tordre  alphabétique  ,  le  nombre  des  inversions  sera 
nul  \  et  que  si  elles  sont  écrites  dans  un  ordre  absolument 
inverse  de  celui-là  ,  elles  n'offriront  que  des  inversions  dont 

le  nombre  sera :  en  effet ,  ce  nombre  des  inver- 
sions est  la  moitié  de  celui  des  arrangemens  deux  à  deux  de 


(*)  J'avais  donne  la    demomtratioa  de  M.  Laplace  dans  la  premiite 
cdition  de  cette  itection. 
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m  lettres  ,  puisque ,  dans  une  moitié  de.  ces  arrangemens  ,  les 
lettres  se  suivent  dans  Tordre  alphabétique  >  tandis  que  dans 
Tautre  moitié  elles  sont  dans  un  ordre  contraire  (^). 

i55.  Soit  M  un  arrangement  quelconque  des  m  lettres 
que  nous  considérons  :  permutons-y  entr'elles  deux  lettres 
consécutiTes  quelconques ,  sans  toucher  aux  autres ,  et  soit 
M'  le  nouvel  arrangement  qui  en  résulte  :  je  dis  que  dans  M 
et  Af  j  les  nombres  d'inversions  sont  d'espèces  différentes.  En 
effet ,  les  deux  lettres  permutées  devant  nécessairement  former 
une  inversion  dans  l'un  des  arrangemens  M  et  M'^  et  n*en 
point  former  dans,  l'autre  ,  et  toutes  les  autres  lettres  demeu- 
rant ,  dans  les  deux  arrangemens ,  disposées  de  la  même  ma- 
nière ,  soit  entr'elles  ,  soit  par  rapport  à  celles-là ,  il  s'ensuit 
que  y  soit  en  plus  soit  en  moins ,  le  nombre  des  inversions 
de  M'  diffère  seulement  d'une  unité  ^  du  nombre  des  inveiv* 
tions  de  M  :  ces  deux  nombres  adat  donc  d'espèces  différentes. 

i56.  n  suit  de  là  que  si  Ton  déplace  une  seule  lettre  d'une 
manière  quelconque»  l'espèce  du  nombre  des  inversions  res- 
tera la  même  ou  se  trouvera  changée  /  suivant  que  le  nombre 
des  places  parcourues  par  cette  lettre ,  sera  pair  ou  impair. 
En  effet ,  on  peut  concevoir  que  le  déplacement  ne  s'opère 
que  successivement ,  par  la  permutation  continuelle  de  la  lettre 
tn  question  avec  sa  voisine ,  soit  de  droite  ,  soit  de  gauche  ; 
or  à  chaque  permutation  partielle  ,  l'espèce  du  nombre  des 
inversions  changera  ;  donc  quand  la  totalité  des  déplacemens 
de  la  lettre,  sera  effectuée  ,  l'espèce  du  nombre  des  inversions 
se  trouvera  la  même ,  ou  elle  sera  changée  ,  selon  que  le 
nombre  des  permutations  partielles  ou  des  places  parcourues^ 
sera  pair  ou  impair. 


(*)  Poar  que  deux  leUrrt  soient  dîtes  tuiuant  Cordre  alphabétique  , 
il  B*est  pas  nécessaire  quVllcs  soient  consecutiret  dans  cet  ordre»  il  snffic 
qâe  celle  qui  est  à  la  droite  à»  Ttatre ,  dans  la  série  des  m  lettres  ,  soit 
«Mêi  à  sa  droiu  dans  Falphabet. 
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157.  Concluons  de  là  que  si  Von  déplace  deux  lettres  pour 
leur  faire  parcourir ,  en  totalité ,  un  nombre  impair  de  rangi, 

l'espèce  du  nombre  des  inyersions  se  trouvera  nécessairement 
changée.  Il  est  clair ^  en  effets  qu'il  faut  pour  cela  que  Tune 
des  lettres  parcoure  un  nombre  pair  de  rangs ,  et  que  Tautre 
en  parcoure  ensuite  un  nombre  impair ,  ce  qui  doit  nécessaire- 
ment changer  l'espèce  primitive  du  nombre  des  inversions. 

1 58.  Donc  si  Von  permute  entr*elles  deux  lettres  non  coo- 
sécutives ,  on  changera  nécessairement  Tespèce  du  nombre  dei 
inversions  ;  car  soit  n  le  nombre  des  lettres  interposées  :  on 
pourra  d*abord  porter  la  lettre  la  plus  à  gauche ,  immédiate 
ment  à  gauche  de  Vautre ,  ce  qui  lui  fera  parcourir  n  places 
ou  intervalles  ;  puis  remettre  cette  dernière  à  la  place  de  la 
première  ;  et  comme  elle  sera  obligée  de  passer  par- dessus 
celle  -  ci ,  elle  se  trouvera  avoir  parcouru  n  4-  1  places  :  le 
nombre  total  des  places  parcourues  par  les  deux  lettres  étant 
2/1  -t"  1  >  Tespèce  du  nombre  des-  inversions  se  trouvera 
changée  (i56). 

159.  Appliquons  maintenant  ces  principes. 

Soit  écrite  successivement  la  lettre  6  à  la  gauche  et  à  la 

droite  de  la  lettre  a  ,  en  changeant  le  signe  au  changement 
de  place  ',  on  formera  ainsi  le  binôme , 

ab  —  ba. 

Soit  introduite  successivement ,  et  en  allant  de  gauche  adroite, 
la  lettre  c  dans  chacun  des  termes  de  ce  binôme ,  en  lui  fai- 
sant parcourir  dans  chacun  ,  toutes  les  places  de  droite  à 
gauche ,  et  changeant  encore  le  signe  à  chaque  changement  de 
place  :  on  formera  ainsi  le  polynôme 

abc  —  acb  +  cab  —  bac  +  bca  —  cba. 

Concevon8  que  l'on  en  fasse  de  même  successivemeiit  pour 
les  lettres  suivantes  d,  e  ,  f,  etc.  jusqu'à  la  dernière  inclu- 
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nvement»  en  amyant  tonjonrs  exactement  Tordre  alphabétique  r 
on  parviendra  de  cette  manière  à  un  polynôme  homogène  P , 
de  m  dimensions  ou  dn  degré  m  ,  dont  les  termes  au  nombre 

4e  1.3.3 m  (P*8ect.)|  sont  tous  les  arrangemens  ou 

permutations  dont  m  lettres  sont  susceptibles  j  en  les  faisant 
-entrer  tontes  dans-  chaque  arrangement.  Je  vais  prouver  que , 
d'après  ce  mode  de  génération ,  les  termes  de  ce  polynôme 
auront  le  signe  -f-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  le  nombre  dea 
invitrsions  qu'ils,  présentent ,  sera  pair  ou  impair. 

n  est  d'abord  aisé  de  voir  que  les  deux  résultats  que  nous  ve- 
nons de  former  ^  satisfont  à  cette  loi  :  supposons  qu'elle  ait  encore 
Ben  dans Tavant-demier  polynôme  du  degré  m— -  i  »  de  manier» 
ipiû  chacun  de  ses  termes,  porte  déji  le  signe  qui  convient  aa 
Aombre  de  ses  inversions.  L'introduction  de  la  dernière  letti» 
i  la  droite  de  l'un  quelconque  de  ces  termes  >  ne  changera  rien 
à  cet  état  de  choses ,  puisqu'elle  n'en  changera  ni  le  signe,  ni 
le  nombre  des  inversions  ;  à  mesure  que  cette  lettre  avancera 
X9n  la  gauche ,  l'espèce  du  nombre  des  inversions  se  trouvera 
akemativement  changée  et  rétablie  (i56)  ;  niais  le  sigae  se  trou- 
Tant  aussi,  par  hypothèse ,  alternativement  changé  et  rétabli  ; 
la  loi  dont  il  est  question  continuera  donc  à  subsister  dans  le 
dernier  polynôme,  si,  comme  nous  le  supposons,  elle  a  lieu 
dans  l'avant-dérïiier  :  puis  donc  qu'elle  subsiste  dans  les  deux 
premiers,  il  s'ensuit  qu'elle  est  générale. 

i6o.  Concevons  actuellement  que  „  dans,  chacun*  des  fermée 
du  polynôme  P ,  on  affecte  chaque  lettre,  d'un  indicé,  égal  aii 
rang  de  cette  lettre ,  en  cette  manière  ^ 

etc.  :  .  ■.       . 

on  formera  ainsi  un  nouveau  poljmome  D  qui  n'aura  plus  d% 
termes  semblables.  Je  vais  prouver  que  si ,  dans  ce  pqlynonie 
D^  on  change  une  lettre  quelconque  en  Une  autre,  en  laissant 
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d'aillenri  eeUe^  tellcqa*elle  est,  «ta  sa  plaôt  »  et  âmIrtM 
diec  anx  indices ,  tDiU  le  polynoote  s*«Diétiitini. 

Snppogona ,  en  effet»  qne  Toa  change  h.mxg,  sane  tOBcher 
i  g  maux  indices  :  soient»  pour  un  terme  pris  an  hasard  daae 
le  polfnome»  js  et  ç  les  indices  resp^ctifii^get  A  ;  eepcdynooM 
rentSermant  tontes  les  permutations  »  doit  ardr  un  cnire  tenue 
ne  différant  mdqnement  de  celui-  là  iqnTen  ce  qpûh  y  porte 
Findiçepi  et  g  Findioef,  et.de  pins  ces  deax  teiûes  doitent 
avoir  des  signes  contraires  (i5S)  ,  ils  se  détrniranf  donoy  lam 
4n*Qn  changera  A  en  ^ • 

161.  La  lettxjB  a  devant  se  trouver  dans  tons  les  termes  du 
polynôme  îï,  et  ne  pouvant  se  trouver  qu'une  ecule  tm, 
dans  ohacon,  ce  polynôme  peut  être  ordonné  suivant  las  indioss 
de  cette  lettre  ainsi  qu'il  suit  : 

D«Aa  +  Aa  + A,B,+ +  Â^ (0, 

I 

A|,Aft/At étant  des  fanerions  de  A, ,  c, ,  c^;  b^^  tk, 

«t >  &»»  c«,  cL  :  alan  y  d^apràs  ce  qui  vient  d'Ain  dk» 

on  devra  avoir 

o  =  A,6,  4-  Aai.  +  Asis  + +  A„6„  1 

oî=:  A,c,  +  A.C.  + A,cs+ +  A,c«r---^^^> 

etc. , 

et  le  polynôme  D  ordonné  par  rapport  i  toute  antre  lettre, 
donnerait  lieu  i  des  conséquences  analogues. 

Ces  principes  posés  1  soient  entre  les  m  inconnues  x  ,  y , 
ti . . .  •  .Xy  les  m  équations 

tf,«  +  b,y  +  c,a  + =î:  A, 

<W?  +  *■  J'  +  ^•*  + =  ft. 

a,x  +  4s jr  4-  C3»  4- =  As  \ (3): 


fl«x  +  *«jy  +  ^-1*  + =  A. 
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en  prenant  la  aoniine  de  leurs  produits  re8pecti&  par  A, , 
Aa,  A3 An ,  et  ayant  égard  aux  équations  (1) ,  (a),  on  aura 

Dx  =  A,*,  +  A,*,  +  AaAj  + XJt^ .(4)  , 

d*où 

A,a,  +  A^o,  +  Aafla  + +  A^a»*  ^    . 

En  ordomuuit  le  polynôme  D  svÎTant  les  indices  de  & ,  et  di^ 
signant  alors  les  coelficiens  parB,,  Bt>  etc. ,  pn  atn  des 
équations  analogues  i  (a)>  en  changeant  dans  celles-ci ,  Ai, 

A» en  Bi»  B» ^  ft»,  b^^   en  a,»  a^ ^  et  la  yalenr 

de  y  aura  même  dénominateur  que  celle  de  x  :  donc  le  dé-f 
nominateur  commun  des  valeurs  des  inconnues,  n*est  antre  çhoee 
que  le  poljmome  D  ,  et  on  en  conclut  le  numérateur  de  la  valeur 
de  chacune  d'elles ,  en  y  mettant  la  lettre  qui  représente  le  terme 
tout  connu  /  à  la  place  de  celle  qui  représente  le  coefficient  dé 
cette  inconnue ,  toujours  sans  toucher  ans  indices  (Alg.  l'^sect.)/ 

Pour  trois  équations  entre  tnris  inconnnes^  l'indice  m=?3^ 
et  on  a  (160) 

D  =  A,fl,  +  Atfl%  +  Ajcs,      A,  zx  btfis  —  cjt%, 
A»  =  c,  Jj  —  igCs  I        As  rs  i,r»  —  c,ig. 

16a.  Si  dans  les  équations  (3)  on  change  ft,,  k^^  kt.  •  .k^^ 
en  —  fc,»,  —  ft»»,  —  AsF.. ..— iiii»!  '  étant  une  (m-f-i)**^- 
inconnue^  ces  équations,  toujoun  an  nombre  dem^  dériendront 

ûi^  +  *ij^  +  c,»  + +  A,f  =  o, 

^•3C  +  *^y  +  Câ«  + +  Ab»  *a  0,       . 

etc>  I 

et  donneront ,  par  un  semblable  changement  opét:é  dans  l'équa^ 
tien  (iO  » 

Dx=a  — (AA  +  A,ft,  + A,As+ +  AJti)f.     . 

Or  comme  ? ,  dans  cette  équation ,  demeure  arbitraire ,  on' 
pourra  poser 

35., 
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et  on  aura  ainsi 

a:  =  (A.fc,  +  A^.+ +  A,fc,)ii, 

formule  dans  laquelle  «  reste  indéterminée  ;  on  aurait  des 
valeurs  analogues  pour  y  i^,  etCt 

Ainsi  la  même  méthode  qui  a  fait  trouver  les  valeurs  gêné- 
raies  des.  inconnues,  dans  les  ptoblèmes  déteitaûnéa  du  pre- 
mier degré  ,  nous  donne  encore  les  valeurs  entières  les  plm 
générales  des  inconnues  dans  les  problèmes,  indéterminés,  de. 
ce  degré;,  du  moins  lorsque  les  équations  n  ont  point  de  tenst 
tout  connu  y  et  que  le  nombre  des  inconnues  n*y  enrpaMe 
que  d*ùne  seule  unité  le  nombre  de  ces 


i63.  Mais  de  ce  cas  particulier  on  peut  facilement  passer 
aux  autres.  Si  »  en  effet ,  le  nombre  des  inconnues  surpasse 
de  n  unités  celui  des  équations  «  il  ne  s'agira  que  de  joindre 
aux  équations  données ,  n  — *  i  autres  équations  de  même 
ferme  /affectées  de  coefiiciens  arbitraires  :  la  question  se  trou- 
vera ramenée  au  cas  que  nous  venons  de  considérer ,  avec  cette 
différence  qu'an  lieu  d'une  seule  arbitraire ,  les  valemn  des 
inconnues ,  en  contiendront  plusieurs  (a5). 

Enfin ,  la  même  métbode  peut  conduire  encore  aux  équationi 
de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les  coefiiciens ,  lors- 
que les  équations  sont  en  plus  grand  nombre  que  les  inconnue). 
Soient ,  en  effet ,  m  +  n  équations  entre  m  inconnues  :  en^ 
tirant  des  m  premières  équations  ,  les  valeurs  des  m  inconnues 
pour  les  substituer  dans  les  n  suivantes  ,  on  obtiendra  ainsi  les 
équations  de  condition  demandées. 

164*  Nous  ferons  connaître  la  démonstration  que  M.  Laplof 
a  donnée  à  ce  sujet,  dans  le  mémoire  ayant  pour  titre  :  Recherches 
sur  le  Calcul  Intégral  et  sur  le  Système  du  Monde  {Mémoires 
de  t Académie  i^ovLT  1773 ,  a*  partie),  et  dont  la  précédente 
n*est  que  le  développement. 

Je  suppose  que  Ton  ait  entre  leivs  inconnues /m ^/u',/u',  etc.. 
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lea  n  jqmtîoM  laas  tennea.conniu, 

b  =  'o.^  +  'i.y  4-  'cy  +  etc. , 
o  3=  M.^  +  «i./ +  •«./+ etc.. 
o  =  'a.^  4"  '*V  +  '*'-^*+  6tc., 
«te.  ï   ■ 

les  notnbréi  i ,  à  >  5  ,  ete.  plac^  à  gnctie  des  lettrei  a,  b  ^ 
c,  etc.  étsnt  ce  cjne  fe  nommerai  dans  la  mite  indices  de  cm 
lettra  :  ob  déterminera  aiui  l'équation  de  conditian  qui  doit 
«voir  lieu  entre  Ïm  coefficieni  'a  ,'b,^c,  etc.  ,'a,'b  ,  'c,  etc., 
pD<K  que  troi«  équations  soient  aatiffaitea ,  autrement  que  par 
lciTaleBnx:KO,  ^:=:o,  £^0  (I'*  sect.  ,  chap.  XVil). 

Lorsque  dans  un  produit  tel  que  'd.V.'&.'adbntles  indices 
■uivent  la  loi  des  nombres  naturels  i  ,a,  3,  4>  >™'  lettre  tells 
que  b  précède  une  antre  lettre  dentelle  wtpréi^édée  dans  l'ordre 
alphabétique ,  f  appelle  cela  variation ,  et  un  terme  a  d'autant 
plus  de  ces  nuiàtions,  que  cette  circonstauce  peut  arrÏTer  de 
plus  demai^âree  :  parexemplie,  dans  le  terme  'd.'c.'b.*a,  la 
lettre  d {»éoède  c,bi  a,  dont  ell» est  précédée  dans  l'ordre 
alphabétique,  ce  qui  forme  trois  variations;  c  précède  i  eta, 
ce  qui  donne  deux  variations ,  et  &  précède  a ,  d'où  résulte 
encone  une  variation  :  ainsi  ce  terme  renferme  six  variations. 
Cela  posé ,  formez  toutes  les  permutations  possibles  entre  toutes 
les  lettre»  a,  b ,  e^,d,  e ,  ttc,et,  dans  chaque  permutation , 
donnez-  l'indice  i  A  la  première  httre ,  l'indicé  a-i  la  seconde , 
l'indice  3  à  la  troidème  ^  etc.  ;  ensuite  &itei  précéder  chaque 
permutation  du  signe  -|-  i  *'  '^  nombre  des  variations  y  est  nul' 
on  pair,  et  dn  signe  — ,  si  ce  nombre  est  impair  :  égalant  à  zéro 
la  somme  de  tons. ces. ternes  ^  vous,  aurez,  formé  l'équation  de 
condition  demandée. 

Cette  règle  est  due  à  Gràmtr;  mais  elTe  pmt  être  nmpli&ée 
par  le  procédé  snirant  donné  par  Besout. 
Ecrives  la  lettre  0,  et  aTecciatte.lettrft  etUJettift&   formes-. 
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toutes  les  permutations  possibles  ,  en  écriyant  cTabord  la  lettre 
b  la  dernière ,  ensuite  l'ayant-dernière ,  puis  changeant  de  signe 
lorsque  b  change  cle  place  »  et  vous  aurez  -^ab —  ba. 

Avec  ces  deux  permatatioiv  et  la  lettre  c ,  formez  toutes 
les  permutations  possibles ,  en  écrivant  d'abord  dans  chaque 
terme  la  lettre  c  la  dernière ,  puis  ravant-demière ,  et  enfin  la 
première  ,  puis  changeant  de  signe  tontes  les  fois  que  c  ch^uigi 
de  place  y  et  vous  aurez 

-f-  abc  —  acb  +  cab  —  bac  +  bca  —  cba*. 

■ 

Combinez  de  la  même  manière  toutes  oes  permutations  avee 
la  lettre  d,  et  ainsi  de  suite ,  en  employant  autant  de  lettrei 
qu'il  y  a  d'inconnues  ^ ,  fà\  etc.  ;  oela  posé ,  dans  chaque  terme, 
donnez  l'indice  i  à  la  première  lettre  »  l'indice  s  à  la  seconde» 
l'indice  3  i  la  troisième ,  etc.  ;  égalant  à  zéro  la  somme  de  tons 
ces  termes ,  vous  aurez  les  équations  de  condition  pomr  qne 
deux  »  trois ,  etc.  équations  déterminées  du  premier  degré  i 
deux  j  i  trois ,  etc.  inconnues  >  soient  possibles* 

En  eSet ,  en  a  vu  (  I'*  sect. ,  chap.  XVII  )  que  les  conditioDs 

ab'  —  ia'  =  o  , 
ab'c"  —  ac'b"  +  cdb"  —  ba'c"  +  bc'a'  —  cb'a'  =  o , 

formées  d'après  cette  règle ,  en  changeant  les  indices  en  accens , 
résultaient  comme  conséquences  dtîM  sy^itèmes  d'équations 

{XIX  -j-  iy  =  o 
a'x  +  Vy  =  o  : 

fax  ^  by  -\~  cz  =  o 
a'x  +  b'y  +  r*s  =  o 
a'a:+  b"y+  c"z=  o. 

La  règle  que  nous  venons  de  prescrire  est ,  comme  Ton  voit, 
d*un  usage  fort  commode  y  et  il  est  facile  de  s'assurer  qu'elle 


1* 
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rentré  dans  celle  de  Cramer,  Cela  eat  d'abord  Mdent  pour 
les  deux  permutations  '+-  ab  ^^  ba  :  bï  on  les  combine  avec  la 
lettre  r  ^  il  est  aisé  de  yoir  qu'en  écrivant  dans  ces  deux  termes 
la  lettre  c  la  dernière ,  le  nombre  des  variations  dans  chacun 
d'eux  ne  changera  pas;  aussi  conservent- ils  le  même  signe 
qu'ils  avaient  :  mais  si  ^  dans  ces  termes  >  on  écrit  la  lettre  c 
l'avant-demière ,  le  nombre  des  variations  est  alors  augmenté 
d'une  unité;  et ,  suivant  la  règle ,  ils  changent  de  signe  ;  d'où 
il  suit  généralement  que  les  termes  dont  le  nombre  des  va- 
riations sera  zéro  on  pair  >  auront  le  signe  -f*  >  *^  ^^^  autres 
le  signe  — •  D'ailleurs  le  nombre  de  termes  dont  est  com- 
posée l'équation  de  condition ,  est ,  suivant  les  deux  mé- 
thodes ,  égal  à  1  .a. 3. ...«;..»»  s'il  y  a  n  lettres,  et  tous 
ces  tei[mes  sont  diiFérens  les  uns  des  autres;  donc  l'équa- 
tion de  condition  sera  la  même  dans  les  deux  cas.  Nous 
allons  maintenant  démontr^^  la  règle  de  Bezaut^  comme  étant 
la  plus  simple» 

i65.  Si  au  lieu  de  combiner  la  lettre  a  avec  la  lettre  b^ 
ensuite  ces  deux  lettres  avec  c ,  et  ainsi  de  suite ,  c'est-À-dire  » 
si  an  lieu  de  combiner  les  lettres  a ,  b  ^  c,  d ,  e^  etc.  dans 
l'ordre  a,  b,  c  ,  à,  e,  etc.>  on  les  eût  combinées  dans  l'ordre 
a,  Cyb ,  d,  e,  etc. ,  on  a^  d,  b,  c^e ,  etc.,  on  a,e,b,  c , 
d ,  etc. ,  ou  etc.  ;  je  dis  qu'on  aurait  toufouxs  eu  la  même  quan- 
tité, à  la  différence  des  signes  près^ 

Pour  démontrer  ce  théorème  ,  nommons ,  en  gûiéral  >  ré^ 
sultante ,  la  quantité  donnée  par  l'une  quelconque  de  ces 
combinaisons  ,  ensorte  que  la  première  résultante  soit  celle, 
qui  vient  de  la  combinaison  suivant  l*)ordre  a ,  ft ,  c,  £2,  e,  etc.  ; 
que  ta  seconde  résultante  soit  celte  qui  vient  de  la  combinai- 
son  suivant  l'ordre  a ,  c ,  b ,  df  e,  etc.  ;  que  la  tiroùnéme 
résultante  soit  due  à  ta  combinaÎMm  suivant  l'ordre  a,  d , 
biC,e  9  etc. ,  et  ainsi  de  suite  :  cela  posé  ,  it  est  dair  que 
toutes  ces  résultantes  renferment  te  même  nombre  de  termes  , 
et  précisément  tes  mêmes ,  puisqu'elles  sont  composées  de 
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toua  lei  termes  qm  peuTent  résulter  de  k  eombiiuiieoii  del 
ji  lettres  a^  b  ,-c ,  d ,  e  ^  etc. ^  disposées  entr'elles  de  toutes 
Jes  manières  possibles  ;  il  ne  peut  donc  y  a^oir  de  différence 
entre  deux  résultantes  que  dans  les  signes  de  chacun  de  leun 
.tenues  :  or^  il  est  visible  que  la  première  résultante  donne 
la  seconde  ,  lorsqu'on  change  dans  cette  première  b  -en  c,  et 
•jréciproquement';  mais  ce  changement  ne  peut  qu'augmenter 
•ou  que  diminuer  d'une  unité  le  nombre  des  variations  cle 
chaque  terme (i5B)  ;  d'oà  il  suit  que,  dans  la  seconde  résul* 
.tante ,  tous  les  '  tenues  dont  le  nombre  des  variations  est 
•impair  »  auront  le  signe  -{-  »  et  les  autres  le  signe  -^  ;  pstr- 
•tant  I  pette  seconde  résultante  n'est  que  la  première  prise 
négativement.  ' 

n  est  visîble  pareillement  que  la  seconde  résultante  don«« 
nera  la  troisième ,  en  7  changeant  c  en  c  «  et  réciproque- 
ment :  or  4  ce  changement  ne  peut  qu'augmenter  ou  diminuer 
d'une  unité ,  le  nombre  des  variations  de  chaque  terme  ;  dooc 
les  termes  dont  le  nombre  des  v«iriations  est  zéro  ou  pair 
dans  ta  troisième  résultante  ,  auront  le  signe  -f*  ,  et  les 
autres  le  signe  — •.  De  là  on  conclura  généralement  que  si 
l'on  nomme  R  la  première  résultante ,  R'  la  seconde ,  R*  U 
troisième  ,  etc. ,  on  aura 

R'  =  —  R,      R"  =  R ,      R*  =  —  R  ,      etc. 

n  suit  de  là  que  si ,  dans  la  première  résultante ,  on  change 
a  en  b  ,  et  réciproquement ,  ou  a  en  c  ^  et  réciproquement , 
ou  a  en  <I ,  et  réciproquement ,  etc.  ,  on  aura  toujours  la 
même  résultante  ,  à  la  différence  des  signes  près,  fin  effet , 
réchange  de  a  en  6  et  de  A  en  a  ,  ne  signifie  autre  chose  » 
sinon  qu'au  lieu  de  combiner  -f"  û&  —  ba  avec  les  lettres  c  ,  d , 
€,  etc. ,  on  combine  »'^  ctb-^  ba  avec  les  mêmes  lettres  ,  ce 
qui  donne  la  première  résultante  prise  en  —  :  pareillement 
l'échange  de  a  en  c  et  de  c  en  a,  indique  qu'au  Ireu  de 
combiner  -f"  ûc  —  ra  avec  les  lettres  b  ,  d,  e ,  etc.  ,  on  com- 
bine —  ac  -f.  ca  avec  les  menées  lettres  ,  ce  qui  donne,  h, 
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seconde  résuIta^te  prise  eu  —  ^  ou  la  première  prise  en  -f-  > 
et  ainsi* de  suite. 

11  suit  encore  du  théorème  précédent  que  si  «  dans  la  pre* 
mière  résultante  ,  on  écrit  b  ^  ou  c^  on  d  ,  etc.  partout  où  est 
a ,  cette  résultante  sera  identiquement  nulle.  En  efiPet ,  par 
exemple  ^  la  première  résultante  est ,  d'après  ce  que  nous  ve- 
pona  de  voir»  égale  à  moins  la  seconde ,  c'est-à-dire  y  à  moins 
celle  qui  résulte  de  la  combinaison  suivant  Tordre  a,  c  ^  b  ^ 
é ,  e ,  etc.  ;  or  en  combinant  d'abord  les  deux  lettres  a  et  c  , 
on  a  -{-  0c  — >  ca  :  si  Ton  combine  ces  deux  termes  avec  la 
lettre  b  «  ensuite  ceux-ci  avec  la  lettre  d,  etc.  ,  il  est  visible 
que  la  quantité  qui  en  résultera ,  deviendra  identiquement  nulle 
çn  écrivant  c  pour  a  et  conservant  c  ^  puisqu'alors  ac^^  ca 
devient  identiquement  nul.  Cette  conclusion  a  été  autrement 
établie  (160  )• 

166.  Je  suppose  maintenant  que  Ton  ait  les  trois  équations 

o  r=:  'a./i  -f-  *b,fé  +  *c.^% 
G  =  »a.^  +  *b.fé  -f  V./é", 
0  ==  ^a.fê  -t-  ^i.^'  -J-  ^c.fê"  : 

je  forme  d'abord  la  résultante  des  trois  lettres  a^  b ,  e,  suivant 
l'ordre  a ,  b  ^  c,  ce  qui  donne 

ou 

^  je  multiplie  ensuite  la  première  des  équations  ci-dessus  par 
■ft.Sc— V.^i  ,  la  seconde  par 'c.'ft  —  'ft.^c,  la  troisième  par 
'b.  *c  —  V&  j  et  j'ajoute  les  produits ,  ce  qui  donne 


V=fé[^aCbJc^*c.^byh*aCcJb^'bJc)+^aQb.*o^'c.*b)'} 
'^f^'[^bi^bJc—*c.^b)+^bQc.^b—'bJc)+^bi'b.^c^'c.*by] 
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•r  il  8iiit>  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  que  les  coei^ 
ciens  de  fi  et  de  /m'  sont  identiquement  nuls  ,  puisqu'ils  ne 
sont  que  la  résultante  des  trois  lettres  a  yh  et  c ,  dans  laquelle 
on  écrit  6  ou  c  partout  où  est  la  lettre  a  :  donc  on  aura  pour 
l'équation  de  condition  demandé» 

» 

c*est-à-dire ,  la  résultante  de  la  combinabon  des  trois  lettres 
a^  &  ,  c  y  égalée  à  zéro ,  en  observant  qu'aucune  des  racinei 
Il  y  //,  fty  etc.  n'est  égale  à  zéro.  On  démontrerait  la  même 
chose  sur  un  nombre  quelconque  d'équations. 

167.,  Pour  démontrer  l'analogie  de  ce  qui  vient  d'être  dit 
avec  l'élimination  des  équations  déterminées  et  complètes  du 
premier  degré ,  je  suppose  qu'on  ait  les  trois  équations 

»p  =  ^a.fÊ,  +  •A./é'  4-  V.^*, 
3p  =  Sfl.^  4.  3^.^'  +  ^c.i^. 

Je  multiplie ,  comme  ci-dessus ,  la  première  par  (*ft  .'c— *c.^&)  y 
la  seconde  par  (*c.'ft— "i.^c),  la  troisième  par  ('ft.'c— *c.*J)  , 
je  les  ajoute  ensemble  ,  et  j'observe  que  le  coefficient  de  fi  et 
celui  de  ft  sont  identiquement  nuls  dans  Téquation  qui  en 
résulte  ,  d'où  je  conclus 

on  voit  donc  que  le  numérateur  de  l'expression  de  /<  se  forme 
du  dénominateur  ,  en  y  changeant  a  en  p  :  on  aura  ensuite  fd 
ou  fi\  en  changeant ,  dans  l'expression  de  /ia  ,  a  en  &  ou  c  ,  et 
réciproquement  :  mais  en  changeant  dans  le  dénominateur  de/t, 
a  en  i,  et  réciproquement ,  on  a  toujours  ^  par  ce  qui  précède , 
la  même  quantité  ,  au  signe  près  :  donc  la  valeur  de  fi  sera 

— r-^ ,  R  étant  le  dénominateur  de  ^ ,  ou  >  ce  qui  revient 


au 


ALGÉBRIQUE.  '  555 

même ,  la  première  résultante  des  trois  lettres  a,  b^c  :  K  se 
formera  de  —  R ,  en  y  changeant  6  en  p  :  donc 

,  _     K  '  _  —  K 
'^  ~  :=R  —  'R  • 

Ainsi  TexpretaioB  de  fê  est  réduite  au  même  dénominateur 
que  celui  de  /m  ,  et  les  numérateurs  de  ces  expressions  se 
forment  du  dénominateur  commun  R  »  en  y  changeant  a  en  p 
pour  ftp  etb  enp  pour  u\  C'est  effectivement  par  ce  procédé 
qu'on  pa«se  de  la  valeur  x  à  celle  àe  y{  P*  sect.  >  ch.  XYll). 
On  démontrerait  de  la  même  manière  que  l'expression  de  /m" 
a  R  pour  dénominateur  «  et  que  son  numérateur  se  forme  de 
R  ,  en  y  changeant  c  en  p.  Cette  règle  a  généralement  lieu  , 
quel  que  soit  le  nombre  des  équations. 

168.  M.  Laplace  donne  ensuite  un  procédé  fort  simple  qui 
abrège  considérablement  le  calcul  de  l'équation  de  condition , 
procédé  sur  lequel  nous  renvoyons  au  mémoire  cité. 
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CHAPITRE  XXYim 

Recherche  directe  du  terme  généraldu  dévèlopp^neià 
dune  puissance  quelconque  JPûn  pofynome  ,  et 
méthode  facile  pour  exécuter  U  développement  de 
tes  puissances. 

iGg.V^UOiQVE'la  qaestion  énoncée  se  troinre  résolue  4aiia 
les  n~  108  et  10g  du  chapitre  XYIII ,  nous  croyons  cependant 
nécessaire  de  la  reprendre  ici  pour  la  traiter  d*une  manière 
plus  directe ,  plus  étendue  et  plus  appropriée  aux  nombreuses 
applications  que  nous  devons  en  faire  dans  le  chapitre  suivant» 
Ce  qui  suit  est  tiré  de  deux  mémoires  «  Tun  de  M.  Gergonne, 
Tautre  de  M.  Lavemède ,  consignés  dans  le  n^  YII  du  tome  II 
des  Annales  de  Mathématiques ,  collection  précieuse  par  les 
excellens  matériaux  qu*elle  contient. 

On  sait  que  le  nombre  des  arrangemens  de  m  lettres  toutes 
différentes  j»  est 

Si  plusieurs  de  ces  lettres  ,  au  nombre  de  «  >  se  changent 
toutes  en  a  ,  il  est  clair  que  tous  les  arrangemens  dans  lesquels 
les  lettres  restantes  seront  disposées  de  la  même  manière ,  ou 
occuperont  les  mêmes  places  ,  se  réduiront  à  un  seul  :  or  il  y 
aura  autant  de  ces  arrangemens  qu'il  y  a  de  manières  de  per- 
muter entr*elles  les  lettres ,  qui  d'inégales  qu  elles  étaient ,  sont 
devenues  égales  ;  mais  ce  nombre  est ,  d'après  la  formule  pré- 
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cldente^  1.2». S m,  et  doit  conséquemment ^  dans  le  cas 

présent ,  devenir  diyi^ur  de  la  formule  ci-dessus  ;  et  comma 
le  tnéme  raisonnement  est  applicable  à  tout  autre  groupe  de 
lettres  devenues  égales ,  on  peut  établir  que  si  Ton  a  «  lettres 
égales  k  a,  C  lettres  égales  à.  b,  y  lettres  égales  à  c ,  etc. , 
de  manière  qu'on  ait 

le  nombre  des  divers  arrangemens  dont  ces  m  lettres  seront 
•usceptîbles ,  aura  pour  expression , 

I.S.3. ...«X  i.a.3.  ...Cx  1. a. 3.... y. etc."  "^  '* 

nombre  qui  exprime  de  combien  de  manières  on  peut  écrire  > 
les  uns  i  côté  des  autres  y  les  facteurs  du  monôme  a^b^c^. .  r 

Cefli  préliminaires  posés,  qu'il  soit  question  d'assigner  la 
forme  du  développement  de  (a  4-  i  +  c  +• . . . .+  r)",  on. 
plutôt  celle  de  son  terme  général.  Le  moyen  le  plus  naturel 
de  parvenir  à  ce  développement  >  si  l'indétermination  de  l'ex- 
posant m  et  du  nombre  des  termes,  du  polynôme  ,  ne  le  ren- 
dait p^  impraticable ,  serait  de  multiplier  le  poljpiome  par 
lui-méi^e  m  —  1  fois.  G)ncevons  néanmoins  que  l'on  procède 
de  cette  manière ,  mais  que  »  pour  éviter  les  réductions  qui  ne 
laisseraient  dans  les  coefilciens  des  termes  réduits  «  aucune  trace 
de  leur  origine^  on  convienne,  dans  le  cours  des  multiplications 
de  monôme  i  monôme,  d'écrire  constamment  h  lettre  multi-* 
plicatenr  à  la  droite  du  terme  multiplicande ,  comme  on  le 
ferait  si  l'emploi  des  exposans  n'était  pas  connu,  et  qu'en  outre 
^n  ignorât  qu'il  est  permb ,  dans  une  multiplication ,  d'inter- 
vertir à  volonté  l'ordre  des  focteurs  :  alors  comme  on  ne  fera 
aucune  réduction,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  désignant  par  n  le 
nonàbre  des  termes  de  la  racine ,  k  premier  produit  aura  n* 
termes  de  deux  dimensions  ,  le  second  en  aura  n'  de  trois  dî^ 
mensions  ,  et  amsi  de  suite  ;  ensorte  que  la  puissance  cherchée 
iera  m  polynôme  homogène  de  m  dimensions  ayant  n"*  termes  « 
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saos  coelEcieiu  ni  exposana,  termes  tons  formas  de  lettfet 
prises'  parmi  celles  du  poljmome  proposé  ^  et  écrites  nne  on 
plusieurs  fois.  Je  dis  actuellement  que  ce  produit  contiendra 
une  fois  seulement  chacun  des  arrangemens  ou  des  mots  de  m 
lettres  qu'il  est  possible  de  faire ,  en  n*y  employant  que  des 
lettres  prises  parmi  celles  du  polynôme  proposé,  et  répé- 
tant chacune  d'elles  autant  de  fois  qu'on  youdn ,  boom  l'hypo- 
thèse précédente*  Soit,  en  effet > 

dbba gacl 

un  pareil  arrangement  formé  au  hasard  :  d'après  la  manière 
dont  on  suppose  que  les  résultats  successifs  ont  été  formés , 
pour  que  ce  mot  ne  fît  pas  partie  du  dernier  produit  ^  ou  qa'il 
gy  trouvât  pluiieucs  fois ,  il  faudrait  que  le  mot 

dbba gac 

ne  fît  pas  partie  de  l'aYant-demier  produit  ,■  ou  ê*j  tromlt 
plusieurs  fois  :  par  la  même  raison  la  mot 


dbba, 


•«:« 


manquerait  dans  le  précédent ,  ou  s'y  trouverait  plusieun  (bis  ; 
et  en  continuant  ainsi  de  proche  en  proche ,  on  serait  conduit 
à  conclure,  contrairement  à  l'hypothèse  ,  que  la  lettre  d,  par 
exemple  ,  manque  dans  le  polynôme  proposé,  ou  s'y  trouve 
plusieurs  fois.  Rendons  à  chacun  de  ces  termes  la  forme  or- 
dinaire; l'un  quelconque  deviendra  û*A  c^....  sous  la  con- 
dition «  +  ^  +  y  +  etc.  ==  m  *,  mais  alors  il  ne  sera  plus  seul 
de  son  espèce ,  parce  que  ceux  qui  jusque-là  ne  différaient  de 
lui  que  par  la  disposition  des  lettres  ,  lui  deviendront  absolu- 
ment semblables  ;  et  comme  le  développement  renfermait , 
avant  d'avoir  subi  la  modification  dont  il  s'agit  ici ,  tous  les 
mots  qui  pouvaient  être  formés  de  cette  manière ,  et  ne  ren- 
fermait chacun  d'eux  qu'une  fois  seulement,  il  s'ensuit  que  ce 
développement  ainsi  modifié  ,  renfermera  autant  de  termes 
pareiL  à  celui  que  nous  venons  d'écrire ,  qu'il  y  a  de  manières 
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âe  disposer ,  les  uns  i  côté  des  autres  ^  les  &cteim  de  di!r&# 
rens  grofipes  dont  ce  terme  est  composé  -,  il  faudra  donc  ^  pour 
faire  la  réduction  des  termes ,  n'en  écrire,  qa*un .  seul ,  et 
lui  donner  pour  coefficiens  la  formule  (A).  Le  terme  général 
cherché  est  donc 

i.a.3.  ...m  #,C  y 

■  ■  3i ■ — '  abc  etc. ...  (B)  , 

l.a...flc  X  i*d***^X  i*d---7etc.  ^  ' 

€t  on  en  déduira  tous  les  termes  du  développement  de 
(a-4-i+c+....+  r)",  en  admettant  successivement  pour 
' 9  f «  Vf  ®te«  ^<>us  les  systèmes  de  valeurs  entières  et  positives , 
y  »compris  zéro  ^  qui  pourront  satisfaire  i  la  condition 

■ 

«  +  '  +  y =  m. 

Si  Ton  suppose  que  le  polynôme  â-f-&  -f"  c-f*  ^*  ^  réduise 
an  binôme  x  -f-  a.,  le  terme  général  ci-dessus  se  réduira  sim-< 
planent  à 

1  .s. S.  •  •  ..m  m  C 

■  -  *ff  Q 

SOUS  la  condition  m  '^C^zm  :  soit  changé  C  en  n ,  et  on 
aura  m=im'^n,  ensorte  que  ce  terme  général  pourra  être 
écrit  comme  il  suit. 


a" 


1  «a.S.  • .  .it.(m— n).TTTo727i 
on,  en  rédiûsant, 

m    m— 1    iii"-*fl  m-— ii+i     ._,_ 

— .  . = — .a"x*^, 

1        fl  a  I» 

fdrmule  connue. 

Le  terme  général  (B)  revient  à 

i.a.3....«(«+i)....(m— a)(7ii— i)i»       «.C  y  J^ 
i.a...4iX  i«a*»>  X  ^-S'-y  X  i-^'^'V^etc. 
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et,  en  réduisant, 

^Ctn— I) («+fl)(*-f-0       ^ff ^V/    ^^, 

i.a. .  .Cx  i.si. .  ..yX  i-a^  .../^. . .  **"     ' 

remplaçant  «  par  tu— C^-y  — /— etc.  ^  il  se  changera  dam 
celui-ci  f 

m  (m —  1  )  (m— 'O). . . .  (m    ff    y    iT    otc.+i) 
i.a...  .Cx  l*22.....yX  !•&••  .TjFTTT] 
X  b^c^d^ ^wi-fr-y— /-*tc.^ 

ce  qui  fournit  la  règle  suivante  : 

Le  coefficient  et  un  produit  quelconque  des  lettres  a  ;  b ,  e, 
d  I  etc ,  dans  le  développement  de  (a+b-f- c+  d  +  etc.)", 
est  une  fraction  qui  a  pour  numérmteur  le  produit  daiUanide 
termes,  consécutifs  de  la  suite  ip ,,  m  •—  i  ^  n)  -^  a  |  qu'il  y 
a  dunités  dans  la  somme  des  exposons  des  lettres  -qui  muU 
tiplie  a ,  et  pour  dénominateur  le  produit  d'autant  de  termes 
consécutifs  de  la  suite  naturelle ,  à  partir  de  t  unité ,  pour 
chaque  lettre  qui  multiplie  a  ,  qu'il  y  o,  dunités  dans  texpo* 
sont  de  cette  lettre* 

Concevons  actuellement  que  le  développement  soit  ordonné 
par  rapport  à  a  ,  et  considérons  comme  un  terme  unique  , 
Tensemble  de  tous  ceux  qui  sont  affectés  d*nne  même  puis* 
sance  de  cette  lettre.  Dans  le  n^""'  terme  ,  la  puissance 
^m-n-^x  gej.^  multipliée  par  tous  les  produits  de  n  —  i  dimen- 
sions que  Ton  peut  faire  avec  les  lettres  b ,  c  ,  d ,  etc.  :  dans 
le  (  n  -f-  1  )*'"*•,  a"*~*  sera  multiplié  par  tous  les  produits  de 
n  dimensions  que  Ton  peut  faire  avec  ces  mêmes  lettres.  Or 
en  supposant  déjà  formés  les  produits  de  n  —  i  dimensions 
que  peuvent  fournir  les  lettres  6  ,  c ,  J ,  etc. ,  abstraction  faîte 
des  coeHlciens  numériques  ,  il  est  évident  qn*en  les  multipliant 
par  b ,  on  aura  tous  ceux  de  n  dimensions  qui  doivent  conte- 
nir cette  lettre  en  facteur  ;  et  on  aurait  de  même  tous  ceux  de 
n  dimensions  qui  doivent  renfermer  la  lettre  c ,  en  les  multi- 
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pliant  par  cette  dernière  lettre  ,  au  lieu  de  les  multiplier  par  b  ; 
mais  comme  parmi  ces  derniers  ,  il  y  aurait  des  produits  qui 
renfermeraient  le  facteur  b ,  et  que  ceui[rci  sont  déjà  donnés 
par  la  première  multiplication ,  il  est  clair  qu'en  multipliant 
par  c  j  il  faudra  opérer  seulement  sur  les  termes  de  n  —  i  di- 
mensions qui  ne  contiennent  pas  le  facteur  b  :  réunissant  donc 
les  derniers  résultats  au  premier  ,  on  aura  ainsi  tous  ceux  des 
termes  de  n  dimensions  ,  dans  lesquels  doivent  entrer  les  lettres 
b  et  c.  Par  un  semblable  raisonnement^  on  trouvera  qu'en  réu- 
nî^jsant  à  ces  termes  les  produits  par  d  de  tous  ceux  des  termes 
de  n  —  1  dimensions  qui  ne  renferment  ni  ft  ni  c  ;  les  produits 
par  e  de  tous  ceux  qui  ne  renferment  ni  b  y  ni  c ,  ni  d,  et 
ainsi  de  suite ,  on  parviendra  à  obtenir  tous  les  produits  de 
n  dimensions  qu'il  est  possible  de  faire  avec  les  lettres  b, 
c,  d ,  e  i  etc. 

Nous  déduirons  de  là  la  règle  suivante  pour  former  le 
(  »  4- 1  )""'  terme  de  la  m'**^  puissance  du  polynôme  £z-f-& 
-hc-f-  etc.  ordonné  par  rapport  à  a ,  lorsque  le  n'*^  terme  d» 
cette  puissance  est  déjà  connu. 

Multipliez  par  -  tous  les  produits  des  lettres  9l,  b  ^  c  ^  etc. 

a 

c 
qui  entrent  dans  le  n^*  terme ,  par  -  tous  ceux  de  ces  produits 

a 

qui  ne  contiennent  pas  le  facteur  h  j  par  -  tous  ceux  de  ces 

6 

mêmes  produits  qui  ne  contiennent  nib,ni  c; par  -  tous  ceux. 

a 

qui  ne  contiennent  nih  ^  ni  c  ,  nia  ^  et  ainsi  de  suite;  enfin  , 
donnez  à  chacun  de  ces  produits  ainsi  obtenus  >  le  coefficient 
numérique  que  lui  assigne  la  formule  générale  (A). 

Cette  règle  étant  générale  «  et  le  premier  terme  du  déve- 
ioppement  de  {a  +  b  +c+d^  etc. )" étant  toujours  connu 
st  égal  à  a*",  il  est  évident  que  son  application  fera  trouver 
luccessivement  tous  les  autres* 

56 
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Examinons  pins  particnlièrement  la  loi  que  sni^ira  le  d£fe« 
loppement  ^  et ,  à  cet  effet ,  conâidérons  un  produit  quelconque 

b^cyd^ , . .  .o^    ^  >— '^•••^  dans  lequel  C ,  y  ,  /,  etc.  étant  dei 

nombres  entiers  on  zéro  ^  on  ait  C-f-  y  -f-  ''•  •  •  •  "^  ''*  <>u  ="* 
Si  nous  supposons  cette  somme  C  -f-  y  +  ^*  •  •  •  constante  et 
égale  à  n ,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  yaleurs  particulières 

des  eiqiosans  C^  y ,/....,  il  est  yisible  que  b  tra.» .  .a*  • 
sera  l'expression  générale  des  produits  des  lettres  a^  b^c... 
qui  doivent  entrer  dans  le  terme  du  développement  de 
(a-(-fr+^+  etc.)"  ordonné  suivant  a^  et  dont  le  rang  eiC 
désigné  par 

^  +  y  +  '^  +  «*C'- . .+  1  =  »  +  1- 

Or  nous  avons  vu  plus  liaut  que  le  coefficient  de  &  c  a  ...al^t 

est 

1  .a.5 (m^-a)  (m— i)m 

\       i.a..Cx  i«a...yX.*«  Xi.a...(TO — n)  *  " 
ou  ^  ce  qui  revient  au  même , 

m(m — i)  (m— a) ....  (/i-4-i)  n  (n— i) . .  .3 . a .  i 
i,a...Cx  i,a...yXi.a...^X...X  i.a..  .(m — n)* 

les  facteurs  du  numérateur  étant  consécutifs  ;  ou  encore 

n(/i — i)  (/t — 2). . .  .3.2.  i  m(^m — i)(jn — 2)...(/i-|-0. 

i.a....Cx  i.a....y  X  i.2....J^...  1 .2.3. . . .  (/n— /i) 

et  comme  on  a  évidemment 

m(m — i)(m — 2)...(/i-fi) m(m — i)(m — 2). .  .(m — n+i) 

1.2.3. .  • .  (m— n)  j  .  2 . 3 . . . .  71 

comme  on  s*en  assure  par  la  réduction  des  deux  fractions  au 
même  dénominateur ,  on  pourra  écrire  encore 

n  (n — I )  (n — 2) .... 3. 2 . 1 

1.2 Cx  1.2 yX  1.2 ^  etc. 

m  (m — 1)  (tti— q) (m — ti+i) 

i  .2.3. . . ./»  ' 
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cToù  il  «uit  que  la  formule 

!•"•?•    *    •    •    alw  •  #*    f^    mât 

i.a Cx  i.a....rX  i.a....^  etc. 

m    m— 1  m— n  +  i 

X  "7  •      „     ^ 

1         fl  fi 

représentera  généralement  les  quantités  tnonotnes  qui  doivent 
composer  le  (n  -f*  i)"*"'  terme  du  développement.  Or  ^  dans 

-      -  m    m— 1  m  —  n  +  1 

cette  expression,   le   facteur  —  .  — .  • . . .— — — —  est 

1  •  2  •        n 
constant  «  et  le  facteur  conjugué 


1.S2...  .Cx  1.2.  ..  .y  etc. 
qui  est  variable  à  cause  des  exposans  variables  m,  C,  y,  etc. 
est  g  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment ,  le  terme  général  du 
développement  de  (  fr  +  ^  +^«  •  •  •)*  *  ^^nc  le  (n  +  i)*'"'  du 
développement  de  (  a  -f-  &  +  <^  +  ^*  •  •)*">  ^^^ 

m    m—  1  m— n+i  ,  i    ,       ,    «        v-  „.  , 

1  5à  »         ^ 

et  conséqnemment  en  posant  &-f*  ^"h^"H****^^^«  ^^  ^^ 
vcloppement  deviendra 

'    1  '    1         s 

1        a  ù 

ce  qu'on  savait  déjà. 

11  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire ,  que  m  étant  un  ncmibre 
entier  positif,  le  développement  de  (a+ft+c...)"  donné  par  la 
règle  ci-Klessus ,  revient  à  celui  qu'on  obtiendrait  par  l'applica- 
tion de  la  formule  du  binôme  ;  puis  donc  qu'il  est  démontré  que 
cette  formule  a  lieu ,  quel  que  soit  l'ejqposant  m  ^  il  parait  légi^ 

36.. 
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time  d^en  conclure  que  la  règle  dont  il  8*agit  ^  pourra  êtreappl!-» 
quée  quel  que  2>oit  le  nombre  m. 

Il  suit  de  tout  ce  qui  vient  d'être  dit^  i**.  quep  esqpnmant 
le  nombre  des  termes  du  polynôme  >  et  m  un  nombre  entier  po- 
sitif, la  somme  des  coefEciens  numériques  des  .monômes  qui 
composent  le  développement  de  (a+  i  +  ^'  •  •  •  •)"*>  est  p", 
conclusion  qu*on  obtient  sur-le-champ  en  faisant  a=&=:c 
z==zdz=:  etc.  =  1  ;  a?,  que  lorsque  Ton  connaît  ^  abstraction 
faite  de  leurs  coefficîens ,  les  monômes  qui  doivent  composer 
le  développement  précédent ,  on  en  peut  déduire  ceux  qui 
doivent  entrer  dans  le  développement  de  (a-f-6-4"C. . .  .)**'i 
toujours  abstraction  faite  de  leurs  coeiHciens ,  de  manière  qu'il 
ne  restera  plus  qu*à  affecter  chacun  des  termes  obtenus  du  coeffi- 
cient numérique  convenable. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  nous  occuper  de  la  recherche 
des  formules  qui  expriment  les  pubsances  entières  et  de  degrés 

dé&nis  ,  d*un  pol3mome  a  +  6  -f-  c ,  quel  que  soit  le 

nombre  de  ses  termes.  Ces  formules  peuvent  être  écrites  d*iine 
manière  fort  simple ,  et  les  considérations  qui  précèdent  ^  four* 
nissent  un  moyen  facile  de  les  construire. 

Cela  posé  ,  désignons  par  {mOy^. . . .)  la  somme  des  produits 
des  facteurs  a ,  b  ,  c ,  d,  etc.  et  de  leurs  puissances  ,  dans  les- 
quels les  exposans  sont  « ,  C ,  y ,  J^. . . . ,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  les  lettres  que  ces  exposans  affectent.  Dans  le  déve- 
loppement de  (  a  +  ^  +  ^ )^>  il  y  ^ura ,  outre  la  claise 

des  produits  comprise  dans  l'expression  (*^y^. ...),  autant 
d'autres  classes  de  produits  qu'il  y  aura  d'autres  manières  de 
satisfaire  à  la  condition  *  +  ^  +  y =  771,  avec  des  nombres- 
positifs  entiers  ou  nuls ,  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  de  manièrei 
de  former  le  nombre  m  par  addition  avec  des  nombres  Cv>m« 
pris  dans  la  suite,  naturelle ,  depuis  1  jusqu'à  771  inclusivement. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  cette  question  :  Trouver  toutes 
les  manières  de  former ,  par  addition  de  nombres  entiers  pai" 
tifs  f  un  nombre  donné  m. 
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Nous  indiquerons ,  pour  résoudre  cette  question ,  deux  règles 
ort  simples  ;  et  d*abord ,  pour  fixer  les  idées ,  nous  prendrons 
e  nombre  8.  Toutes  les  manières  de  le  former ,  sont  comprises 
[ans  le  tableau  suivant ,  dans'  lequel  les  chifFres  écrits  les  uns 
i  côté  des  autres  ,  sans  aucune  interposition  de  signe ,  doivent 
•tre  considérés  comme  séparés  entr*eux  par  le  signe  -f- ,  et  con- 
équemment  comme  devant  être  ajoutés  ensemble  pour  former 
e  nombre  demandé. 

11111111     1111113     II112SI     ii22sa    â222a     «224    26    8. 

iiiuS    11123    1223    233    35 

11114    '^^4   -*^^    44 
ii33    i34    17 

iii5     116 

■ 

La  première  colonne  verticale  à  gauche ,  n*a  qu*un  seul  terme , 
it  quel  que  soit  le  nombre  proposé  ,  ce  terme  est  toujours  com- 
posé d'autant  d'unités  que  le  nombre  en  contient  :  quant  aux 
autres  colonnes ,  elles  se  déduisent  successivement  les  unes  des 
entres  par  là  règle  suivante. 

Pour  former  la  colonne  du  rang  r ,  changez  deux  unités 
en  â  dans  Us  termes  de  la  {r  —  1  )"•  colonne ,  trois  unités 
en  3  dans  ceux  de  la  (r—  a)"'  colonne,  qui  ne  renferment 
pas  a ,  quatre  imités  en  4  dans  ceux  de  la  (  r  —  3  )"*•  co- 
lonne,  qui  né  renferment  ni!i  ni  Z,  et  ainsi  de  suite  ^  jusquà 
ce  que  vous  soyiez  parvenu  à  la  première  colonne  dans  laquelle 
vous  changerez  r  unités  en  r. 

Cette  règle  étant  générale  pour  toutes  les  colonnes  qui 
suivent  la  première  ,  et  celleH:i  étant  toujours  connue ,  \l  est 
clair  qu  elle  fera  trouver  successivement  toutes  les  colonnes  qui 
doivent  composer  le  tableau  ,  et  par  conséquent  toutes  les  ma- 
nières de  former  par  addition  le  nombre  donné. 

On  peut  encore  disposer  le  tableau  précédent  comme  il  suit  : 
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iiiiitii     iiiiiia    iiiiaa    1139a    aaas. 
iiiiiS      iiiaS      ias3 

11114        iia4        sa4 

iii5  ia5        fl33 

116  â6 

17        ii33 

8  134 

35 

44 

Alors  chaque  colonne  dépend  uniquement  de  celle  qui  la  pr^ 
cède  ,  et  on  forme  celte  du  rang  r  par  la  règle  qui  suit  : 

Changez  dans  les  termes  de  la  (j  ^^  \  )"•  colonne ,  deux 
unités  en  9  ,  puis  trois  unités  en  3  dans  tous  ceux  de  ces 
termes  qui  ne  renferment  pas  a,  puis  quatre  unités  en  4  dans 
tous  ceux  qui  ne  renferment  ni  a  ni  Z ,  et  ainsi  de  suite,  et 
enfermera  tous  les  termes  de  la  colonne  r. 

On  doit  observer  dans  Tapplication  de  Tune  on  Tantre 
règle  y  que  ^i  un  terme  d*une  colonne  sur  laqueUe  on  opère , 
ne  contient  pas  le  nombre  d*unités  requis  pour  faire  l'écliaDge 
prescrit ,  ce  terme  ne  doit  point  être  employé. 

Lorsqu'on  a  obtenu  toutes  les  difTérer^cs  manières  de  faire 
par  addition  ,  le  nombre  m  ,  on  a  ,  d*aprèi>  la  convention 
établie  ,  toutes  les  classes  de  produits  qui  doivent  entrer  dans 
la  m*'"*'  puissance  du  polynôme  a  +  6+^  +  --«««>  ï"*^^* 
nous  avons  vu  que  tous  les  produits  d'une  même  classe,  doivent 
avoir   le  même  coefficient  ;   on   aura  donc  une  formule  qui 

a 

exprimera  le  développement   de  {a-^-  b  -\-c  -f- )■" ,   en 

donnant  à  chacune  des  manières  de  former  le  nombre  m  ,  1^ 
coellicieiit  qui  convient,  aux  produits  dont  elle  représente  la 
somme.  En  posant,  pour  abréger, 

a  -{-  b  +  c  +  d =P, 

et  renfermant  enlrc  parenthèses ,  toutes  les  décompositions  de 


\ 


t 

\ 
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P»=(a)+    a(ii) 
pî=(3)+    3(ifl)-f    6(111) 

P^(4)+  403)+  ia(iia)+  24(1111) 
+    6(aa) 

P5=(5)+  5(i4H- ac(ii3>+-  6o(iuâ) 
+  10(33)4-  3o(iaa) 

P«=(G)-H  6(i5)+  3o(i  i4)+  iao(i  1 13) 
+  i5(ai0+  60(1 23)+  180(1122) 
+  âo(3^+  90(222) 

F=(7)+  7(16)+ 42(1 15)+ 2io(i  114) 
+  2i(a5)+io5(ia4)+  42o(u23) 
+  35(34)4-1 40(1 33)+  63o(i222) 
+210(233) 

P«=(8)+    8(17)+ 5G(i  16)+ 336(1115) 

+  28(26)+iG8(i25)+  840(1124) 

+  5G(35)+28o(i34)+i  120(1 133) 

+  7o(44)+4ao(224)+i68o(i2a3) 

+560(233)4-2620(2222) 

^«=(9)+    908)+ 7^017)+ 5o4(i  116) 

+  36(27)+252(l26)+l5l2(ll25) 

+  84(36)+5o4(i35)+25ao(ii34) 

+i26(45)+756(225) +3780(1 224) 

+63o(i44)+5o4o(i  233) 

+1 26o(a34)4-756o(222qj 

+1680(33^ 

et  ainsi  de  suite. 
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-  Texposant  du  polynôme  y  en  nombres  entiers  ,  formées  par 
l'une  ou  Fautre  des  deux  règles  ci-dessus  y  et  en  dehors  les  coef-* 
£cicns  numériques  déduits  de  la  formule  A  ,  on  aura  les  équa^- 
tions  cojitenues  dans  le  tableau  ci-contre. 

On  peut  appliquer  ce  qui  précède  à  la  recherche  du  cocfH- 
cient  de  jf  déjà  calculé  (loq)  :  à  cet  effet,  on  se  proposera  de 
calculer  successivement  les  coelGciens  de  x^  en  a^,  a^y  a^,  a*, 
a',  a**.  Considérons,  par  exemple,  le  coefficient  de  x®  en  a*. 
On  ne  devra  prendre  dans  P^  que  les  termes  dans  lesquejs  les 
parenthèses  offrent  le  chiffre  4  exposant  de  a,  lesquels  sont 
3o  (  1 14)  I  i5  (â4)  >  c^^  termes  au  nombre  de  deux ,  annoncent 
deux  termes  enaS  l'un  multiplié  par  le  produit  de  deux  des  lettres 

.  î^  c ,  d,  etc. ,  sous  les  exposans  i  et  1 ,  et  l'autre  par  l'une  do 
tes  lettres  sous  l'exposant  â  ;  de  manière  que ,  dans  chacun 
de  ces  produits ,  l'exposant  de  x  fasse  6  :  ainsi  ces  termes 
seront  a^bf,  a^ce ,  a^cP ,  les  deux  premiers  ayant  le  coefficient 
3o,  et  le  dernier  le  coefficient  i5. 

Nous  terminerons  par  les  deux  observations  suivantes  : 
p  désignant  le  nombre  des  termes  du  polynôme  ,  m  le  degré 
de  la  puissance  à  développer ,  et  n  le  nombre  des  lettres 
différentes  qui  doivent  entrer  dans  une  même  série  de  termes  , 
1^  si  l'on  ap^m,  toutes  les  classes  dans  lesquelles  on  a 
n'^p  y  doivent  être  regardées  comme  nulles  ,  parce  que  les 
produits  qui  leur  appartiennent,  doivent  avoir  zérC  pour  facteur  ; 
a**,  si  dans  une  classe  quelconque  représentée  par  (««...0»...yy...), 

les  exposans  «,  C,  y sont  répétés  des  nombres  de  fois  , 

exprimées  respectivement  par  J^^yy >  le  nombre  des 

produits  de  cette  classe  aura  pour  expression 

p(p— 0(p~fl)""(p— y^  +  O 

i.a... .«  X  i.a ^X  i.a. ..  VXetc* 

Cette  dernière  remarque  fondée  sur  la  théorie  des  combinaisons» 
offre  un  moyen  de  s'assurer  que  l'on  n'omet  aucun  des  produits 
qui  doivent  entrer  dans  la  puissance  cherchée. 
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CHAPITRE  XXIX. 

Théorie  élémentaire  des  Probabilités. 

170.  Ir  OUR  donner  une  idée  de  rimportaqce  de  cette  branche 
des  mathématiques  dont  les  apteqrs  d*£Iémens  n*ont  rien  dit 
jusqu^ici^  nous  résumerons  le  plus  succinctement  possible  le  dis;* 
cours  qu*on  trouve  en  tête  de  Touvrage  de  M.  Laplace,  ayaiit 
pour  titre  :  Théorie  analytique  des  Probabilités^  et  la  notice 
historique  qui  se  trouve  à  la  fin  d*un  autre  ouvrage  du  même 
Géomètre ,  intitulé  Essai  philosophique  sur  les  probabilités,  a  Si 
t)  Von  considère  les  méthodes  analytioues  auxquelles  la  théorie 
D  des  probabilités*  a.déià  donné  naissance ,  et  celles  qn*elle  peut 
D  f£Mre  naître  encore ,  la  justesse  dei  principes  qui  lui  servent  de 
D  base  ,  la  logique  rigoureuse  et  délicate  qu*exige  leur  emploi 
y>  dans  la  solution  des  problèmes  ,  les  établissemens  d*utiltté 
îî  publique  qui  s*appuient  sur  elles  *,  si  Ton  observe  ensuite 
i>  que,  dans  les  choses  mêmes  qui  ne  peuvent  être  soumises 
y>  au  calcul  ,  cette  théorie  donne  les  aperçus  les  plus  sûrs  qui 
v>  puissent  nous  guider  dans  nos  jugemens  ,  et  qu'elle  apprei.d 
îi  à  se  garantir  des  illusions  qui  souvent  nous  égarent  *,  on  verra 
îî  qu;l  n'est  point  de  science  plus  digne  de  nos  méditations  , 

IV  et  dont  les  résultats  soient  plus  utiles.  La  théorie  des  Proba- 

V  bili^'és,  n'est  au  fond,  que  le  bon  sens  réduit  au  calcul  : 
y^  elle  fait  apprécier  avec  exactitude  ce  que  les  esprits  jattes 
)>  sentent  par  une  sorte  d'instinct,  sans  qu'ils  puissent  souvent 
)^  s'en  rendrr  compte.  Cette  théorie  doit  sa  naissance  a  deux 
»  géomètres  francai.-?  du  dix-septième  siècle ,  si  fécond  en  grands 
17  hommes  et  en  grandes  décou\'ertes ,  et  peut-être  de  tous  les 
w  siècles  celui  qui  fait  le  plus  d*honneur  à  l'esprit  humain. 
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V  Ptiscal  et  Fermât  se  proposèrent  et  résolurent  quelques  pro^ 
p  blêmes  sur  les  probabilités;  Huyghens  réunit  ces  solutions  , 
7>  les  étendit  et  en  ajouta  de  nouvelles  dans  un  petit  traité ,  le 

V  premier  qui  ait  paru  sur  cette  .matière ,  et  qui  a  pour  titre  : 
7)  De  Ratiociniis  in  ludo  aleœ.  Plusieurs  géomètres  s'en  occu- 
ïî  pèrent  ^nsuite;  Huddes  et  le  pensionnaire  Tf^it  en  Hollande^ 
y>  et  HaUey  en  Angleterre ,  appliquèrent  le  calcul  aux  proba- 
D  bilités  de  la  vie  humaine,  et  Halley  publia  pour  cet  objet  la 
>)  première  Table  de  Mortalité.  Vers  le  même  tems  >  Jacques 
n  Bemoulli  proposa  aux  géomètres  divers  problèmes  de  proba- 
7)  bilités  dont  il  donna  depuis  des  solutions  ;  enfin  il  composa 
1^  son  bel  ouyrage  ayant  pour  titre  :  j^rs  conjectandi  qui  ne 
r»  parut  que  sept  ans  après  sa  mort  arrivée  en  1706.  Dans  cet 
71  intervalle ,  Montmort  et  Moivre  firent  paraître  deux  traités 

V  sur  le  calcul  des  probabilités  :  celui  de  Montmort  a  pour 
n  titre  :  Essai  sur  If  s  jeux  de  Hasard  :  il  contient  de  nom-* 
r\  brenses  applications  de  ce  calcul  aux*  divers  jeux  :  le  traité 
n  de  Moivre  y  postérieur  à  celui  de  Montmort  ^  parut  dabord 
n  dans  les  Transactions  Philosophiques  de  l'année  1711  ;  en-r 
»  suite  l'Auteur  le  publia  sépu^ent  y  et  il  l'a  perfectionné 
9>  successivement  dans  les  trois  éditions  qu*il  en  a  données. 
rï  Plusieurs  savans  parmi  lesquels  on  doit  distinguer  Deparcieux, 
n  Kersseboom,  TVargentin,Dupré^e-Saintr-Mauref  Simpson, 
n  Sulmich ,  Price  et  Duvillard,  ont  réuni  un  grand  nombre 
9»  de  données  précieuses  sur  les  naissances ,  les  mariages  et  la 
9>  mortalité  ;  ils  ont  donné  des  formules  et  des  tables  relatives 
71  aux  rentes  viagères,  aux  tontines,  aux  assurances,  etc.  On 
n  doit  à  Daniel  Bemoulli  la  distinction  des  espérances  mathé- 
n  matique  et  morale,  le  principe  ingénieux  pour  sofumettre 
7)  celle-ci  à  l'anal  jse  et  l'Application  heureuse  du  Calcul  des  Pro- 
7)  habilités  à  l'Inoculation.  On  doit  surtout  placer  au  nombre  des 
n  idées  originales  dans  cette  matière,  la  considération  directe 
77  des  possibilités  des  événemens ,  tirées  des  événemens  observés  : 
77  Jacques  Bemoulli  et  Moivre  supposaient  ces  possibilité! 
7)  connues,  et  ils  cherchaient  la  probabilité  que  le  résultat  des 
I»  expériences  à  faire,  approchera  de  plus  en  plus  de  les  repré- 
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t)  sejiter.  Bayes  dans  les  Transactions  Philosophiqnes  de  l'j 
r)  née  i/SS,  a  cherché  directement  la  probabilité  que  lespossi- 
i>  bilités  indiquées  par  les  expériences  déjà  faites ,  sont  com- 
"y)  prises  dans  des  limites  données ,  et  il  y  est  parvenu  d*  une  ma- 
1^  nière  fine  et  très-ingénieuse  quoiqu'un  peu  embarrassée.  Cet 
7)  objet  se  rattache  à  la  théorie  de  la  probabilité  des  causes  et 
n  des  éyénemens  futurs ,  corxiue  des  événemens  observés.  Enfin 
y)  Tune  des  plus  utiles  applications  du  calcul  des  probabilités» 
y)  concerne  les  milieux  qu  il  faut  choisir  entre  les  résultats 
n  des  observations  ;  plusieurs  géomètres  s'en  sont  occupés ,  et 
7f  Lagrange  a  publié  dans  les  Mémoireé  de  Turin ,  une  belle 
n  méthode  pour  déterminer  ces  milieux  quand  la  loi  des  errëtun» 
r>  des  observations  est  connue,  n 

171 .  Supposons  que  sur  trois  ou  un  pins  grand  nombre  d'évé* 
nemens  ,  un  seul  doive  exister  :  si  rien  ne  porte  à  croire  qne 
l'un  d'eux  arrivera  plhtôt  que  les  autres  ,  il  est  impossible  de 
prononcer  avec  certitude  sur  leur  existence  :  il  est  cependant 
probable  qu'un  de  ces  événemens ,  pris  à  volonté ,  n'arrivera 
pas  ,  parce  que  sur  divers  cas  pour  nous  également  possibles^ 
nous  en  voyons  plusieurs  qui  excluent  son  existence ,  tandis 
qu'un  seul  la  favorise. 

172.  La  théorie  des  probabilités  consiste  à  réduire  tou5  les 
événemens  du  même  genre  qui  peuvent  avoir  lieu  ,  dans  une  cir- 
constance sonnée,  à  un  certain  nombre  de  cas  également  pos- 
sibles, c'est-à-dire,  tels  que  nous  soyons  également  indécis  sur 
leur  existence,  et  à  déterminer,  parmi  ces  cas,  le  nombre  de  ceux 
qui  sont  favorables  à  révénement  dont  on  cherche  la  probabilité. 
Le  rapport  de  ce  nombre  des  ras  favorables  à  celui  de  tous  les 
cas  possibles  ,  est  la'mesure  de  ce  quon  nomme  PROBABILITÉ^ 
qui  n'est  conséquemment  (ju'une  fraction  dont  le  numérateur  est 
le  nombre  des  cas  favorables ,  et  le  dénominateur  le  nombre 
des  cas  possibles. 

173.  I>a  notion  précédente  de  la  probabilité  suppose  qu'en 
faisant  croître  dans  le  même  rapport  le  nombre  des  cas  favo-^ 
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râbles  et  celui  des  cas  possibles ,  la  probabilité  reste  la  même. 
Pom:  s^en  convaincre ,  que  Ton  considère  deux  urnes  A  et  B  » 
dont  la  première  contienne  quatre  boules  blandies  et  deux 
noires ,  et  dont  la  seconde  ne  renferme  que  deux  boules  blanches 
et  une  noire  :  on  peut  imaginer  les  deux  boules  noires  de  la 
première  urne  ,  attachées  par  un  fil  qui  se  rompt  au  moment  • 
où  l'on  saisit  Tune  d'elles  ,  et  les  quatre  boules  blanches  fo]>* 
mant  dçux  systèmes  semblables.  Toutes  les  chances  qui  feront 
«abir  Tune  des  boules  du  système  noir,  amèneront  une  boule 
noire.  Si  Ton  conçoit  maintenant  que  les  fils  qui  unissent  les 
boules ,  ne  puissent  se  rompre ,  il  est  clair  que  le  nombre  des 
chances  possibles  ne  changera  pas,  non  plus  que  celui  des 
chances  fîiTorables  à  l'extraction  des  boules  noires  *,  seulement 
on  tirera  de  Tume  deux  boules  i  la  fois  au  lieu  d'une  :  la  pro- 
babilité d'extraire  une  boule  noire ,  sera  donc  la  même  qu'au^ 
pararant  ;  mais  alors  on  a  évidemment  le  cas  de  Fume  B  , 
avec  la  seule  différence  que  les  trois  boules  de  cette  dernière  > 
«ont  remplacées  par  trois  systèmes  de  deux  boules  invariable- 
ment  unies.  La  probabilité  de  tirer  une  boule  noire  de  l'urne 
A  ,  lorsque  le  fil  se  rompt ,  est  | ,  puisqu'il  y  a  deux  boules 
noires  sur  six  boules  ;  et  celle  de  tirer  une  boule  noire  de  l'urne 
B,  esti==|. 

174*  Lorsque  tous  les  cas  possibles  sont  favorables  i  un 
événement ,  sa  probabilité  se  change  en  certitude  ,  et  son  ex- 
pression devient  égale  à  l'unité. 

176.  Dans  les  choses  qui  ne  sont  que  vraisemblables ,  la  dif- 
férence des  données  que  chaque  homme  a  sur  elles ,  est  une  des 
causes  principales  de  la  diversité  des  opinions  qui  ont  lieu  sur  les 
mêmes  objets.  Supposons^  par  exemple,  que  l'on  ait  trois  urnes  A, 
B  et  C  dont  une  ne  contienne  que  des  boules  noires ,  tandis  que  les 
autres  ne  renferment  que  des  boules  blanches  :  on  doit  tirer  une 
boule  de  l'urne  C ,  et  l'on  demande  la  probabilité  que  cette  boula 
sera  noire  :  si  l'on  ignore  quelle  est  celle  des  trois  urnes  qui 
ne  renferme  que  des  boules  noires ,  ensorte  que  l'on  n'ait  aucune 
raison  de  croire  qu* elle  ùst  plutôt  C  que  B  ou  A  j  ces  trois 
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hypothèses  paraîtront  également  possibles  ;  ensorte  que  la  prs^ 
habilité  d'extraire  une  boule  noire ,  est  un  tiers  >  puisque  sur 
trois  extractions  d*une  boule  de  chacune  des  urnes  ^  il  n'y  eà 
a  qu'une  qui  amène  une  boule  noire  :  ici  le  nombre  des  tirages 
est  celui  des  cas  possibles  sur  lesquels  il  n'existe  qu*un  seul  cal 
favorable  à  réyénement  que  l'on  considère.  Mais  si  Ton  sait 
que  l'urne  A  ne  contient  que  des  boules  blanches ,  l'indécision 
ne  portera  plus  que  sur  les  urnes  B  et  C,  et  la  probabilité 
que  la  boule  extraite  de  l'urne  G  est  noire  ,  est  un  demi. 
Enfin,  cette  probabilité  se  change  en  certitude,  si  l'on  est 
assuré  que  les  urnes  A  et  B  ne  contiennent  que  des  boules 
blanches. 

Nous  allons  poser  les  principes  généraux  du  calcul  des  pro- 
babilités dont  nous  ferons  ensuite  l'application  à  une  aérie  de 
question^. 

17G.  Premier  principe.  Le  premier  de  ces  principes  est  la 
difinition  même  de  la  probabilité  qui,  comme  on  l'a  vu  (  1127), 
est  le  rapport  du  nombre  des  ccu  favorables  à  celui  de  tous  les 
cas  possibles;  l'énumération  de  ces  deux  espèces  de  cas  peut 
présenter  de  grandes  dillicultés. 

177.  Deuxième  principe.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sup- 
pose les  difTérens  cas  également  possibles  :  s*ils  ne  le  sont  pas , 
on  déterminera  d'abord  leurs  possibilités  respectives  dont  la  juste 
appréciation  est  Pun  des  points  les  plus  délicats  de  la  théorie 
des  hasards  :  alors  la  probabilité  sera  la  somme  des  possibilités 
de  chaque  cas  favorable.  Éclaircissons  ce  principe  par  un 
exemple. 

Supposons  que  Ton  projette  en  l'air  une  pièce  large  et  très- 
mince  dont  les  deux  faces  opposées  que  nous  nommerons  croix 
et  pile  soient  parfaitement  semblables.  Cherchons  la  probabi- 
lité d'amener  croix  une  fois,  au  moins,  en  deux  coups.  Il  est 
clair  qu'il  peut  arriver  quatre  cas  également  possibles  :  savoir 
croix  au  premier  et  au  second  coup  ;  rro/.r  au  premier  coup 
et  pile  au  second;  pih  au  premier  coup  et  croix  au  second  ; 
enfin  pi/e  aux  deux  coups.  Les  trois  premiers  cas  sont  favorables 
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a  l'événement  dont  on  cherche  la  probabilité  qui  par  conséquent 
est  égale  k^,  ensorte  quily  atrois  contre  un  à  parier  que  croix 
arrivera,  au  moins.,  une  fois  en  deux  coups.  On  peut  ne  comp- 
ter à  ce  jeu  que  trois  cas  différent» ,  savoir  :  croix  au  premief 
coup,  ce  qui  dispense  d*en  jouer  un  second;  pUe  au  premier 
coup  et  rroix  au  second  ;  enfin  pile  au  premier  et  au  second 
coup  :  cela  réduirait  la  probabilité  à  f ,  si  Ton  considérait  ces 
trois  cas  comme  étant  également  possibles.  Mais  il  est  visible 
que  la  probabilité  d^amencr  croix  au  premier  coup  >  est  ^ .  tandis 

que  celle  de  chacun  des  deux  autres  est  —  =  ^.   (  IH*  Princ.  ) 

Maintenant,  si,  conformément  au  second  principe,  on  ajoute  la 
possibilité  ^  de  croix  au  premier  coup,  à  la  possibilité  j  de  pile 
au  premier  coup  et  cro/x au  second,  on  aura,  comme  ci-dessus, 
^  pour  la  probabilité  cherchée.  Nous  avons  ici  réduit  les  divers 
cas  a  des  cas  également  possibles. 

178.  Troisième  principe.  Un  des  points  les  plus  délicats  de  la 
théorie  des  probabilités ,  et  celui  qui  prête  lo  plus  aux  illusions , 
est  la  manière  dont  les  probabilités  augmentent  ou  diminuent  par 
leurs  combinaisons  mutuelles.  Si  les  évënemens  sont  indépendaas 
les  uns  des  autres ,  la  probabilité  de  leur  existence  simultanée  , 
est  le  produit  de  leurs  probabilités  particulières.  Ainsi  la  proba- 
bilité d'amener  un  as  avec  un  seul  dé ,  étant  un  sixième ,  puis- 
que sur  ses  six  faces ,  il  n*en  est  qu'une  qui  offre  un  as  \  celle 
d'amener  deux  as  ,  en  projetant  deux  dés  à  la  fois ,  est  un 
trente-sixième  :  en  effet,  chacune  des  faces  de  l'un  des  dés, 
pouvant  se  combiner  avec  les  six  faces  de  l'autre ,  il  y  a  trente 
six  cas  également  possibles  parmi  lesquels  un  seul  domie  les 
deux  as.  La  fraction  ~  est  aussi  la  probabilité  d'amener 
deux  fois  de  suite  un  as  avec  un  seul  dé ,  lorsqu'on  suppose 
les  faces  parfaitement  égales  :  dans  ce  cas  ,  la  probabilité  d'a- 
mener un  as  m  fois  de  suite ,  est  ^.  Géoéralement,  la  proba- 
bilité quun  événement  simple  et  dans  les  mêmes  circonstances, 
arrivera  de  suite  un  nombre  donné  défais,  est  égale  à  la  pro-* 
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IxibilUé  de  cet  événement  simple ,  élex^ée  à  une  puissance  irtdi^ 
quéepar  ce  nombre  :  or  les  puissances  successives  d*uiie  fraction 
plus  petite  que  Tunité  >  diminuant  sans  cesse  y  xm  éyénement  qui 
dépend  d'une  suite  fort  grande  de  probabilités ,  peut  devenir 
csxtrémement  peu  vraisemblable. 

17g.  Quatrième  principe.  Lorsque  deux  éuénèmens  dépew^ 
dent  tun  de  Fautre^  la  probabilité  de  t événement  composé  est  le 
produit  de  la  probabilité  du  premier  de  ces  événemens ,  par  la 
probabilité  que  cet  événement  étant  arrivé ,  t autre  aura  lieu. 

Nommons  p  le  nombre  des  cas  possibles  relatifs  an  premier 
événement ,  et  f/  celui  des  cas  qui  lui  sont  favorables  :  nom« 
mons  q  le  nombre  des  cas  possibles  relatifs  au  second  évé- 
nement ,  qui  correspondent  à  chacun  des  cas  p\  et  q^  le  nombre 
des  cas  qui  lui  sont  favorables  :  le  nombre  de  tous  les  cas 
possibles  relatifs  à  l'événement  composé ,  sera  évidemment  pq , 
et  le  nombre  des  cas  favorables  à  cet  événement ,  sera  p^qj'  : 

ta  probabilité  sera  donc  ^-^  (176)  ">  or  —  est  la  probabilité 

r^  r 

du  premier  événement^  et  ^-^  est  la  probabilité  que  le  premier 

événement  étant  arrivé,  le  second  aura  lieu  ,  puisque  le  nombre 
des  cas  favorables  à  révénement  composé  ,  étant  p'ç',  .celui  des 
cas  possibles  est  p^q  ,  en  observant  que  le  second  événement 
n'est  possible  qu'autant  que  le  premier  a  lieu  •,  mais  la  pro- 
babilité ^--^  est  le  produit  des  deux  fractions  —  et  ^-r-  ; 
P<1  P        pq 

donc  ,  etc. 

Ainsi ,  dans  le  cas  précédent  (lyS)  des  trois  urnes  A,  B,  C, 
dont  deux  ne  contiennent  que  des  boules  blanches  ,  et  dont  la 
troisième  ne  renferme  que  des  boules  noires  ,  la  probabilité  de 

tirer  une  boule  blanche  de  l'urne  C,  est  3  =  ~ ,  puisque  deux  des 

trois  urnes  ne  contiennent  que  des  boules  de  cette  couleur  ; 
mais  lorsqu'on  a  extrait  une  boule  blanche  de  l'urne  C  ,  Tin- 
décision  relative  à  celle  des  urnes  qui  ne  renferme  que  des 
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]oules  noires ,  ne  portant  plus  que  sur  les  urnes  A  et  B ,  la 
>robabilité  d*extraire  une  boule  blanche  de  l'urne  B ,  devient 

f  =  2-  :  le  produit  ^-2^  de  J  par  \ ,  c'est-à-dire ,  ^ ,  est  donc  la  pro- 

habilité  de  tirer  à  la  fois  des  urnes  B  et  G  deux  boules  blanches. 
Dn  voit  par  cet  exemple  ^  l'influence  des  événemens  passés  sur  la 
[>robabilité  des  événemens  futurs  ;  car  la  probabilité  d'extraire 
ime  boule  blanche  de  l'urne  G  y  qui  primitivement  est  \ ,  se 
réduit  à  { y  lorsqu'on  extrait  une  boule  blanche  de  l'urne  B  ; 
elle  ae  changerait  en  certitude ,  si  l'on  avait  extrait  une  boule 
noire  de  la  même  urne.  Ge  cas  revient  à  celui  d'une  seul» 
ivne  renfermant  deux  boules  blanches  et  une  noire.  En  gé- 
néral g  l'urne  ne  contenant  qu'une  boule  noire  sur  un  nombre 
quelconque  de  boules  blanches  y  les  chances  pour  et  contre 
l'extraction  d'une  boule  blanche  ,  tendent  vers  l'égalité  ;  à  me- 
sure qu'on  extrait  une  boule  blanche.. 

r 

180.  Cinquième  principe.  La  probabilité  cCun  événement 
futur  y  tirée  dun  événement  observé  y  est  le  quotient  de  la  divi^ 
sion  de  la  probabilité  de  Tévénement  composé  de  ces  deux 
événemens  y  et  déterminé ,  à  priori ,  par  la  probabilité  de  tévé' 
nement  observé  y  déterminé  pareillement  k  priori. 

En  considérant  comme  événement  composé ,  l'événement 
observé  joint  à  l'événement  futur  ^  et  désignant  par  Z  la  pro- 
babilité de  l'événement  composé  y  par  X  celle  de  l'événement 
observé,  et  par  Y  celle  de  l'événement  futur ,  on  a,  d*aprè« 
le  principe  précédent , 

Z  =  XXY,       d'où       Y  =  ^; 

donc  y  etc. 

Dans  l'exemple  précédent,  la  probabilité  de  l'événement 
composé,  a  été  trouvée  =  ^  =Z  ;  celle  de  l'événement  obsei^é 

est5=X,  et  on  a  Y=  ^  =5  qui  est,  eu  eSFet,  la  probabilité 

de  Tévénement  futur ,  ou  de  l'extraction  d'une  boule  blanche 
de  l'urne  B. 
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Nous  appliquerons  ce  principe  à  la  solution  d'une  seconde 
question. 

Problème  P''.  Supposons  quune  urne  renferme  trois  boules^ 
parmi  lesquelles  il  s'en  trouve  de  blanches  et  de  noires; 
qu  après  avoir  tiré  une  boule  >  on  la  remette  dans  Fume , 
pour  procéder  à  un  nouveau  tirage ,  et  que  sur  m  tirages  , 
on  nait  amené  \jue  des  boules  blanches  ;  on  demande  la 
probabilité  de  n  amener  que  des  boules  noires  dans  les  a/ 
tirages  suivans  ? 

Il  est  clair  qu*on  ne  peut  faire  ici  que  quatre'  hypotiièses 
qui  seront  les  causes  de  révénement  observé  :  les  boules  peuvent 
être  ou  toutes  blanches ,  ou  deux  blanches  et  une  noire  y  on  uut 
blanche  et  deux  noires ,  ou  enfin  toutes  noires.  Considérons  ces 
hypothèses  comme  autant  de  causes  de  Tévénement  observé , 
qui  est  f  extraction  de  boules  blanches  dans  les  m  premien 
tirages ,  et  cherchons  les  probal)ilités  de  cet  événement ,  re- 
latives à  chacune  de  ces  causes  :  i°.  la  probabilité  relative  à  la 
première  cause  ^  est  i  ;  a®,  celle  d'amener  une  boule  blanche  sur 

deux  blanches   et  une  noire  ,  est  =  ,  et  la  probabilité  de  l'a- 


a* 


mener  m  fois  de  suite,  est  =^  (III*  Princ);  3*  celle  d'ame- 
ner 771  fois  de  suite  une  boule  blanche  sur  une  blanche  et  deux 
noires,  est  ~;  4*'  celle  enfin  d'amener  une  boule  blanche  sur 

trois  noires ,  est  zéro.  Ainsi  les  probabilités  de  révénement 
observé ,  relatives  aux  causes  ou  hypothèses  ci-dessus  ,  sont 


^  >       3"»  *         3^  *     ^' 


im 


Comme  ces  quatre  hypothèses  sont   également  possibles  ,  le 
quart  de  leur  somme,  c'est-à-dire, 

Y        i/3'"  +  a'"  +  i\ 

^  =  4\ ^- > 

sera  la  probabilité  de  l'événement  observé,  déterminé  à  priori. 
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n  faut  donc  maintenant  chercher  la  [mbabilité  de  l'événement 
composé  9  c*é^t-à-dire ,  celle  d'amener  m  boules  blanches  dan« 
lei  m  premiers  tirages  ,  et  mf  boules  noires  dans  les  m' tirages 
suivans  f  parce  que  p  d*après  le  cinquième  principe ,  en  divisant 
ti  probabilité  de  l'événement  composé  par  celle  de  l'événement 
observé ,  on  obtient  la  probabilité  de  l'événement  futur  y  c'est* 
â-dire»  celle  d'amener  7nf  boules  noires  dans  les  mf  tirages 
qui  suivent  les  m  premiers.  Cherchons  donc  les  probabilités 
d'amener  m  boules  blanches  dans  les  m  premiers  tirages ,  et 
m'  boules  noires  dans  les  m'  tirages  suivans  :  on  voit  d'abord 
que  ces  probabilités  sont  nulles  dans  la  première  et  la  dernière 
hypothèse  ;  que  la  probabilité  d'amener  »  dans  la  seconde  hy- 
pothèse ,  successivement  m  boules  blanches  et  m' boules  noires , 
est  exprimée  ^  d'après  le  quatrième  principe  ,  par 

,  fl*         1    . a* 

et  que  la  probabOité  d'amener  >  dans  la  troisième  h}rpothèse, 
71»  boules  blanches  et  m'  boules  noires  successivement,  est, 

d'après  le  même  principe ,  exprimée  par  ^„^^  ;  ensorte*  que 
ces  probabilités  sont 

et  comme,  à  priori,  les  quatre  hypothèses  sont  également 
possibles ,  la  probabilité  de  l'événement  composé,  sera  le  quart 
de  la  somme  des  quatre  probabilités  précédentes ,  c*est-à- 


dire,Z  =  ^(^  g^^   )'>donc 


fera  la  probabilité  cherchée. 

Supposons  quatre  boules  dans  l'urné  ,  en  conservant  toutes 
les  autres  données  et  conditiona  de  la  question.  On  ne  peut 
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^7»  ^iJC"**^-" 

l^kad^t ,  on  tro»  «ont  MmiAi»  «t  «b#  «oif«>/4inr4vK^  ^ 

Aoini  •  on  tso&n  Itti  mulvi  hncnlai  ■onfc  noBMu  Ltt-inbâdibfi 
fTaimimir  âfahùd  n  bonlÉi  hlinrhw  Ai  ■■itt  dut.iift  anMiK 

V-  ^»  -■JB»     35.»  :*».:■■...•■     -' . 

• 

fa»  probibOilés  d*tmeiiflr  d*a&otd  m  booki  BBiâduii ,  péU^ 
wf  boide»  noires  dsns  ki^iiittemèms  l^jrpothèns »  sont 


9f    =W»     y5»#    7=»*.  Pî. 


i^'i"r 


tift  pgtHWiWIni'  c|^  réféoiiBOBt  oomposé^  fetfft  w  cnlMIliftÉ  db 
k  MMRnM  dap  €âaq  iunlwWHrh  pr^o^dMMij» «i*«l44i9» 

donc  la  probabilité  dierchée  sera 
Pour  m  r=  1 ,  cette  formule  devient 


^-         10X4"'      ' 


et  elle  exprime  la  probabilité  de  n'amener  qne  des  boules 
noires  dans  les  m!  tirages  qui  suivent  le  premier  qui  a  donné 
une  boule  blancke. 

Si  le  nombre  des  boules  blandies  égale  cdin  des  ooiiM ,  k 
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proiMbilîté  de  ii*amener  que  des  boules  noires  dans  n{  tirages^ 

••*  jrm  I  m'  X  ^  =  -^;  cllc  surpassc  la  précédente,  lorsque  m' est 

Agal  ou  moindre  que  5  ;  mais  elle  lui  devient  inférieure,  lorsque  m' 
aurpasse  5 ,  quoique  la  boule  blanche  extraite  de  Tume  au  pre^ 
'  mier  tirage ,  indique  une  supériorité  dana  le  nombre  des  boules 
blanches.  L'explication  de  ce  paradoxe  tient  à  ce  que  cette  indh* 
cation  fournie  par  la  première  sortie  d'une  boule  blanche, 
n'exclut  point  la  supériorité  des  boules  spires ,  elle  la  tend  saur 
lem'ent  moins  probable  ;  au  lieu  que  la  supposition  d'une  égalité 
par&ite  entre  le  nombre  des  boules  blanches  et  celui  des  noires , 
exclut  cette  supériorité  :  or  cette  supériorité ,  quelque  petite 
que  soit  sa  probabilité,  doit  rendre  la  probabilité  d'amener 
de  suite  Jti  boules  noires ,  plus  grande  que  dans  le  cas  de  l'égalité 
des  couleurs  ,  lorsque  m' est  considérable. 

Le  principe  suivant  est  relatif  à  la  probabilité  des  causes, 
tirée  des  événemens  observés. 

181.  Sixième  principe.  Si  un  événement  observé  peut  résulter 
de  n  causes  différentes ,  laprobabilitéde  texistence  Sune  quel-* 
conque  de  ces  causes,  est  une  fraction  dont  le  numérateur  est  la 
probabilité  de  F  événement^  résultante  de  cette  cause,  et  dont  le 
dénominateur  est  la  somme  des  probabilités  semblables  rehuit^es 
à  toutes  les  causes. 

Considérons,  en  effet,  comme  événement  composé ,  l'évé- 
nement observé  résultant  d'une  des  n  causes  :  la  probabilité 
de  cet  événement  composé ,  probabilité  que  nous  désignerons 
par  E,  sera ,  en  vertu  du  quatrième  principe ,  égale  au  produit 
de  la  probabilité  F  de  l'événement  observé ,  par  la  probabilité 
que  cet  événement  ayant  lieu ,  la  cause  dont  il  s'a^t  existe  „ 
probabilité  qui  est  celle  de  la  cause ,  tirée  de  l'événement  çb^ 
aervé ,  et  que  nous  désignerons  par  P.  On  aura  donc 

E  =  F  X  P,      d'où      P=:^|.    ' 

La  probabilité  E  de  l'événement  composé ,  est'  le  produit  de 
1a.  probabilité  H  de  k  cause  par  la  probabilité  ^ue  cettb  cause 

57.. 
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ayant  lien ,  révénement  arrivera  :  or  toutes  les  n  causes  étant , 
à  priori ,  également  possibles ,  la  probabilité  que  Tniie  gnel- 

coBoae  d'elles  aura  lieu,  est  -  ;  on  a  donc 
/H- 

H  i= 

E  =  —  :      donc      P  =  -=— . 
n  F 

La  probabilité  F  de  révénement  observé  ,  est  la  somme  de 
tous  les  £  relatif  i  ^aque  cause  ;  si  donc  on  d^igne^par 

H  H 

S.—  la  somme  de  tontes  les  valeurs  de  —  .  on  aura 
n  » 

F  =  S.5^; 

n 

abifi  Véquation  P  s:  -^  détiendra 

-a       H 


S  5     ^'^  * 

'  n 

ce  qui  rend  le  principe  énoncé. 

Si  les  diverses  causes  considérées  à  priori,  sont  inégalement 
probables ,  //  faut  au  lieu  de  la  probabilité  de  V événement ^  ré- 
sultante de  chaque  cause ,  employer  le  produit  île  cette  probabi* 
lité  par  la  cause  elle-même. 

Ce  sixième  principe  est  le  fondement  de  l'analyse  des  ha- 
sards, qui  consiste  à  remonter  des  événemens  aux  causes. 

Leprincipe  suivant  n'a  besoin  que  d'être  énoncé,  et  d'ailleun 
l'application  que  nous  en  ferons  à  la  solution  du  problème 
premier ,  en  mettra  la  vérité  dans  toute  son  évidence. 

182.  Septième  principe.  La  probabilité  d'un  événement  futur, 
gst  la  somme  des  produits  de  la  probabilité  de  chaque  causû, 
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tirée  de  Vévénement  observé,  par  la  probabilité  que  cette  cause 
existant,  [événement  futur  aura  lieu. 

Dans  la  question  traitée  (180),  les  probabilités   de  chaque 
cause  y  tirées  de  révénement  observé ,   et  exprimées  ^  d'après 

# 

H 

le  sixième  principe ,  par  P  =  ^-77- ,  sont 

8"  fl"*  1 

Les  probabilités  de  l'événement  futur,  relatives  à  ces  causes 
qui  sont  les  quatre  hypothèses  faites  plus  haut  y  c'est-à-dire , 
celles  de  n'amener  que  des  boules  noires  dans  les  m'  tirages 
qui  suivent  les  m  premiers ,  sont  zéro  pour  la  première  hy- 

1  2"' 

pothèse,  ^  pour  la  seconde  ^  ^  ^  pour  la  troisième,   et.  1 

pour  la  quatrième  :  ainsi  les  probabilités  de  réyénement 
futur ,  tirées  de  ces  causes  ,  sont 

I  2"' 

û       — ^>        «—       1  * 


la  somme  des  produits  respectifs  des  probabilités  précédentes 
par  celles^!  «  est 

a«  ^  a"' 

3»'(3-+a-+i>* 

•omme  ci-dessus.  • 

\ 

i 
I 

Problème  II.  Soit  une  urne  qui  ne  renferme  que  dew^  boules 
dont  chacune  puisse  être  ou  bianche  ou  noire  :  on  extrait  une 
de  ces  boules  que  ton  remet  ensuite  dans  F  urne  y  pour  procéder 
à  un  nouveau  tirage:  supposons  que,  dans  les  deuxpremiers  ti^ 
rafles  y  on  ait  amené  des  boules  blanches  ;  on  demande  la  pro^ 
habilité  d amener  encore  une  blanche  au  troisième  tirage  ? 

On  ne  peut  faire  ici  que  ces  deux  hypothèses  :  ou  l'une  des 
boules  est  blanche  et  l'autre  noir»,  ott  toutes  deux  sont  blanches.. 
Pan4  la  première  hypothèse  qui  est  une  cause,  j^  la  probabilité  £| 


^•. 


0Bk  'âXMIitSB       - 

/  ■  ■ .  •       •     ^       ■  -  '»     •  •    ■ 

Ikttih  UasolNi  «OL  {imniar  tinM»  tftat^^  it,mÊ»àMUA^ 

.     r'  ^-    -..,:■  S ..    .   ,:       . 

xeituit  h  iaénw  eapttiapt  Jia,pKieB&rmièooà3jdi|^j 

d       d       4 
toocwMM  ujFputiMW  :  UBn  0n  fvgBoiiH  Cil  BjpomiQi 


«    T 


H 
,vèrUi  40  M  ranomlB  P  sa  ■■  ^,  ^ 


•I  ^ 

poor  lett»  proliiUlhés  tirtf  d»  IMif  AtMPgqt  àtpiCT^Pr  d  lii 
prunièn  hypothise  a  Iie«»  h  pioIn^iÉti  d*«tnim  «m  bod* 

blanelie  an  trobièiiie  tingt ,  tit  ^  j  pniicpfe  Tviia  ut  eontiflot 

toujours  qu^ineboole  blanelie  et  nne  boule  noire  ;  elle  égale 
l'unité  dam  la  seconde  hjrpothèse  :  en  multipliant  aes  dernières 
probabilités  par  celles  des  hypothèses  correspondantes  ^  lasomme 

des  produits  qu^on  trouve  égale  à  -^  >   mesure   la  probabilité 

d'extraire  une  boule  blanche  au  troisième  tirage.   ^ 

Problème  131.  On  a  extrait  un  numéro  JCuné  ume  4pù  m 
renferme  miUet  un  téwnom  de  ce  tirage  annonce  que  k  n*  ja 
est  sorti;  on  demande  la  probabilité  de  cette  sortie  ? 

Supposons  que  Texpérience  ait  fait  connaître  que  ce  témoin 
trompe  une. fois  sur  dix«  ensorte  que  la  probabilité  de  son 

témoignage  aoit  ^  Ici  réyénement  observé  est  k  témoin  at<? 
.10 

testant  qne  le  n*  79  est  sortie  Cet  éyénement  peut  xésnlteir  à^ 
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deux  hypothèses  suivantes ,  savoir ,  que  le  témoin  énonce  la 
vérité  ou  qu'il  trompe.  Suivant  le  principe  précédent  sur  la 
probabilité  des  cause*)  tirée  des  événemens ,  il  faut  d*âborâ 
déterminer,  à  priori,  \si  probabilité  de  l'événement  dans  chaque 
hypothèse  qui  est  unexause.  Dans  la  première ,  la  probabilité 
que  le  témoin  annoncera  le  n*  7g  ^  est  la  probabilité  même 

de  la  sortie  de  ce  numéro ,  c'est-A-dire :  en  la  multipliant 


1000 


par  la  probabilité  —  de  la  véracité  du  témoin ,  on  aura 
—  pour  la  probabilité  de  l'événement  observé  dans  cette 


1000 


hypothèse.  Si  le  témoin  trompe ,  le  n^  79  ne  sera  pas  sorti ,  et 
la  probabilité  de  cette  non-4ortie,  est  ^^  :  mais  pour  an- 
noncer la  sortie  de  ce  numéro ,  le  témoin  doit  le  choisir  parmi 
1^9  999  numéros  non-sortis  ;  et  conune  il  est  supposé  n'avoir 
•aucun  motif  de  préférence  pour  les  uub  plutôt  que  pour  les 

antres  ,  la  probabiHfé  qu'il  choisira  le  n^  79 ,  est :  en 

999 
multipliant  donc  cette  probabilité  par  la  précédente ,  on  aura 

—  pour  la  probabilité  que  le  témoin  annoncera  le  n^  79 


1000 

dans  la  seconde  hypothèse  :  il  faut  encore  multiplier  cette  pro- 

.jàbilité  par  la  probabflité ,  —  de  Thypothèse  elle-même ,  qui 

est  la  probabilité   que  le  témoin  trompe,   ce  qui  donnera 

— —  pour  la  probabilité  de  Tévénement  relative  à  cette  hy- 

JOOOO  '^  ^  -^ 

pothèse.  Présentement  si  l'on  fonne  une  fraction  dont  le  nu- 
mérateur soit  la  probabilité  relative  à  la  première  hjrpothèse , 
et  dont  le  dénonunateur  soit  la  somipe  des  probabilités  rela- 
tives aux  deux  hypothèses  ou  aux  deux  causes ,  on  aura  la 

probabilité  de  la  première  hypothèse  :=  —  qui  est  Ta  proba^ 

biKté  même  de  la  véracité  du  témoin  1.  et  ^  en  même  tempa.,^ 
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•  t 

la  probabilité  de  la  sortie  du  n"*  79.  La  probabilité  du  meiH 

songe  du  témoin  et  de  la  non*i8ortie  de  oe  numéro .  sera  — . 
^  10 

M.  Laplace  résout  encore  cette  question  ;  Une  urne  renfenne 

999  boules  noires  et  une  boule  blanche  :  une  boule  en  ayant 

été  extraite ,  un  témoin  du  tirage  annonce  que  cette  boule  est 

blanche.  M.  Liiplace  fait. ces  quatre  hjrpothèses  qui  sont  quatre 

causes  de  l'événement  observé,  savoir ,  i^  celle  du  témoin  ne 

trompant  point  et  ne  se  trompant  point  ;  2^.  celle  du  témoin  ne 

trompant  point  et  se  trompant  ;  S"",  celle  du  témoin  trompant  etne 

ee  trompât  point  ;  4^.  celle  du  témoin  tropipant  et  se  trompant. 

i83.  La  probabilité  des  événemens  sert  à  déterminer  l'es- 
pérance et  la  crainte  des  personnes  intéressées  à'  leur  exis- 
tence.  Le  mot  espérance  a  diverses  acceptions  ;  il  exprima 
généralement  l'avantage  de  celui  qui  attend  un  bien  quelconque  j 
dans  des  suppositions  qui.  ne  sont  que  vraisemblables.  t)ans  la 
théorie  des  hasards  ,  cet  avantage  est  le  produit  de  la  somme 
espérée,  par  la  probabilité  de  l'obtenir  :  c'est  la  somme  partielle 
qui  doit  revenir ,  lorsqi;'on  ne  veut  pas  courir  les  risques  de 
l'événement ,  en  supposant  que  la  répartition  de  la  somme 
entière  ,  se  fasse  proportionnellement  aux  probabilités.  Cette 
manière  de  la  réparfir  est  \a,  seule  équitable  ,  quand  on  fait 
abstraction  de  toute  circonstance  étrangère  ,  parce  qu'avec  un 
égal  degr-é  de  probabilité,  on  a  un  droit  égal  sur  la  somme 
espérée.  Nous  nommerons  cet  avantage  espérance  mathéma^ 
tique,  pour  le  distinguer  de  V espérance  morale  sur  laquelle 
nous  reviendrons  bientôt. 

1 84.  Huitième  principe.  Lorsque  l'espérance  mathématique 
dépend  de  plusieurs  événemens  ,  on  l'obtient  en  prenant  la  somme 
des  produits  de  la  probabilité  de  chaque  événement ,  par  le  bien 
attaché  à  son  arrivée.  Dans  le  cas  le  plus  simple ,  cetU*  espé- 
rance est  le  produit  de  la  valeur  absolue  du  bien  espéré  j  par 
la  prohabilité  de  l'obtenir. 

Problème  IV.  Supposons  qu'au  jeu  de  croix  et  pile ,  Paul 
reçoive  deux  francs ,  s'il  amène  croix  au  premier  coup  ,  et  cinq 
francs ,  s'il  ne  F  amène  quau  second;  on  demande  quelle  est 
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la  somme  que  Paul  doit  donner  d'avance  à  celui  qui  lui  fait 
cet  avantage,  en  observant  que  y  pour  l'égalité  du  jeu ,  la  mise 
doit  être  égale  à  [avantage  quil  procure  ? 

En  multipliant  fi^  par  la  probabilité  \  du  premier  cas  y  et 
5^  par  la  probabilité  ^  du  second  cas  >  la  somme  des  produits 
est  deux  francs  et  un  quart ,  mise  cherchée. 

Si  Paul  reçoit  deux  francs  y  en  amenant  croix  au  premier 
coup,  et  cinq  francs  en  l'amenant  au  second  coup,  soit  qu*il 
l'ait  on  non  amenée  au  premier  y  il  faut  alors  dLitinguer  quatre 
cas  >  savoir  :  croix  au  premier  et  au  second  coup  ;  croix  au 
premier  coup  et  pile  au,  second  ;  pile  au  premier  coup  et  croix 
au  second  ;  enlin  pile  aux  deux  coups.  Paul  reçoit  sept  francs 
dans  le  premier  cas ,  deux  francs  dans  le  second  ,  cbq  francs 
dans  le  troi^iième  ,  et  rien  dans  le  quatrième.  La  probabilité  de 
chacun  des  cas  est  ^  :  en  multipliant  donc  par  \  la  somme 
correspondante  à  chaque  cas  y  et  ajoutant  ces  produits  y  on 
aura  trois  francs  et  demi  pour  l'avantage  de  Paul  ^  et  consé- 
quemment  pour  sa  mise  au  jeu. 

Paul  joue  à  croix  et  pile  avec  la  condition  de  recevoir  deux 
francs,  s'il  amène  croix  au  premier  coup  y  quatre  francs  s'il  ne 
l'amène  qu'au  second,  huit  francs  s'il  ne  l'amène  qu'au  troi- 
sième y  et  ainsi  de  suite  ;  sa  mise  au  jeu  doit  être  y  par  le  prin- 
cipe précMent,  égale  au  nombre  des  coups  ;  ensorte  que  si 
la  partie  continue  à  l'infini ,  la  mise  doit  être  infinie.  Cepen* 
daut  aucun  homme  raisonnable  ne  voudrait  exposer  à  ce  jeu 
une  somme  même  modique ,  .5o  francs  y  par  exemple.  Il  s'agit 
d'expliquer,  cette  différence  entra  le  résultat  du  calcul  et  l'in- 
dication du  sens  commun  :  on  reconnaît  bientôt  qu  elle  tient  A 
ce  que  F  avantage  moral  qu'un  bien  nous  procure  y  n'est  pas  pro^ 
portionnel  à  ce  bien ,  et  qu'il  dépend  de  mille  circonstances  soi^« 
vent  difficiles  à  définir,  mais  dont  la  plus  générale  et  la  pins 
importante  est  celle  de  la  fortune.  En  effet ,  il  est  visible  qu'un 
franc  a  beaucoup  plus  de  prix  pour  celui  qui  n'en  a  que  cent , 
que  pour  un  millionnaire.  On  deit  donc  ,  dans  le  bien  espéré , 
distinguer  sa  valeur  absolue  de  sa  valeur  relative  :  celle-ci  se 
r^Çle  SBirles  n^ptils  qui  la  font  désirer^  au  lien  que  la  première 
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en  est  indépendante.  On  ne  peut  pas  donner  de  principe  général 
pour  apprécier  cette  valeur  relative.  £n  voici  cependant  un  prcH 
posé  par  Daniel  BemouUi ,  et  qui  peut  searnr  dans  beaucoup 
de  cas, 

i85.  Neuinème  principe*  La  valeur  relative  étune  somme 
infiniment  petite ,  est  égale  à  sa  valeur  absolue  divisée  par  le 
bien  total  de  la  personne  intéressée. 

L'espérance  morale  sera  le  produit  de  la  valeur  relative  du 
bien  espéré,  par  la  probabilité  de  l'obtenir. 

i96.  Dixième  principe»  Dans  une  série  d'événemèns  pro* 
bables  dont  les  uns  produisent  un  bien  et  les  dutres  une  perte  , 
on  aura  l'avantage  résultant,  en  faisant  unesojhme  des  produits 
de  laprobabilitéde  chaque  événement  favorable  parle  bien  qu'il 
procure ,  et  en  retranchant  de  cette  somme  celle  des  produits  de 
la  probabilité  de  chaque  événement  défavorable  par  la  perte  qui 
y  est  attachée.  Si  la  seconde  somme  Femporte  sur  la  pre- 
mière ,  le  bénéfice  devient  perte ,  et  l'espérance  se  change  en 
crainte. 

187.    Ces   principes   posés  ,  il  nous   reste  à  en  faire  des 

applications. 

Problème  V.  On  projette  trois  dés  sur  une  table  :  un  joueur  A 
parie  que  les  trois  points  amenés  seront  différens ,  le  joueur 
B  parie  quil  y  aura  un  double  (  deux  points  semblables  )  ; 
le  joueur  C  parie  pour  un  triplé  (  trois  points  semblables  )  .- 
on  demande  quels  doivent  être  les  paris  de  A  y  B ,  C  pour  que 
le  jeu  soit  égal  ? 

Les  mises  A ,  B ,  C  doivent  être  proportionnelles  aux  nombres 
des  coups  simples  ,  des  doubles  et  des  triples  ,  que  nous  allons 
calculer.  Chaque  face  d'un  dé  pouvant  se  combiner  avec  les 
six  faces  d'un  autre  dé  ,  on  voit  que  deux  dés  donnent  trente- 
six  coups  possibles  ;  chaque  coup  du  troisième  dé  pouvant  se 
combiner  avec  les  trente-six  coups  précédens  ,  le  nombre  total 
des  coups  sera  6  X  36  =5  a  1 6 ,  nombre  de  tous  les  cas  pos- 
sibles :  les  triples  sont  évidemment  au  nombre  de  six.  Pour 
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connaître  le  nombre  des  doublés ,  obsenFont  que  toutes  les 

faces  semblables  de  deux  des  trois  dés  ^  doivent  être  combi* 

*  nées  avec  chacune  dés  faces  non  semblables  du  troisième  dé , 

■ 

ce  qui  donne  6  X  5  =  3o  doublés  j  et  comme  les  trois  dés 
peuvent  être  pris  deux  à  deu^  de  trois  manières ,  on  aura  en 
totalité  3  X  3o  =  go  doublés.  Ainsi  le  nombre  des  coupa 
simples  sera  di6  — 96  ==  ido.  Il  y  a  donc  lieu  à  lao  coups 
simples^   à  go  doublés ^  et  à  6  triplés  :  on  voit  donc  que 

les  probabilités  en  faveur  de  A,  B  et  C  étant  i-^i  -SL    _-^ 

sio    âib     sib 

les  mises  de  ces  joiieun  doivent  être»  pour  l'égalité  da  jeu , 

::  ido  :  90  : 6  o«  ::  ao  :  i5  : 1. 

Problème  YI.  Supposons  que  le  nombre  des  numéros  étune 
loterie ,  soit  m ,  et  qu'il  en  sorte  n  à  chaque  tirage  ,  on  veut 
connaître f  1^.  la  prohabilité  qiiune  combinaison  s  de  ces 
numéros ,  sortira  au  premier  tirage;  a',  la  probabilité  que 
les  s  numéros  sortiront  dans  un  ordre  déterminé  entf  eux  ; 
S*,  la  probabilité  que  les  s  premiers  numéros  du  tirage,  seront 
ceux  de  la  combinaison  proposée  ;  4^.  eiifin  la  probabilité  que 
les  s  numéros  choisis  sortiront  les  premiers  dans  un  ordre 
déterminé  ? 

1^  Le  nombre  total  des  combinaisons  (^  de  m  numéros  pris 


{*)  En  appdaiit  combinaisons  ce  qne  nom  nommions  produits  diférens 
(  Alg.y  If  met.  y  chap.  XII.)  ,  le  nombre  lotil  de*  eombinuiont  de  m 
iinmeriM  pris  a  à  n,  est 

■ 

'V         m  (m— I  )  (m  — a) (m — fi -f- i  ) 

S*  >  • 

m 

Ob  Mrs  le  nombre  lotal  âm  oomhimûtont  dt  m  lettres  priées  ont  &  antu 
dcax  3  deux  y  jasqa'à  m  à  m ,  en  faisant  p  »  i  dans  lo  binôme  (i  +/>)", 
er  retranèbant  Tanît^.  Supposons  qae ,  dans  chaque  <!ombinaison ,  on  ail 
^ard  uon-seolement  an  nombre  des  lettres ,  mais  encore  à  lenr  sîtnatKMft 

•■ir*«lkt  :  oomma  H  lettres  admettent  1  .ft.3 m  tilnatioqs  diKrentea 

que  nons  nommions   arrangemeng ,  il  s^ensnit  que  le  nombre  total  dea. 
combinaisons  de  m  lettres  n  à  n  ,  lorsqn^on  %,  égard  ans  difiRérentes  situa- 
tions des  n  lettre  a  es^  la  (raction   ci -dessus,  en  supprimant  son  déno-» 
llpiiatctfr. 
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n  à  R ,  vst,  comme  on  le  sait , 

m  (/yi— i)  (m— a) (m^n+i)  .. 

n 

Fonr  avoir  parmi  ces  combinaisons ,  le  nombre  de  celles  dant 
le:iquelles  5  numéros  sont  compris  ,  on  observern  que  si  Ton 
retranche  ces  s  .numéros  de  la  totalité  des  numéros ,  et  que 
Ton  combine  zi— 5à  n— 5  le  reste  m  —  5 ,  le  nombre  de 
ces  combinaisons  sera  le  nombre  cherché  ,  puisqu'en  restituant 
les  ^  numéros  «dans  chacune  de  ces  combinaisons.^  on  aura 
les  combinaisons  n  4,  n  ,  dans  lesquelles  se  trouvent  les  s  itn- 
niéros  :  ce  nombre  est  donc ,  en  changeant  dans  la  formule  d« 
dessus  m  en  m — s  «  et  n  en  n— 5  , 

(m— 5)  (m— 5—1) .  .(tji— H+i) 

i.a (/i— 5)  •••••W^ 

formule  qui  compte  le  nombre  des  cas  favoi^ib.les  à  revenez 
ment  ;  mais  la  première  exprime  le  nombre  de  tous  les  cas 
possibles  :  qu*on  divise  (a)  par  (i)  »  le  quotient  sera 

(m— 5)  (m — .ç— 1) (m — n-f-i").  1  .a. 3 n ^ 

1.2.3..    .(/i — s)m(^m — 1) {m — /i+i)       ' 

I 

en  supprimant  les  facteurs  communs  aux  deux  termes  ,  et  ob- 
servant que  s  est  moindre  que  n ,  on  obtiendra 

n  (n  —  1)  (/i  —  2) (n— 5-f-i) 

m (  7n  —  I )  {m  —  2) {m  —  -^  +  1  ) 

pour  la  probabilité  cherchée  (P'^Princ.  ). 

2°.  En  divisant  la  formule  précédente  par  1.2. 3.. .5  qui  compte 
le  nombre  total  des  arrangemens  de  s  numéros ,  on  aura  la 
probabilité  que  les  s  numéros  sortiront  dans  un  ordre  déter- 
miné entr'eux. 

3".  On  aura  la  probabilité  que  les  s  premiers  numéros  du 
tirage,  seront  ceux  de  la  combinaison  proposée  ,  en  obser- 
vant que  cette  probabilité  revient  à  celle  d'amener  cette  com- 
binaison ,  en  supposant  qu  il  ne  sort  que  s  numéros  à  chaque 
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tirage;  il  faut  donc  supposer  ntiss  dans  la  fonniile  {(récé^ 
dente  qui  devient  alors 

i.a.3 (j— q)(j — i)j 


m  (î»— 1)  (m — a) (771 — ^5+1)* 

4*.  ElnEn ,  on  aura  la  probabilité  que  les  s  numéros  choisis 
sortiront  les  premiers  dans  Un  ordre  déterminé ,  en  divisant  la 
clefnière  fofmule  par  1 .  a ....  ^. 

Le  quotient  de  la  mise ,  divisée  par  la  probabilité  de  gfagner  , 
est  ce  que  la  loterie  doit  rendre  au  joueur  :  l'excédant  de  ce 
quotient  sur  ce  qu'elle  donne ,  est  son  bénéfice.  En  effet  ^  si 
Ton  nomme  p  la  probabilité  du  joueur ,  m  sa  mise  ,  et  x  cq^ 
que  la  loterie  doit  lui  rendre  pour  l'égalité  du  jeu ,  x  -^m 
sera  la  mise  de  la  loterie  ;  car  ayant  reçu  la  mise  m ,  et  ren- 
dant X  au  joueur  ,  elle  ne  met  au  jeu  que  x  —  m  :  or ,  pour 
l'égalité  du  jeu,  l'espérance  mathémathique  de  chaque  joueur 
doit  être  égale  à  sa  crainte  :  son  espérance  est  le  produit  de 
la'  mise  x  —  m  de  son  adversaire  par  la  probabilité  de  l'ob- 
tenir (  Yin*  Princ.  )  :  par  une  conséquence  du  même  principe  > 
ia  crainte  est  le  produit  de  sa  mise  m  par  la  probabilité  1  —/s 
de  la  perte  :  on  a  donc 

p{x^^m)  z=m  (^x  ^^p),    d'où    0?  =  —, 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

On  peut  donc  calculer  les  chances  de  la  loterie  de  France, 
et  en  conclure  9ea  bénéfices.  Cette  loterie  est  composée  de  90 
numéros  dont  cinq  sortent  à  chaque  tirage.  La  probabilité  d'un 

5  1 

extrait  donné ,  est  —  =  -»  :  la  loterie  devrait  donc  ,    pour 

régalité  du  jeu ,  rendre  18  fois  la  mise  :  le  nombre  total  des 
ambes   est  4'^>ob,  et  il  en  sort  dix  à  chaque  tirage  ;  ainsi  la 

probabilité  4e. la  sortie  d'an  ambe  donné,  est  r — ^  \  la  loteriç 

devrait  donc,  pour  un  ambe  sorti ,  rendre  quatre  cents  fois 
et  demie  la  mise  :  on  trouve  pareillement  qu'elle  devrait  rendre 
la  mise  11848  fob  pour  im  terne  *,  5iic68  pour  uii  quàteme , 


Sja  rJomSttA 

•t  4^9i(9«tt  JM»  m  ^fàmB.  Or  m  Mit  fM  k  loMEwfttlia 
â«  bin  CM  «wttigea  «o  joiunr. 

PnAUma  va  I/m  »«f  iMasf' n^MM*  ni^rtMr  X  tsalfi , 
.«■  en  (m  aiM  pcitH  'ou  £i  fotoUtf  »  ci  m  feiiwiA  <■  pm- 
ttlhiUV  Ifoel»  «ûmbndu  ioutts  extraites  sera  pair  ? 

La  nomhra  de*  eu  4»fa  Ict^eU  le  nombre  des  boules  ut 
riûiti,  Mt  éridaniiMiit  x,  poifqiie  chacune  des  bnoles  peut 
étn  attraife  :  Xa  noaibr*  cka  cai  dans  lesquels  celui  de»  boules 
«mUlte,  eft  a\  «t  U  KUtnin  àe»  produits  dilTérem  de  x  lettre* 

4  i  «,  c;a*Jt4Kn ,  ^^^^  :  la  «nbnte  ow4m  iMfMl^ 

on  tin  troii  MBUit  situioiiitiiCQeiprDduitoofftnMQBiPWttnC 


I 


3i3»Q'Ht-^«Kn 


xto. 


l«i  t^BMt  mocewar  dn  'dArtilc^pansiit  cb  U  1, . .-, 

(i-^i)*— ^;  wprfceBfaront  tont  1m  à»  dui  l^i^aUli^ 
mmbr^,  4m  boqlM  amitM ,  nt  nccani'NBUnt  ii«,3.'. . .  ■ 
JDiqa'àj;,ateoiiiéqn«Dmeiit  8*— t  m»  1^  noDalindi  tte  W 
eu  POmIUM-  Z^  iiniHliw'  dii  eu  nlltl£i-  MB  n^flf  {Mn*ïf» 

de  bonlM  eUnîtM  t  Mt,  ^ 

X  -(-  aJ-     ■     +  a.^.4.S *'^**'* 

=  H>  +  0--iCi— !)'  =  ='-. 
M  le  nombre  des   eu  i«lAti&  aux  nombres  pain  da  baulM 
extraites  ,   est 

l       +  Tï^ '^^■ 

la  réunion  de  cea  deux  sommet,  c'eit-à-dire ,  s'^  i  est  le 
nombre  de  tous  les  cas  possibles.  Ainsi  la  probabilité  que  1« 
nombre  de»  boules  extraites ,  sera   ptùr  ,  est  (  I"  Prindpe } 

— ^^    ■  :  et  la 'probabilité  que  ce  nombre  sera  impair .  Mt, 
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d'après  le  xnbne  principe ,  -5 :  il  y  a  donc  de  Tayantage 

à  parier,  avec  égalité  pour  un  nombre  impair  de  boules. 

On  peut  arriver  à' cette  conclusion  sans  calcul.  En  effets  le 
nombre  des  boules  étant  pair ,  ou  de  la  forme  au ,  il  7  a 
dans  ces  an  nombres ,  autant  de  nombres  pairs  que  de  nombres 
impairs  ;  mais  le  nombre  x  étant  impair ,  ou  de  la  forme 
9ii  +  1  >  le  nombre  des  nombres  impairs  est  plus  grand  d'une 
unité  que  celui  des  nombres  pairs  :  ainsi  lorsque  le  nombre 
des  boules  est  quelconque ,  comme  on  le  suppose  dans  l'énoncé^ 
et  quon  peut  les  prendre  toutes ,  il  y  a  plus  à  parier  qu'on  en 
amènera  un  nombre  impair  qu'un  nombre  pair. 

Problème  VUI.  Une  urne  renferme  un  nombre  x  de  boules 
blanehes.,  et  le  même  nombre  de  boules  noires }  on  demande 
la  probabilité  qu*en  tirant  un  nombre  quelconque  pair  de 
boules  I  on  amènera  autant  de  boules  blanches  que  de 
boules  noires ,  tous,  les  nombres  pairs  pouvant  être  également 
amenés? 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  blanche  de 
Tume^  peut  se  combiner  avec  une  boule  noire  ,  est  évidemment 
x.x.  Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  deux  boules  blanches 

peuvent  se  combiner  avec  deux  boules  noires  ^  est  — ^ 

X  ( X  ^^  i'\  ^ 

X  ,  en  observant  que  le  Jiombre  des  combinaisons 

ou  produits    diiFérens  ,   deux  à   deux  ,  de  x  choses  ,    est 

—  On  bx>uvera  de  même  le  nombre  des  cas  danj 

lesquels  trois,  quatre,  etc.  boules  blanches  peuvent  se  comT 
biner  avec  trois ,  quatre  ,  etc.  boules  noires.  Le  nombre  des 
c^as  dans  lesquels  on  amènera  autant  de  boules  blanches  que  d# 
noires,  c'est-à-dire ,  le  nombre  des  cas  favorables,  est  donc 

eVst-à-dire ,  la  tomme  des  carrés  des  termes  du  développe^ 


\ 
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ment  de  (  1  +  O'  V^oixia  l'unité  :  ot  cette  somme  est  cellt 
àes  .termes    indépendans   de    a  dans    le  déyeloppement  dt 

fi  -f-  -  j  (1  4-^)'>  o^  ^*°^  1®  produit 

{,  1  .  x(x — 0      1    ,  x(x — i)(a>— a)      1    .         I 

{,        ,     ,  xCx — i)    ,   .  ,  x(x — ï)(jo—a)       ,  .         l 


mais  comme 


le  terme  cherché  est  le  coefficient  du  terme  mojen ,  c*e8t-4- 
dire ,  du  terme  en  a*  dans  le  développement  de  (  1  +  o;)^  : 
on  trouve  pour  ce  coefficient 


iu:(ar— i)(q3: — a). .  .(flj:— 'x+Q ax  (ax — 1). . . (j>4-i) 

i*a«o**«««<x  i«a«o»a«a •  J? 

•  •Stw*  ••••■•••  ^jC 

l*»^«»J»    ••    •    •    •    •  aX J 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  tirer  de  Turne  autant 

de  boules  blanches  que  de  noires  ^  est  donc 

n 

l     I     •    ^    •  \J    •••■•■••  M'  J 

Cherchons  maintenant  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles. 
Puisqu  on  ne  doit  prendre  les  boules  qu'en  nombre  pair  ,  le 
nombre  cherché  est  la  somme  des  termes  de  rang  impair 
dans  le  développement  du  binôme  (  i  +  1  )**,  moins  le  pre- 
mier terme  :  cette  somme  est 

i  (I  +  0''  +  ïï  (  1  —  1  )''—  1  =  a*'-'—  1  : 

divisant  le  nombre  des  cas  favorables  par  celui  de  tou.s  les 
cas    possibles  ^   on    a  pour   l'expression  de    la  probabilité 
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chercliée; 

—  -  ...  X 


Problème  IX.  On  a  des  urnes  en  nombre  x  +  y^  :  la  pre- 
mière  renferme  p  boules  blanches  et  q  boules  noires }  la 
seconde ,  p'  boules  blanches  et  q[  boules  noires  ;  la  troisième , 
p'  boules  blanches  et  (f  boules  noires ,  et  ainsi- de  suite}  on 
demande  la  probabilité  Ramener  x  boules  blanches  et  xT 
boules  noires^  en  tirant  successivement  une  boule  de  chaque 
urne?' 

Nous  commencerons  par  rechercher  le  nombre  des  cas 
possibles. 

Si  Ton  extrait  nne  boule  de  chacune  des  x+x'  urnes  ^  le 
nombre  de  tous  les  cas  possibles  relatif  à  ce  tirage  y  est  éyi<» 
demment  p  +  9  >  c^  les  boules  qu'on  tire  une  à  une  des 
or  +  jc'  -—  1  urnes  ,  distraction  faite  de  celle  qui  contient  p 
boules  blanches  et  q  botdes  noires ,  peuvent  être  prises  avec 
chacune  des  p  +  q  boules  de  cette  urne  :  au  second  tirage  y 
chacun  des  cas  du  premier,  pouvant  se  combiner  avec  les 
p'  '^  (f  boules  de  la  seconde  urne  ,  on  aura  (P'hq)ip^'hq') 
pour  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  relatifs  aux  deux 
premiers  tirages  :  au  troisième  tirage ,  chacun  de  ces  cas  peut 
se  combiner  avec  les  p"  +  tf  boules  de  la  trobième  urne  ,  ' 
ce  qui  donne  (p  +  q)iff  +  q')  (p*  +'<7')  P«>ar  le  nombre 
des  cas  respectifs  aux  trois  premiers  tirages.  Ce  produit^  pour 
la  totalité  des  urnes,  sera  composé  de  x+x'  facteurs.  Calcu- 
lons le  nombre  des  cas  favorables ,  c'est-à-dire ,  le  nombre 
de  ceux  dans  lesquels  on  peut  extraire  x  boules  blanches 
et  af  boules  noires  :  le  nombre  des^  cas  dans  lesquels  os 
peut  extraire  x  boules  blanches  de  x  urnes  ,  est  évidemment 
p.p' .p" , . .,  le  nombre  de  ces  facteurs  étant  x^  et  le  nombre 
de  ceux  dans  lesquels  on  peut  extraire  £  boules  noires  de  x 

urnes ,  est  q^qf^q" >  le  npmbre  de  ces  facteurs  étant  x'  : 

ainsi  le  nombre  des  cas  favorables  à  l'extraction  de  x  boules 
blanches  et  de  a/  boules  noires  de  x  et  a/  urnes ,  prises  d'uae 

38 
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manière  quelconque ,  sur  les  x  -|-  x',  est  p.pT  .p".  ...q.  q'(f. . . .,' 
produit  dont  le  nombre  des  facteurs  est  x  -|-  j/.  Si  Ton  ob- 
serve .  que  les  X  +  ^  urnes  doivent  être  combinées  x  à  x ,  et 
que  les  urnes  restantes  sont  toutes  les  combinaisons  en  nombre 
X*  9  ces  combinaisons  étant  toujours  iit^  produit»  £fférens,  on 
verra  que ,  pour  avoir  la  totalité'  des  cas  favorables ,  il  faut 
prendre  la  sommé  de  tou^  les  produits  de  la  fbrmep.p^.p' 

q.ç[ ^(f qu'on  peut  faire  avec  p  ^  p^  p*.  • . .  lettre» 

prises  en  nombre  x ,  et  les  q ,  ff^  q" lettres  prises  en 

nombre  x\  en  observant  que  les  lettres  p  y  p\  etc.,  q,  q',  etc. 
sont  en  nombre  x  -|-  x^  :  or  cette  somme  est  celle  de  tous  les 
termes  du  développement  des  x  -f"  ^  factents  (p-Hf)  (p^+^/O 
ip'^q'')»  etc. }  dans  lesquels  la  lettre  p  avec  ou  sans  accent, 
est  répétée  x  fois ,  et  la  lettre  q  avec  ou  sans  dccent ,  est  répétée 
x^fois  (chap.  XXVII). 

Supposons  p'y  p'. . . .  égaux  à  p  et  ^,  q",  etc.  égaux  à  q  : 
le  produit  précédent  deviendra  (p+  ?)***'  :  le  terme  multi-* 
plié  par  p'q!^  dans  le  développement  de  ce  binôme ,  est 

ix  +  a/)ix  +  af—i)....{x+i) 

=^         g — ' r: 5 ^ — ?P  Ç    (A): 

le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  étant  ,  sous  les  m^me* 
hypothèses,  exprimé  par  (p  +  v)***"*'»  ^a  probabilité  d'amener 
X  boules  blanches  et  x'  boules  noires ,  est  donc 

1 .2.5 (x+x')         /_P_\*  /    Ç    V' 

x.2.3» .  ..XX  1.2.3, .  ..x' \p-}-<7/    Kp-f-qJ  ' 

où  — 7 —  est  la  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche  de  Tune 

p-rq 

éts  urnes  ,  et  — 7 —  celle  d*en  tirer  une  noire. 

P  +  <7 
Nous  observerons  qu'il    est    parfaitement   égal  de  tirer  x 

boule^j   blanche»    et  x'  boules  noires  de    x  +  x'  urnes    qui 
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renfennent  chacime.p  boules  blanches  et  q  boidea  noires,  ou 
d'une  seule  de  ces  urnes,  pourru  que  l'on  remette  dans  Fume  la 
boule  extraite  à  diaque  tirage. 

Si  l'on  ax-t*>^'f'^'  urnes  dont  la  première  renferme  p 
boules  blanches»  q  bonks  noires,  r  boules  rouges ,  dont  la 
seconde  renferme  }/  bonks  blanches ,  q'  boules  noires ,  /  boules 
rouges ,  dont  la  troisième  ronfermep^  bdliles  blandbes ,  q"  boulet 
Bœre$ ,  f"  boules  rouges  ,  etc.  ,  et  qu'on  raisonne  comme  on 
Fa  fiât  dans  le  cas  précjédeat,  on  trouvera  soua  le#  hypothèses 
p  z=sf/ :^ p",  atc.  ,q'=z(fz=z,q*'y  etc. ,  r  =s  ï'rsr i^,  etc. ,  pour 
expression  da  la  prob|û)iljité  d'amener  a?  boides  blandbes ,  ccf 
boules  noires ,  ocf^  bouler  rouges ,  en  tirait  sucçei^yement  une 
boule  de  chaque  urne  , 

i.a.5. . . . .(x  +  j/-4"^'') 
1 .12.3.  .••.xXi*9*3*«****^X  i.a.3>*f^ 


^\P+q+r)   {p^q^rj    \p+q  +  r)   » 

Généralement,  pour  un  nombre  a:4*a^-4*^{  ^to.  d'urnes, 
l'expression  de  la  probabilité  d'amener  x  boules  d'une  cou- 
leur ,  af  boules  d'une  seconde  couleur ,  x"  boules  d'une  troi- 
sième  couleur,  oc^  boules  d'une  quatrième  couleur,  etc.,  pétant 
le  nombre  des  boules  de  la  première  couleur,  q  celui  des 
boules  de  la  seconde  ,  r,  ^ ,  etc.  ceux  des  boules  de  la  troi- 
sième ,  de  la  quatrième ,  etc.  couleur ,  sera 

1.^.3 {x  +  x^  +  xf  +  etc.) 

i.a....x  X  i.a j?'  X  i.a x'X,  1.2.....^:^  etc. 

^(     p      Y  ( 2— T  ( ^^— Y' 

\p+q+r+etc./   Vp+^r+etc./    Kp+q+r^^tc./ 

^  (p+ç+r-Htc.)     '    *^' 

Problème  X.    Assigner  la  probabilité  de  tirer  des  urnes 

précédentes  x  boules  blanches  avant  Ramener  soit  x'  boires 

noires,  soit  x'  boules  rouges ,  etc.  ? 

38.  • 
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Le  nombre  des  couleurs  étant  n ,  il  &ut  que  là  condStitifli 
soit  remplie,  au  plus  tard,  après  x+^  +  ^+etc:— n+i 
tirages  :  en  effet,  le  nombre  total  des  boules  blancbes  extraites , 
étant  égal  ou  moindre  que  x  ,  celui  des  boules  noires  extraites, 
moindre  qye  x' ,  celui  des  boules  rouges  extraites ,  moindi^ 
que  x",  etc. ,  le  nombre  total  des  boules  extraites ,  est  égal 
ou  moindre  que  X'+'X^+  x*+  etc.  — »-|-  i  ;  et  conséqaem- 
ment ,  d'après  l'énoncé ,  le  nombre  des  tirages  ne  doit  pas 
excéder  x  +  af  +  x^+  etc. —  n  +  ^  •  on  peut  donc  réduire 
le  nombre  des  urnes  à  x+a/H-a/'+etc.— n+  i. 

Pour  avoir  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  amener 
X  boules  blanches  au  (oj-f'O^""'  tirage,  il  faut  déterminer 
tous  les  cas  dans  lesquels  x»- 1  boules  blanches  sefont  sorties 
au  tirage  x  +  i  —  i  :  à  cet  effet,  il  faudra ,  dans  la  formule 
(A) ,  changer  x  en  a:  -—  i  ,  a/  en  x'  +  x*  +  a:*  +  etc  =  i, 
q  enq  +  r+s  ^  etc. ,  conséquemment ,  x+  a/  en  x  -f-  i  —  i  ; 
car  il  est  clair  que>  dans  l'hypothèse  actuelle,  la  totalité  des 
cas  favorables ,  ^st  la  somme  des  termes  du  développement  de 

ip+q  +  r+  etc.)*~*^j  dans  lesquels  la  lettre  p  est  répétée 

a:  —  1  fois.. 

Mais  l'urne  x  +  /  contenant  aussi  p  boules  blanches ,  le 
nombre  des  cas  favorables ,  au  (x  +  0'^"*'  tirage  ,  sera  donné 
par  le  produit  de  la  formule  précédente  par  p  ,  produit 
qui  sera 

1.2.3 (x  +  z— 0  -.      .        . 

5 ? Vtt ^ '  p' (^  +  ^+  etc.  )* 

i.a.3 (x— i)xi.2.3 i^   v-r    1       ï  j> 

et  qu'il  faut  encore  multiplier  par  le  nombre  de-4ous  les  cas 
favorables  relatifs  aux  autres  tirages  en  nombre  x'+x^-f-  etc. 
—  n  —  i  +  1 ,  qui ,  avec  x  +  i ,  fait  en  effet  le  nombre  total 
x+  x^+x"+etc.  — 71  +1  des  tirages  et  des  urnes  :  si  Ton 
observe  que  ,  par  rapport  aux  derniers  tirages  en  nombre 
x'  +  x*  +  etc.  —  71  —  i  -f"  1  >  le  nombre  des  favorables  est 
le  même  que  celui  des  cas  possibles,  puisqu'on  a  déjà  la  pro- 
babilité d'amener  dan»  les  tirages  qui  précèdent  ceux-ci  ^  x 
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bonles  blancliés ,  avant  d'amener  ,  soit  a/  boules  noires , 
soit ,  etc.  ,  on  conclura  que  ce  nombre  de  cas  favorables , 
étant  (p  -(.  <7  -(.  r+  etc.)*''^"'-*^''--»-'^',  on  aura 

i.fl.3 (x  +  i— 1)  _^ 

i.a.S (x  —  i)X  i.a i 

X  (fl  +  r+  etc.  y  (p  + g  +  r  +  etc. )"'^'''^''-"""'+* 

pour  le  n6mbre  des  cas  dans  lesquels  Tévénement  peut  arriver 
précisément  au  tirage  x-j-  /.  Il  faut  cependant  en  exclure  les 
cas  dans  lesquels  q  est  élevé  à  la  puissance  af,  ceux  dans 
lesquels  r  est  élevé  à  la  puissance  x",  etc.  ;  car ,  dans  tpus  ces 
cà3  y  on  aurait  amené .  soit  af  boules  noires ,  soit  x"  boules 
xouget ,'  etc.  avant  d'amener  x  boules  blanches.  Ainsi ,  dan» 
le  développement  du  binôme  {q  +  r^^  etc.)',  il  ne  faut  avoir 
égard  qu'aux  termes  multipliés  par  qf.r^\  s^" .  etc« ,  dans  lesquels 
f  est  moindre  que  sf^  f  moindre  que  xf^  f  moindre  que 
x**,  etc.  Le  terme  multiplié  par  q^  .r^\sf' ,  etc.  dans  ce  déve* 
loppement ,  est  (  chap.  XXYII  ) 

i.a.5. .../x  i^fl.5^.../'  X  i.a.5..../'  etc.* 

Ainsi  en  observant  que  i^=/+ /*'+/*  + etc.,  les  termes 
i  considérer  dans  la  formule  précédente ,  sont 

i,a.3....(j>— 1)><:  i.fl.3..../x  i.fl.3..../'Xi.a.5..../*etci 
X  p'^.r^sf  .etc.  (p-flç+r+etc.)*'-^-*^»^— /-/'-«*—»+». 

£a  donnant,  dans  cette  dernière  formule ,  à/ toutes  les  valeurs 
entières  depuis  /=  o  jusqu'à  /==  a/  —  1 ,  k  f  toutes  les 
valeurs  depuis/'  =  o  jusqu'à^  =  a/'—  i ,  et  ainsi  de  suite  > 
la  somme  de  tous  ces  termes  comptera  le  nombre  de  tous  les 
cas  dans  lesquels  l'événement  en  question  peut  arriver  dans 
x+jZ+etc  — n-f*  I  tirages  :  il  faut  diviser  cette  soknme 
par  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles ,  c'est-à-dire.^  par 
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(p  ^  (^  ^  r  +  cte.)'**'"^'""""*",  et  on  a  le  quottanf 

i.fl.5 (x+/4-/^+gtc, -— i) 

1.3.3 (a>— OX  i.a.3.  .../X  i.^.S..../' 


Si  Von  désigne  par  p'  là  {)robabnité  de  tirer  une  boule 
blanche  d'une  quelconq[ue  des  urnes  ,  pbr  </*  cëne  d'en  firar 
une  boule  noire ,  par  /  celle  d'en  tirer  une  boule  rcvige ,  etc;, 
on  aura 

w  = E ,  ^-=        ■?  , ,ys±: I-r— ; 

P+^+r+etc.  *  ^      p+ç+r-f  etc.  '         ;>4^4r-4-«te.  * 

d'où 

P'=p''(P  +  <7+r4-etc.)',  9^=^^(p+9+M-ete.)f. 
r/'=r -^  (p  +9  +  ''+  etc./',      eto. 

Ainsi  la  foiteille  préeédeiite  dèyieiit 

1.2.3 (x +/+/"  + etc.— i)        •.    tf  .>^     _ 

-- — â| TT — ^  .^/  ^^    >^ ^P^-<f^-»^,  etc. 

i.a.3....(x — i)  X  1.3.  ..j  X  i.fl. .  w.j 


La  somme  des  termes  que  Ton  obtiendra  >  en  donnant  à  f 
toutes  les  valeurs  depuis /"zrro  jusqu'à y=  a/ —  i ,  kf  toutes 

les  valeurs  depuis  f  •=  o  jusqu'à  y  =  x"  —  i  ,  etc.  sera 
la  probabilité  d'amener  a;  boules  blanches  avant  x'  boules 
noires ,  ou  x"  boules  rouges ,  ou  etc. 

Problème  XI.  Deux  joueurs  dont  chacun  possède  un  nombre 
connu  de  jetons ,  et  dont  les  adresses  respectives  sont  m  et  n  , 
conviennent  de  ne  quitter  le  jeu  que  lorsque  Pun  d^eux  aura 
gatrné  tous  les  jetons  de  P autre;  à  chaque  partie,  le  perdant 
donne  un  jeton  au  gagnant  :  on  demande  quelle  est  f  espé- 
rance de  chaque  joueur  ? 

Nous  ferons  précéder  la  solution  de  cette  question  ,  d'un  prin- 
cipe dont  la  connaissance  est  indispensable  et  <jui  rentre  dans 
le  dixième. 

Lorsque  de  deux  chances  données ,  une  doit  nécessairement 
arriver,  que  la  première  promet  à  un  joueur  une  certaine 
somme ,  un  certain  droit  ;  que  la  seconde  promet  au  même 
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joaeur,  une  autre  somme  on  un  autre  droit  1  et  que  ces  detfx 
chances  ne  sont  pas  également  probables  y  la  somme  ou  le 
droit  que  le  joueur  doit  raisonnablement  attendre ,  en  vertu 
des  deux  chances  données ,  équivaut  à  la  somme  ou  au  droit 
qu'a{iporterait  la  premièce  chance  multipliée  par  sa  probabilité, 
plus  la  somme  ou  le  droit  qu'apporterait  la  aeocôde  chance 
jnukipUée  aussi  par  sa  prcd>abilité. 

.  En  effets  siqiposans  «  i"*.  qu'il  y  ait  dans  une  bourse  deux 
billets  ,  Tun  de  six  francs ,  l'autre  de  douze  francs  ,  et  qu'un 
joueur  ait  actuellement  Je  droit  de  prendre,  au  hasard  ,  l'un 
de  ces  deux  billets  :  les  probi^ilités  étant  égales  ,  et  exprimées 
l'une  et  l'autre  par  {,  le  droit  oréel  du  premier  joueur  équi-^ 
vaut  i 

Supposons ,  a^.  qu'il  y  ait  dans  une  bourse  trois  billets , 
savoir,  deux  de  la  francs  et  un  de  6  francs,  et  qu'un  joueur 
ait  le  droit  de  prendre  au  hasard  un  de  ces  trois  billets ,  la 
probabilité  qu'il  tirera  un  des  deux  billets  de  la  ^:auos,  étant 
exprimée  par  | ,  et  la  probabilité  qu'il  tirera  celui  de  Sfrancs  , 
étant  exprimée  par  j ,  la  somme  à  laqudUe  il  doit  raSsonna-» 
blement  prétendre ,  sera 

la^  X  f  +  6'  X  i  =?:  10'. 

Supposons ,  3^.  qu'il  v  ait  dans  une  bourse  quatre  billets 
dont  un  donne  droit  de  prendre  au  hasard ,  un  des  billets  de 
la  bourse  du  premier  exemple ,  et  dont  chacun  des  trois  autres 
donne  droit  de  prendre  au  hasard ,  un  des  billets  de  la  bourse 
du  second  exemple  :  l'espérance  du  joueur  qui  aura  le  droit 
de  prendre  au  hasard,  un  de  ces.  quatre  billets  ,  sera 

j'  X  i  +  K>^  X  i  «  9'ï75- 

i 

Passons  à  la  solution  de  la  question. 
,  Soient  A  et  B  les  deux  joueurs ,  et  convenons ,  en  géné^ 
rai ,  de  désigner  par  Ap,  B^  leurs  états  respectifs,  lorsque  le 
premier  aura  p  jetons ,  et  le  second  q  :  supposons ,  par  exeniple, 
que  le  premier  ait  deux  fois  pltto  d'adresse^e  'le  second ,  'en- 
torts  qtt'à.Ql|aqae  partie,  11  7  ak  deux  à  paner -contre  un  qu'il 
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gagnera  :  alors  leurs  probabilités  respectiyea  de  gagner  ime 
partie  quelconque-,  seront  f  et  ^ ,  puisque  sur  trois  parties  , 
le  premier  a  la  chance  d*en  gagn»  a  ,  et  le  second  la  chance 
d'en  gagner  une.  Donnons  enfin  un  jeton  à  A  /  et  quatre  à  B  ^ 
ce  que  nous  exprimerons  par  A,  et  B4.  Les  conditions  du  jeu 
étant  telles  de  l'énoncé  du  problème  ,  proposons-^ious  de 
trouver  ^  sous  ces  données  particulières ,  le  droit  des  deux 
joueurs  sur  l'enjeu  commun  ,  ou  leurs  espérances  matliémati-* 
quement  calculées. 

Soient  désignées  respectivement  par  'xi,  x^^oc^i  x^  les  espé-* 
rances  du  joueur  A  dans  les  hypothèses  successives  A,  et  B^,  A» 
et  B3 ,  As  et  Bi ,  A4  çt  B, ,  d'après  quoi  on  aura  jCo-=o,  ars=i. 

Il  est  évident  que ,  suivant  que  A  gagnera  la  première  partie 
ou  qu'il  la  perdra ,  il  aura  2  ou  a  jetons ,  et  son  espérance 
deviendra  x^  ou  rte  =  o  ;  que  s'il  la  gagne ,  suivant  qu'il 
gagnera  ou  qu'il  perdra  la  seconde ,  son  espérance  deviendra 
X3  ou  X|  >  et  ainsi  de  suite  :  puis  donc  que  les  probabilités  qu'il 
a  de  gagner  ou  de  perdre  chaque  partie  y  sont  respectivement 
•|  et  j-,  on  aura ,  en  observant  qu'on  rentre  ici  dans  le  troisième 
des  troi«  cas  ci-dessus , 

Xi   —  g  Xa  -^  §  ^*  * 

X»   —   5  Xj  -f-  =  X|  , 

_  a        ,1 

Xs  — —  5  X4  -f-  ^  X«  , 

^i  =  5  -^5  +  5  xi  ; 

comme  les  inconnues  sont  en  même  nombre  que  les  équations^ 
on  pourra  les  évaluer ,  et  conséquemment  aussi  on  pourra  assi- 
gner à  chaque  partie  y  les  espérances  respectives  de  chacun  des 
joueurs. 

Or  en  désignant  par  y^y  y%y  y^y  y^  les  espérances  du 
joueur  B  dans  les  hypothèses  A,  et  B4 ,  A^  et  B3 ,  A3  et  B»  , 
A4  et  B, ,  enso^e  que  x,  et  ^^4 ,  a;^,  et  ^3 ,  X3  et  y, ,  x^  et  y 
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soient  le«  espérances  correspondantes  ,  et  obsenrant  que  la 
«omme  des  espérances  des  deux  joueurs,  est  égale  à  Tunîté^ 
pubque  ces  espérances  sont  respectivement  |  et  5,  on  aura 

A     p  _  '^  ^5 

^^^i'^i ^i  —  37  J      ^^^^  ^* 

l^s»^* ^^  "^  3i  *     «y*  ~  37  ' 

Généralisons  ,  et  soit  5  le  nombre  total  des  jetons  des  deux 
joueurs  :  considérons  les  états  successifs 

A,  et  B,_i ,      A»  et  B/_»  ,      A3  et  B,_3 

Ag^js  et  B3 ,      Ai_^  et  B^  ,      A,.,  et  B, , 

et  désignons  respectivement  par  x^,  x^ ,  Xs . . .  Xt^,  Xf_a ,  Xt^ , 
les  espérances  de  A  qui  leur  répondent  :  si  m  et  n  représentent 
toujours  les  adresses  respectives  des  deux  joueurs ,  ]a  proba* 

bilité  que   A   gagnera  une  partie  quelconque ,  sera       ,      , 

tandis  que  la  probabilité  qu*il  la  perdra ,  sera  — --r-  :  en 

raisonnant  donc  ,  comme  ci-dessus ,  on  obtiendra  cette  série 

d*équation8 , 

n 

n 


SOi 

= 

m 

m+n 

x^ 

=i= 

m 

m+n 

*rm 

^^^^ 

m 

I        Xfi , 


^4  + 


n 


m-f-n  m-pn 


'»* 


m  ^       n 
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m            .        n 
— 7—  ^s  H X 

où  x,  =  1  y  €t  ces  équations  seront  encore  en  mâme  nombre 
que  les  inconxuies  qu'elles  renferment. 

Si  maintenant  on  suf^ose  suocessiyevent  s^=zsXf"=zZ, 
=  4  >  ^^^'  >  co  m^  réduira  aussi  à  â ,  3  ,  4  >  ^^c-  »  1<^  nombre 
des  équations^  on  trouvera  >  d'aprôsla  dernière  formule,  pour 
deux  jetons  > 

pour  trois  jetons ,  d'après  les  deux  dernières  formules , 

771^ m^(77i— n) 


Jpf 


m*  +  mn  +  »*  to? —  n 


^ 


pour  quatre  jetons ,  d'après  les  trois  dernières  formules , 


771 


s  «.1 


771"'  (77V— 7l) 


'  *~  m^+7n»/i4- wi'i^+w^  77J*— 71*     * 

771*  (m+7l)  771^  (m^—  71^) 

*         77l^+77l'*7r+  ^'l'+l^  771^ 71^        * 

771  (77l*+77l7l+7l')      771  (tTI^ ïl^ 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  ces  résultats  est  manifeste  ,  et  on  en  conclut  faci- 
lement que  Xp ,  y^i  désignant  respectivement  les  espérances 
de  A  et  B  qui  répondent  à  l'état  Ap ,  B, ,  on  doit  avoir  géné- 
ralement, à  cause  de  Xp4- j'^  =  i , 

771^  (ZTI^ 7lA>)  __  n?  (77l«—  71^) 

"^''"~77l/^  — /if-H  *  y^  ~"  771/^—  nJ^  ' 

Il  faudra  seulement  avoir  l'attention ,  dans  le  cas  particulier 
de  771  =  71 ,  de  délivrer  ces  formules  du  facteur  771  —  n  qui 
affecte  les  deux  termes. 


ALGÉBRIQUE.  6b3 

Supposons  que  le  joueur  A  ait  six  jetons  »  et  que  le  joueur 
B  en  ait  quatre  :  il  faudra  faire  p  =  6 ,  g  =  4  >  ^^  deux  for- 
mules précédentes  deviendront 

m^  (m*—  B*  )  Ti*  (  m*—  n^) 

Si  l'on  suppose ,  en  outre ,  que  Fadresse  de  A  soit  double 
de  celle  de  B  ^  ce  qui  donnera  m=â^m=i»il  Tiendra 


X, 


_  flN(a6,,.j)  _  1D06  _  S^ 
3^—1  i5  fi 


les  espérances  respectives  de  A  et  B  seront  donc  dans  le  nqn 
port  de  336  â  5. 

En  délivrant  les  valeurs  de  Xp,  y^  du  facteur  m-^n  can^ 
mun  aux  deux  tennes  >  et  posant  ensuite  m  =:  n  ^  ces  valeur» 
deviennenk^  après  Ids  réductions  y 
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Ainsi  lorsque  deux  joueurs  sont  d*égale  adresse ,  leurs  espé^ 
ranoes  respectives  sont  dans  le  rapport  du  nombre  de  leurs 
jetons ,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

Mais  il  n*est  pas  réciproquement  vrai  que  lonqoe  les  jetons 
sont  également  répartis  entre  les  deux  joueurs ,  les  espérances 
soient  proportioanelles  à  leurs  adresses  respectives.  'En  eflet , 
pour  q  szp  y  on  trouve 


X»  ss 


7n^  h^ 


d*où  Von  conclut  que  leurs  ^pérances  sont  dans  le  rapport  d» 
7nf  à  nf',  lequel  ne  devient  celui  de.  m  k  n  que  dans  le  cas 
particulier  de  p  =  i . 

Plus  le  nombre  m  est  grand  par  rapport  â  ti  ,  et  p  par 
rapport  à  q,  plus  la  valeur  de  Jtf  appiocbe  de  l'unité  j^  et 
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cooséqnemment^plnsrespérance  du  premier  jcTuenr  approche 
de  ]a  certitude. 

Les  résultats  auxquels  on  vient  de  parvenir,  servent  â 
résoudre  non-senlemeut  la  question  proposée ,  mais  encore  les 
deux  suivantes.  • 

Problème  XII.  i*.  Quelles  doivent  être  les  adresses  respec^ 
tives  de  deux  joueurs,  pour  qu'en  leur  distribuant  tpt  nomhre 
donné  de  jetons  dune  manière  déterminée ,  leurs  espérances 
respectives  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés? 

Problème  XHI.  a^.  Les  adresses  respectives  de  deux  joueurs 
étant  connues  ,  de  quelle  manière  faut-il  répartir  eni/eux 
un  nombre  donné  de  jetons ,  pour  que  leurs  espérances  res- 
pectives soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés? 

Nous  donnerons  un  seul  exemple  de  chacune  de  ces  deux 
questions. 

1^.  On  donne  4  jetons  à  A  et  a  à  B;  quelles  doivent  être 
les  adresses  respectives  de  A  et.B,  pour  que  l'espéFanoe'  de 
A  soit  à  celle  de  B  dans  le  rapport  de  85o  à  81  ? 

Faisons  Xp  =  X,  J'^=  Y  :  on  aura  donc 

X:  Y::  85o:  81 ,     d'où     X:  1  ::85o  :85o  +  8x, 

à  cause  de  X+  Y  =  i ,  et  conséquemment  X=:  -=-  :  on  a 
de  plus 

donc 

chassant  les  dénominateurs  ,  transposant ,  réduisant  et  divisant 
par  n*,  on  obtient 


«■(=)+»■©■- «5» =- 


cette  équation  résolue  donne 

--8idb55i 
1612 


©■= 


ALGÉBRIQUE.  £oS 


rejetant   la   racine    négative   qui  rendrait  —  imaginaire,  oa 


\n/        9   '  n        3  ' 

donc  Tadresse  de  A  doit  être  à  celle  de  B  dans  le  rapport 
de  5  à  3. 

*     fl^.  L'adresse  de  A  étant  a  celle  de  B  dans  le  rapport  d« 
3  à  a ,  de  quelle  manière  fout-il  répartir  5  jetons ,  pour  qu« 
leurs  espérances  soit  dans  le  rapport  de  1 35  à  76  ? 
On  a 

x:y::i35:7G,    tfoù    x=  J^  ^; 

^  i35+7o' 

m  z=z  3 ,    n  :=  u  ,    p  +  q  :=  5  ,      ff  où  .  ^  =  5  —  p  ; 
donc 

i35_  mf(my-^Jt^)_  3^-f(3^— flF)_  gft— g^xS^^^ 
âii         m^— iif^  3*— ^a^       ""  âii 

on  tire  de  là 

» 

cToà 

donc 

p  =  a  ,     .fl  =  3: 

il  faut  donc  donner  a  jetons  à  A  et  3  à  B. 

Problème  XIV .  Soient  deux  joueurs  A  et  B  dont  les  adresses 
respectives  sont  m  et  n,  et  dont  le  premier  ait  p  jetons  et  le  5e- 
cond  q  jetons  ;  supposons  qiià  chaque  coup  celui  qui  perd  donne 
un  jeton  à  son  adversaire ,  et  que  la  partie  nejinisse  que  lorsque 
Tun  des  joueurs  aura  perdu  tous  ses  jetoHs  ;  on  demande  la  pro^ 
babiUté  que  tun  des  joueurs ,  A ,  par  exemple ,  gagnera  la  partie 
avant  ou  au  r'""'  coup  ? 


(ï)'=i=(S)'' 
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M.  Lqplaee  r&out  ce  problème  qui  a  quelqa'aïuilogîe  «ma 
le  précédent^  par  le  procédé  suivant  qui  est  en  quelque  sorte 
mécanique. 

Supposons  q  égal  ou  moindre  que  p ,  et  considérons  le  dé- 
veloppement du  binôme  (^m'\-ny  iXe  premier  terme  mf  de  ce 
développement  4  sera  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  aa 
coup  7(111*  Prin.)  ;  on  retranchera  ce  terme  du  développemoity 
et  l'on  en  retranchera  pareillement  le  dernier  terma  nf,  ai  f  =Pi 
parce  qu'alors  nf  exprime  la  probabilité  de  B  pour  gagner  k 
partie  au  coup  q.  Ensuite  on  multipliera  le  reste  par  m+fir 
le  premier  terme  de  ce  produit  aura  pour  facteur  m^n  ;  et  comme 
l'exposant  </  de  m  ne  surpasse  que  de  9  —  1  l'exposant  de  n , 
il  en  résulte  que  la  partie  ne  peut  pas  être  gagnée  au  coup 
q^  y  par  le  joueur  A^  ce  qui  est  visible,  d'ailleurs;  car  B 
ayant  gagné  un  jeton  dans  les  q  premiers  coups ,  et  se  trouvant 
conséquemment  avoir,  au  moins ,  deux  jetons  après  q  coups, 
le  joueur  A  ne  peut  gagner  la  partie  qu'en  </  +  a  coups,  filais 
si  p=r<^-(-i,  auquel  cas  on  n'a  pas  du  précédemment,  retran- 
cher le  dernier  terme  n*  du  développement ,  on  retranchera  du 
produit  son  dernier  terme  n**^'  qui  exprime  la  psobabilité  du 
joueur  B  pour  ga^er  la  partie  au  coup  </  4~  ^  •  ^^  multî^ 
pliera  de  nouveau  ce  second  reste  par  m-(-/t;  le  premier 
ternie  de  ce  produit  aura  pour  facteur  m'^'^^n  ;  et  comme  l'ex- 
posant de  m  y  surpasse  de  q  celui  de  n ,  ce  terme  exprimera  la 
probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  au  coup  7  -f-  a  :  on 
retranchera  ce  premier  terme  et  le  dernier  ,  si  l'exposant  de  n 
y  surpasse  de  p  celui  de  m.  On  multipliera  de  nouveau  ce 
troisième  reste  par  th+ti  ,  et  Ton  continuera  ces  multiplicadons 
jusqu'au  nombre  de  fois  r —  ç ,  en  retranchant  à  chaque  mul- 
tiplication ,  le  premier  terme ,  si  l'exposant  de  m  y  surpasse  de 
q  celui  de  /i ,  et  le  dernier  terme ,  si  l'exposant  de  n  y  surpasse 
de  p  celui  de  m.  Cela  posé,  la  somme  des  premiers  termes 
ainsi  retranchés  ,  sera  Ja  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie 
avant  ou  au  coup  r,  et  la  somme  des  derniers  termes  sera  la 
probabilité  semblable  relative  au  joueur  B. 

Problème  XV.    Une  personne  essaie  -de  faire  une  chost^ , 
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par  exemple  >  tf  amener  un  six  avec  un  dé ,  ou  un  sonnei 
avec  deux  dés  y  ou  carte  blanche  au  piquet  y  etc,  ;  cependant 
si  elle  ne  réussit  pas  au  premier  coup  ,  elle  a  la  faculté  tPen 
foire  un  second ,  un  troisième ,  un  quatrième ,  etc.  :  on  demande 
en  combien  de  coups  elle  peut  parier  à  but  défaire  la  chose? 

Si  l'oq  eixprime  par  x  Tespérance  de  Pierre ,  lorsqcr^ayant 
manqué  à  gagner  dn  premier  coup ,  il  va  jouer  son  second 
coup  ;  par  y  son  espérance ,  lorsqu'ayant  manqué  le  second, 
coup ,  il  ya  jouer  le  troisième ,  etc. ,  et  que  Ton  désigne  par 
p  le  nombre  des  cas  fatorables  à  Pierre ,  et  par  q  le  nondnre 
des  cas  contraires ,  et  que  Ton  fasse  p  -f-  9  =  m  :  la  probabi^ 

lité  en  faveur  de   Pierre ,  sera  ~  >  et  la  probabilité  contre 

m 

aéra  ^.  Soit  S  Tespérance  de  Pierre  en  commençant  la  pre- 
m 

miàre  partie  :  il  est  clair  que  la  probabilité  de  la  perdre  ou 
de  faire  un  second  coup  ,  sera,  ^,  et  que  son  droit  à  Tes- 

pérance  x  de  gagner  la  seconde  partie  ,  sera  -^  x  :  on  aura 

donc  (Vm«Princ.) 

S  =  £.  -|.  5.  X  2 
m        m 

on  trouvera  de  même , 


X 


-E.4.5.V 

•^       m  '    m 
etc. 
«t  conséquemment  n 

m  '    m"    '    TU"  '    m' 


S=£+Pl  +  eSL'  +  Ç^  +  etc. 


On  conclura  donc  que  Pierre  peut  parier  ,  bat  à  but^  de^. 
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faire  la  choie    ta    autant  de   coups  qu'il  £aut  employer  i« 

termes  de  cette  suite  pour  avoir  S  t=  i, 

La  somme  de  cette  suite  infuiie  est  toujours  égale  à  ramté  ; 
car  s'il  y  a  quelque  possibilité  que  Pierre  gagne  au  pi«m»r 
coup  j  il  y  a  cerlilude  qu'il  gagnera  aprèi  un  nombre  inËoi 
de  coups.  Cette  certitude  est  reprfcentée  par  l'unité  ,  et  ea 
effet,  la  suite  précédente  est  le  développement  de  la  fraction 

— - — ,  qui,  pour  la  valeur  ni=p  +  q,  devient  l'iinité, 

Maintenant  si  l'on  veut  trouver  en  combien  de  coups  on 
peut  parier  à  but  de  faire  une  choiie  ,  sous  des  valeurs  doiH 
nées  pour  p  et  17,  il  faudra  sommer  un  nombre  n  des  premien 
termes  de  cette  série,  poser  cette  somme  =  j  ,  et  déduire  da 
là  la  valeur  de  n. 

On  peut ,  par  exemple,  rechercher  ,  1°.  en  combien  de  Coup» 
on  peut  parier  d'amener  six  avec  un  dé ,  auquel  cas ,  on  aura 
mr3:6,(j=5,p  =  i  ;  a*,  en  combien  de  coups  on  peut  parier 
d'amener  s  orniez  avec  deux  dés,  ce  qui  donne  m:=3S,  (j^35, 

p'^i.  Ainsi  la  probabilité  de  cet  événement  est  ^  au  premitc 

I    ,      35  ,  »    ,      35      ,     35.35 

•^P*36+3Og*'^'^'''''=°"P'3ë  +  3ff:^  +  30636* 
etc.  au  trobième  coup  ,  etc.  Ces  diFTérentes  sommes  de  pro- 
habilités  ne  peuvent  jamais  devenir  égales  à  l'unité ,  mais  elles 
en  approchent  de  plus  en  pltu  ,  de  manière  à  n'en  dilférer  que 
d'ime  quantité  mobdre  que  toute  fraction  donnée.  Un  homme 
est  donc  moralement  certain  d'amener  un  certain  coup  en 
jouant  tonte  sa  vie  an  trictrac  ,  certitude  morale  qu'il  ne 
faut  cependant  pas  confondre  avec  la  certitude  absolue  qui 
résulterait  d'une  démonstration  rigoureuse  ,  distioctioa  esseif 
tielle  et  qu'il  ne  faut  pas  perdre  de  vue.  ^.  D'ainea«-  cartes 
blanches  au  piquet,  cas^  pour  lequel  on  a 

m  =:  57895G ,      If  =  678633  ,      p  =  3a3  : 
C^  on'' trouvera  aisément  qne  sur  le  nombre  935733840  qui 
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exprime  en  combien  de  manières  on  peut  prendre  12  cartes 
sur  3a ,  il  y  «n  a  1  a5g70  de  tirer  1  a  cartes  blanches  ,  ce  qui 
donne  pour  probabilité  d'amener  12  cartes  blanches  au  piquet 

—  g.  o .  =g  o  g/»)  ensorte  qu'il  y  aurait  de  l'avantage  à 
336792840      078956  1       ^  o 

parier  l  Contre  i792>  et  dû  désavantage  à  parier  1  contre  1791. 

Problème  XYI.  Pierre  >  Paul  »  Jacques  et  Jean  jouent  av&: 
un  dé,  à  qui  amènera  le  plus  tôt  un  as  ;  comme  ils  jouent  dans 
r ordre  où  ils  sont  nommés  ,  savoir ,  Pierre  le  premier ,  Paul  le 
second  y  et  ai^i  de  suite,  et  que  les  premiers  auraient  de 
t  avantage  ,  si  chaque  joueur  jouait  un  égal  nombre  de  coups; 
on  demande  combien  les  derniers  en  doivent  jouer  de  plus  que 
les  premiers ,  pour  compenser  t avantage  de  la  priorité? 

Soient  n  le  nombre  de  coups  que  Pierfe  doit' jouer >  p  lé 
nombre  des  cas  Favorables ,  q  le  nombre  des  cas  contraires  : 
soient  X)  y^  z,  etc.  le  nombre  de  Coups  que  doit  jouer  chacun 
des  autres  joueurs. 

Dans  le  cas  d'un  dé  ,  on  a  p=  1 ,  çt=5»  La  probabilité 

de  Pierre  pour  gagner  au  premier  coup ,  sera  g  ;  pour  gagner 

1       5  5* 

au  second  coup ,  elle  sera  (  ProbL  XV)i  -x  +  55=  1  "" fiî» 

pour  gagner  au  trobième  coup ,  elle  sera 

1  ,  5  ^  5»      1,5/1   ,  5\      1,5/       5*\  5' 

Énsorte  que  n  étant  le  nombre  de  coups  que  Pierre  doit  jouer, 

*    5* 
la  probabilité  de  gagner  sera  1  —  ^. 

Cherchons  le  sort  du  second  joUeur.   Pierre  n'ayant ,  par 

exemple ,  qu'un  coup  à  jouer,  auquel  cas  n=i ,  la  jH-obabilité 

5 
en  faveur  de  Paul^  est  g  ;  et  comme  d'ailleurs  Paul  doit  jouer 

je  coups  qui  lui  donnent  la  probabilité  1  — 7-^  d'après  ce 

o*  / 

qu*on  a  vu  plus  haut,  la  probabilité  cherchée  sera  le  produit 
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Art  âÉttt,  c^ttt^iHaife»  ^  —  g;;^.  Lon^  ïî«!ti>.  fode  ^«^ 

un  coiip«  éltnt  k  préoédeato .  apntt  le  aaiOlri  mnp  tf|»  «i 
M  gi  c'êst-A^din ,  ^^n;|^^  et  eprftf  ii  ooàpe»  dk 


riim ,  Sa  «u»  cède  itpùmm 

d^oA  Vdll  Iké  lUHoaiénl  Ja  Tilenr  âe  x,  en  pràiant  let  Ick 

Ptar  iVtiir  k  iNiléur  de  y»  il  n*^  m  tfffl  tnbtâotf  dm 
rtrgpimrihn  |;**-B|3f  ponr^k  •onmédéi  CMpede  Pkm 

et  de  Panl^  G^est-àp-dire»  »  ploB  k  valrar.  de  x  dUkiat»  de  k 
ptkMtUtbiiftÊXibû,  i^eftij^taoer  xpttry  etégakrle.résnîtatà 

i?^M4  On  ttonte^  ds  kfoéiiM  toàfei£re 

Problènm  ]^tVII.  Etant  donné  un  nombre  quelcowjne  de  jetons 
nyant  chacun  deux  faces ,  tune  bianche  et  taisire  nom  ; 
on  propose  de  trouver  toutes  les  combinaisons  de  faces  blanches 
et  noires  qiion  peut  amener  en  les  jetant  au  hasard? 

Pour  simplifier  ,  supposons  quatre  jetons  qui  porteront  con- 
•équemm^it  quatre  faces  blanches  et  quatre  faces  noires  :  il 
est  clair  que  la  question  revient  àeompter  les  produits  diffe- 
rens  un  i  un ,  deux  à  deux^  trois  à  trois ,  quatre  à  quatre 
qu'on  peut  faire  avec  quatre  choses.  Si  donc  on  désigne  k  face 
blandie  par'a^  et  k  face  noire  par  b,  et  qu'on  face  le  dévelop- 
pement de  (a-^  &)S  ^  V^  donne 

ia  +  by  =  a^+  4a'b  +  6a*  +  4aA'  +  *♦  ; 

on  conclura  ,  i^,  de  chacun  des  termes  a^  et  b^,  qu'il  n'y  a 
qu'une  maniàne  d'ameuer  quacrt  &ci6  blanches ,  et  qu'une 
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xuar4ière  cl*amener  quatre  facea  noires  ;  â^  du  terme  J^^b^  qu'il 
y  a  quatre  manières  d'amener  trois  faces  blanches  et  un« 
Doire  ;  3^.  du  terme  /^ab^ ,  qu'il  y  a  aussi  quatre  manières 
d'amener  une  face  blanche  et  trois  noires  ;  4^.  enfin  du  terme 
6a^b*,  qu'il  y  a  six  manières  d'amener  deul  faces  blanches 
et  deux  noires.  ^ 

En  partant  de  cette  propriété  que  les  coeflicîens  numériques 
des  termes  équidistans  des  extrêmes  dans  le  développement  de 
(x-f-a)"»  sont  les  mêmes ,  on  conclut  i®  que  le  nombre  des  pro* 
duits  diifkens  de  m  lettres  deux  a  deux,  est  le  même  que  celui 
des  produits  différens  de  m  lettres  m  -»  a  k  m  ^^  a  ;  s^  que 
le  nombre  des  produits  m  de  lettres  trois  à  t^ois  est  le  métne 
que  celui  du  même  nombre  de  lettres  m— 3  à.  m — 5,  et 
ainsi  de  suite  ;  ensortc  que  le  nombre  des  faces  blanches  ou 
noires  étant  m ,  et  les  premières  pouvant  être  amenées  deux  à 

deux  de  — i manières  différentes ,  les  faces  restantes  en 

nombre  m  ^-  a  pourront  être  amenées  toutes  ensemble  d'autant 
de  manières  »  et  on  en  dira  autant  de  pareil  nombre  de  faces 
noires  qui  doivent  être  combinées  avec  les  m  faces  blanches 
deux  à  deux.  D'après  cela  b  désignant  une  &ce  noire  et  a  une 
face  blanche,  si  on  développe ( a -f-&]r et  qu'on  ordonne  sui- 
vant i^  les  ooefiiciens  numériques 

m(m— i)    m(in— i)(m— a)_^ 
m, , j-j etc., 

indiqueront  en  combien  de  manières  on  peut  amener  une,  deux^ 

trois ,  etc.  faces  noires  sur  m,  et  en  même  tems  en  combien  de 

manières  on  peut  amener  m— -i,  m — a,  m  —  3  etc.  ficee 

blanches  sur  m  :  on  observera  encore  que  les  nombres  de  faces 

blanches  amenées  sont  les  expoeans  de  a,  et  ceux*  des  faces 

noires  les  expoeans  de  b» 

Problème  XVIII,  i**.  Ayant  n  dés  dont  chacun  ait  a  faces 

marquées  dun  zéro  ,  b  faces  marquées  et  une  unité  positive  ,. 

et  h  faces  marquées  dune  unité  négative ,  trouver  hprobabi/ité 

qu'il  y  a  d amener  zéro  points ,  en  jetant  tous  ces  dés  au 

hasard?  a^.  Ayant  n  dés  dont  chacun  ait  a  faces  marquées 
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"  xéro ,  h  faces  moTtfuées  +  i  ,  et  b  faces  marqua  —  i ,  du 
demande  la  probabilité  d'amener  +^  oi*  — f*  points  ,  ta 
projetant  ces  liés  ? 

Ce  problème  est  une  généralité  du  précédent,  i'.  On  dési- 
gnera par  x"  ta  face  portant  le  numérû  o ,  par  x'  la  face 
portant  le  numéro  +  i ,  et  par  ar~'  la  face  portant  le  numéro 
•^1.  Or  on  sait  par  la  théorie  des  combinaiions ,  que  sî  on 
élève  le  trinôme  ajf  +  Ax'  +  bx~^  à  la  puissance  n  ,  le 
coefficient  du  terme  absolu,  c'est-à-dire,  de  la  puissance  o  de 
X,  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  points  mar- 
qués par  tous  les  dés  ,  sera  égale  à  zéro  ;  mais  an  lieu  du 
trinôme  précédent  élevé  à  la  puissance  n ,  on  peut  prendre 
I^û +  6  (l'H- j;-')]'.    Donc   en  nommant  A    le  coefHcient 


de  X,  on  aura  pour  la  probabilité  cherchée, r—  ,  ea 

C  +  aè)"' 

.    obsen-ant  que  le  nombre  de  tous  tes  cas  possibles ,  est  (_a  +  ab)'. 

«Tout  se  réduit  donc  à  trouver  le  coelTicient  A  qu'on  peutobtc 

'[jtîr  de  deux  manières  différentes  : 

i"  manière.  Si  on  développe  la  puissance  C'^+it^'+o:"')]", 

o- +  nB—fcCx'+ar') +î^^:iîo-*4«  (r'+ :C-0'+ etc.  : 
or  il  est  facile  d«  voir  qus  les  puissances  impaires  du,  binôme 
xc'-^^~'  ne  tenfenUent  aucun  terme  sans  x ,  et  que,  dans 
-les  puissances  paires  ,  il  y  a  toujours  un  terme  sans  x  qui  est 
celui  da  milieu ,  terme  dan«  lequel  les  exposans  de  x'  et  sT' 
■ont  les  mteies .  Ainsi  le  tenue  hju  x  de  (x'  -{-  f'}*  '^ra  a , 

i^ix'+ar'y   sera^,  de  (x'+ar"')'  aen^^  ,  tt 
'•"  1.S.3 

.    uosi  de  «nite.  Donc,  on  aura ,  en  général , 

A=.-+î.:i^;!=!J^-i-+^."(— ■K'-s)fcS^,i. 

*         a                   i-a  1.9.3.4 

-OC"-') (—5). 


i.a.3'  i.a.3.4.rr" 


ia—t>+M.; 
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c*est-a-dire  , 


1.2. i.a 


i.a.o.i.s.D 

a'  manière,  II  est  rôiblé  que  le  trinôme  a+b{x^  +  or'^) 
peut  se  décomposer  en  ces  deux  binômes  «+Cx'^  m'i^CxT^, 
ce  (joi  donne  ^  par  la  comparaison  des  termes , 

d^où  Ton  tire  y 

-  ±:  C  z=  v/a±a*, 
et  de  là , 

Sà 

on  aura  donc 

[  a  4-  ô  ( X»  +  ar 03'  =  (-  +  ^a:»  )•  (  «  +  Car"  )» 

X(.-''^ h  -^ ^.  — T-  +etc.Y; 

\  a?  a  X*  /  • 

d*où  il  est  facile  de  conclure  qa*on  aura 

a®.  Pour  résoudre  la  seconde    question  ^  il  n'y  aura  qn*à 
élever  le  trinôme  a  +  ft(x«+x""*)  à  la  puissance  n  ^  et  \e 

coefiicient  de  x^  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  de 

tous  les  points  sera  f»,  de  même  que  celui  de  x"^  dénotera 
le  nombre  dés  èas  où  la  somme  des  points  sera  —  ^.  Ainsi 
la  somme  de  ces  deux  coefficiens^  divisée  par  (a-(-a&)**  quj 
est  le  nombre  de  tous  les  cas  possible»^  donnera  la  probabilité 
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cherchée.  Or  on  a. 

[  o  4-  i  (x'  +  ar'  )]"  =  a"  +  na"-'A  (  x*  +  x—  ) 


=  !■+» 


-i-(»'  +  jr')-+rt<:.; 


•  +  3(a;'+x-), 


i  +  4(a:'+^-)  +  - 


(r'4-:^')S  =  x>  +  i-=  +  5  (x'+r-')  +  5-^ 
4 


(l'+i-'). 


on  aura 


■'+x-)+C(x'4-x-') 


A=„.+î."J=:^„.-.6.+^.ilî=i)(-j»::^„^.4. 


'  +  ?• 


a. 3.4.6.6 
>(i.-i)fa-a)^._,^. 


■^^■"'^S:::::::":;'^^*'-- 


'-!-a—f  + 


4   a(.-i^(.i— .)(„— 3) 


a. 3. 4 


S-5  «('— ) C'-si^-^a. 


^filil 


a.3 


.(.— i),...(iv-7) 


>-•*•+  eu. , 


i...,...8 

«t  ainsi  de  suite.  Dtïnc  li  on  désigne  par  M  le  terne  de  la 
série  A  ,  S,  C  ,  etc.  dont  le  <Iiwitiénie  sera  ^  +  i ,  il  est 
facile  de  voir  qu'on  aura 
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i.d fé 

1  i.a (/••  +  3) 

I   (^+4)(M-3f)    n  (n— 1) ....  (n— ^^— 3)    n.^^,^^^^ 

^  i.fl  •         i.fl (aH-4) 

•4-  etc. 

Or  ce  terme  M  est  le  coeflicieot  de  x^  et  de  x"^ ,  de  sorte 

qu*on  aura  -t —        ,  ^^   pour  l'expression   de   la  probabilité 

cherchée.  ^ 

A  l'efTet  de  faciliter  le  calcul  des  ^quantités  A ,  B ,  C,  etc. , 
on  a  cherché  à  faire  dépendre  ces  coefiioiens  les  tu»  dis  aut^ep  » 

et  en  posant  ?  =s  K  ^  on  trouve 

-.  («-rl)B— -ûKC 

^==^   •    •  •n^4 • 

^eto.  . 

Aiusi ,  connaissant  les  deux  preiçiers  termes  A  et  9^  çn  oalcu-* 
lera  facilement  les  autres. 

Pour  a  =  6  y  on  a  K=  1  ^  et  faisant  successivement  nz^t^ 
ss  a  X  3c  3  ^  etc. ,  on  trouvera 

n        A         BGDEFG 

1  1  lOOOOO 

a  3  aïoooo 

3  7  G3»QOO 

^  19  16      10       4       100 

5  5i  45      3o      i5       5      1      Q 

6  }4i      ia6      90      5o      ai      6      i* 


La  solution  de  celte  question  à  laquelle  on  ramène  la  sui- 
vante,  est  due  au  célèbre  Lagraage,  qui  l'a  donnée  dans  un 
Mémoire  inséré  dans  les  Mélanges  de  la  Société  Roya/e  de 
Turin  pour  les  année»  1770 — -'773  j  ayant  pour  titre: 
De  tutilité  de  la  méOtade  de  prendre  le  milieu  entre  les 
résultats  de  plusieurs  observations  ,  etr.  On  ne  sera  peut-être 
,  ■  pas  fâché  de  trouver  ici  l'introduction  à  ce  beau  Mémoire  , 
l'un  des  premiers  travaux  de  ce  grand  géomètre. 

;       Lorsqu'on  a  plusieurs  observations  d'un  même  phénomène 

'  dont  les  résultats  ne  sont  pas  tout  à  fait  d'accord ,  on  est  certain 
que  CCS  observations  «ont  toutes ,  ou  au  moins  en  partie ,  peu 
eîtactes  ,  de  quelque  source  que  l'erreur  puisse  provenir  :  ajnr» 
on  a  coutume  de  prendre  le  milieu  entre  tous  les  résultats .    • 

'  parco  que  de  cette  manière  ,  les  dilférentes  erreurs  se  répar- 
tissant  également  dans  toutes  les  observations  ,  l'erreur  qui 
peut  se  trouver  dans  le  résultat  moyen,  devient  aussi  moyenne 
«ntM  toDln  iw  «n«m  Qr  jlWqnb'ttat  If  monde  nwiMWiit 
FiilttM  âtoettàpnl^n>ipMt^(ftimIqaerwttut  ^^  . 

$ti>tn  YtBMàAaàé  ^trm^tO'  Vtnjttglc^  det  JinHimwii^  . 
et  dM  mmna  Ji)«VffiS%»iM  âiînnBoiiâ,  il  <it  Mpeodfnt 
nymngward'emaiwr^tiNffBlriT»  paru  oiteid,  1«  avan- 
tages qu'on  peut  espérer  ^e  ptirerd'tme  semblable  méthode. 
Je  commencerai  par  supposer  que  les  erreurs  qui  peuvent  se 
glisser  dans  chaque  observation  soient  données ,  et  qu'on  cod> 
naisse  aussi  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  ces  enreun , 
c'est-À-dire,  la  facilité  de  diaqve  erreur  :  je  supposerai  ensuite 
que  l'on  (wnnaisae  seulement  les  limites  entre  lesquelles  tontes 
les'  eireuis  possibles  doivent  être  renfermées ,  avec  la  loi  de 

'  leur  facilité  ,  et  je  chercherai  dans  l'une  et  dans  l'autre  de  ces 
hypothèses  ,  quelle  est  la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat 
moyen  soit  nulle ,  ou  égale  i  une  quantité  donnée ,  on  seo- 
lement  comprise  entre  des  limites  données.  Je  ferai  voir,  en 
même  temps,  comment  on  peut  déterminer,  à  posteriori ,  la 
loi  même  de  la  facilité  des  erreurs ,  et  quelle  est  la  probabilité 
que,  dans  oette  détenaînatios ,  on  ne  se  trompera  pas  d'iule 
qufuitité  donnée.  P'oi\  je  dédiurai  des  régies  assez  simples 
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pour  I^  correction  dea  instmineDs^  par  des  Térificationâ  réitérées. 
La  difficulté  consiste  ici,  comme  dans  toutes  les  questions 
de  probabilité» dans  Ténumération  des  cas  favorables  et  possibles 
dont  le  quotient  est  la  probabilité. 

Nous  passerons  à  la  solution  du  premier  problème ,  en  sup- 
primant même  les  remarques  et  le  scholie  qui  nous  mèneraient 
trop  loin. 

Problème  XIX.  On  suppose  que  dans  chaque  observation , 
on  peut  se  tromper  ^une  unité  tant  en  plus  quen  moins;  mais 
que  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  un  résultat  exact , 
est  au  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  une  erreur  dune 
unité  y  comme  a  C  ab  ;  on  demande  quelle  est  la  probabilité 
Savoir  un  résultat  exact ,  en  prenant  le  milieu  entre  les  résultats 
particuliers  d^un  nombre  n  d'observations  ?  ^ 

Pnbqu'il  y  a  a  cas  qui  donnent  zéro  d'erreur,  et  si  cas  qui 
donnent -t~  1  et —  1 ,  c'est-à-dire,  b  cas  qui  donnent  -hi  >  et  5 
cas  qui  donnent  —  1  d'erreur  ,  il  est  clair  par  les  règles  ordi- 
naires des  probabilités  (1  *'  Prin.) ,  que  la  probabilité  que  l'erreur 
soitnuUedans  chaque  observation  particulière,  sera  exprimée  par 

i.  Voyons  quelle   est   la  probabilité  que  l'erreur  soit 

encore  nulle ,  eu  prenant  le  milieu  entre  n  observations.  Il  est 
facile  de  voir  que  cette  question  se  réduit  à  celle-ci  résolue  pré- 
cédemment: ayant/» dés  dont  chacun  ait  a  faces  marquées  d'un 
zéro  ,  b  faces  marquées  d'une  unité  positive  et  b  faces  marquées 
d'une  unité  négative,  ensorte  que  le  nombre  total  des  faces  soit 
a-4-a&,  trouver  la  probabilité  d'amener  zéro,  en  jetant  tous 
ces  dés  au  hasard.   On  a  vu  que  la  probabilité  cherchée  est 

A 

7 : — rrr,  et  on  a  trouvé 

«  (n-i)  (n-fl)  (n-5)  (n-zQ  («-5)  ^„_,^  ^  ^^,  ^ 
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A=.-+(..-.-)-+("'"-;.'---7 


i.a.3 


+  etc. 


J 


Soit  a^  b,  ce  qui  revient  à  luppoier  qn'il  y  ait  w 
t'gal  de  cas  qui  donnent  o  ,  ou  +  i  ,  ou  —  i  d'ei 
probabililé  d'avoir  un  résultat  exact  dans  cbaque  observatinn 
particulière,  sera  5  ,  et  celle  d'avoir  un  résultat  exact,  en  pre- 
.  nant  le  terme  moyen  entre  les  résultat»  de  n  observationa  ,  sera , 
«uWant  la  première  formule  et  après  avoir  divisé  par  a'  le  baut 

et  la  baa  de  la  fraction-; ; — rrr-, 

ia  +  nhy 

, .  '  ■  . ."-.  91,  : .:;..,  -1';;  I"  ', 


•3 


36  I 

'  1.  =  6  ' 


5i 

-Ml 

'  7'3 


Oa  voit  par  cette  t«bl«  que  U  probabilité  qiM  r«i«v  i*^ 
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nulle ,  dimiinie  à  mesure  que  Ton  prend  un  plus  grand  nombre 
d^observations. 

Soit  maintenant  az=mb  ^  ensorte  que  le  nombre  des  cas  qui 
donnent  un  réijultat  exact,  soit  égal  au  nombre  de  ceux  qui 
peuvent  donner  une  erreur  de  -f-  i  et  —  1  :  dans  ce  cas ,  il 
vaudra  mieux  se  servir  de  la  secondé  formule  ;  car  on  aura 
«=V/i,C=V/6,d*oùC=:«/de  sorte  qu'à  cause  dea+^=4^>  \ 

on  aura  «  en  divisant  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  7 — • — rr:; 
par  6", 

2 _ 1 . . 

pour  la  probabilité  que  Terreur  soit  nulle  en  prenant  le  milieu 
entre  n  observations.  Donc  en  faisant  successivement  n  =  1  ^ 
=  11  >  =  3 1  etc. ,  on  aura 

n  r=  1    1  i  rs:  — 

a 

3 
n  =  a 


pour  \  n  =z  3  f  probabilité  <  _^  _^ 

^  ■  '         128 

etc.       I  \^        etc. 

•  Soit  ft  =  98,  de  manière  que  k  nombre  des  oaa  qui  peuvent 
donner  une  en«ur  d*nne  unité  tant  en  plus  qu'en  moins ,  soit 
double  de  celui  où  on  aurait  un  résultat  exact.  On  aura  pour 
la  probabilité  que  Tarreur  soit  nnllei  en  prenait  le  milieu  entre 
un  nombre  n  d'observations  , 


i+4n(/i— 1)+ -— 1 '    g    ■  g 


2. a  a. 3. 2.3 

5^ 


620.  ANALYSE    ' 

Donc  faisant  succesiivement  n=i ,  =â^  =3  ^  etc. ,  on  aura 


n 


9 


pour  \  jj  --  3  y  probabaîté  <  __ 


n  =  4 


_  ^9 
etc.      /  l        etc. 


Problème  XX.  Un  joueur  jouant  successivement  contre  tous 
ceux  qui  se  présentent ,  estimer  la  probabilité  de  sa  ruine ,. 
après  un  nombre  quelconque  de  parties  ? 

L*expérience  prouve  sans  réplique ,  que  la  passion  du  jeu 
conduit  ceux  qui  a  y  livrent  à  une  ruine  inévitable  ;  mais 
cette  triste  vérité  est  perdue  pour  les  joueurs ,  parce  qu*ils 
s'accoutument  à  ne  voir  que  Teffet  du  hasard  danls  les  événe- 
mens  du  jeu ,  qui  feraient  peut-être  plus  d'impression  sur  leur 
esprit  ,  si  on  leur  démontrait  qu'ils  doivent  les  considérer 
comme  une  suite  nécessaire  de  la  combinaison  des  chances.  Tel 
fut  sans  doute  le  motif  qui  engagea  Tillustre  Buffbn  à  exami- 
ner cette  question  sous  un  point  de  viie  purement  mathématique, 
dans  son  Essai  d  Arithmétique  morale  :  on  trouve  dans  cet 
ouvrage  des  idées  qui  auraient  dû  conduire  l'auteur  aux  vrais 
principes  de  la  théorie  générale  du  jeu  ,  qu'on  ne  doit  pas  con- 
fondre avec  la  théorie  des  différens  jeux  considérés  chacun  en 
particulier  ,  laquelle  a  été  l'objet  des  recherches  de  plusieurs 
géomètres  et  particulièrement  de  Montmort, 

Avant  d'entrer  en  matière,  M.  Ampère  fait  connaître  les  prin- 
cipaux résultats  auxquels  il  a  été  conduit ,  et  dont  la  démons- 
tration est  l'objet  de  son  Mémoire. 

i".  En  écartant  les  considérations  morales  qui  font  varier  la 
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valeur  de  l'argent  suivant  les  circonstances  où  se  trouvent  le^ 
joueurs  I  il  ne  saurait  y  avoir  aucun  désavantage  à  jouer  à  jeu 
égal  contre  un  adversaire  également  riche  ^  puisque  l'un  ne 
peut  perdre  que  l'autre  ne  gagne  ,  et  que  tout  est  égal  de 
part  et  d'autre  ;  a^.  la  même  chose  peut  se  dire  de  deux  joueurs 
de  fortunes  inégales ,  s'ils  sont  décidés  à  ne  faire  qu'un  nombre 
déterminé  de  parties  ,  et  assez  petit  pour  que  l'un  ni  l'autre  ne 
puisse  perdre  tout  ce  qu'il  possède  ;  3^.  il  n'en  est  plus  ainsi 
lorsqu'il  s*agit  d'un  nombre  indéfini  de  parties  ;  la  possibilité 
de  faire  face  plus  long-temps  au  jeu ,  donnant  au  plus  riche 
des  deux  joueurs  ,  un  avantage  qui  croît  en  raison  de  l'excès  de 
«a  fortune  sur  celle  de  son  adversaire  ;  4^.  cet  avantage  devien- 
drait infini  ^  si  l'une  des  fortunes  pouvait  l'être  ;  car  alors  la 
mine  du  moins  riche  des  joueurs  serait  certaine  :  d'où  l'on  doit 
conclure  que  c'est  s'exposer  à  une  ruine  inévitable ,  que  de 
jouer  contre  tous  ceux  qui  se  présentent  :  on  peut,  en  effet , 
assimiler  ce  nombre  indéfini  de  joueurs  à  un  seul  dont  la  fortune 
est  indéfinie. 

.  En  représentant ,  comme  on  le  fait  ordinairement ,  par  l'unité 
la  certitude  absolue,  par  exemple,  celle  qui  résulte  d'une  dt- 
'monstration  rigoureuse ,  on  pourra  regarder  comme  une  certi- 
tude morale  toute  fraction  variable  qui ,  sans  devenir  jama's 
égale  à  l'unité»  en  i^pproche  continuellement,  et  de  manière  à 
en  différer  d'aussi  peu  qu'on  voudra  (Probl.  XV). 

Toutes  les  fois  que  rien  ne  borne  le  nombre  des  coups  ^i 
doivent  amener  un  événement ,  la  probabilité  de  cet  événemci.t 
augmente  avec  les  coups  :  mais  il  faut  distinguer  le  cas  où  cette 
augmentation  tend  vers  une  limite  déterminée ,  de  celui  que  nous 
veDons  de  faire  remarquer ,  6ù  elle  n'a  d'autre  limite  que  la 
certitude.  Pour  donner  un  exemple  du  premier  cas ,  supposons 
deux  joueurs  également  riches  jouant  à  jeu  égal,  jusqu'à  ce 
que  l'un  d'eux  soit  miné  :  il  est  aisé  de  voir  que  rien  alors  ne 
détermine  le  nombre  des  parties  que  feront  les  deux  joueurs , 
tt  que  la  probabilité  que  l'un  d'eux  te  ruinera ,  augmente  avec 
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le  nombre  des  parties ,  sans  pouvoir  cependant  jamais  stirpasser 
la  limite  j  ,  puisque  la  probabilité  de  se  ruiner ,  étant  la  même 
pour  chacun  d*eux ,  n!est  plus  que  la  mokié  de  la  certitude. 
Quant  à  celui  qui  se  livre  à  la  passion  du  jeu  »  la  probobilitA 
de  sa  ruine  croissant  continuellement  i  finit  par  surpasser  tonte 
probabilité  donnée. 

Pour  déterminer  la  limite  des  probabilités  contraires  au 
joueur ,  il  faut  trouver  le  terme  général  de  la  série  qui  les 
comprend  toutes  ,  c'est-à-dire ,  la  probabilité  que  le  joueur  se 
ruinera  à  la  dernière  d'un  nombre  quelconque  de  parties  ;  et 
nous  supposerons  que  la  somme  jouée  est  la  même  à  chaque 
partie,  et  qu'elle  est  une  partie  aliquote  exacte  de  la  fortune 
du  joueur  en  entrant  au  jeu ,  supposition  que  nous  pouvons 
faire  tourner  à  son  profit,  en  prenant  cette  partie  aliquote 
moindre  que  les  sommes  successives  qu'il  hasarde  à  chaqoe 
partie. 

Représentons  par  m  le  nombre  de  fois  que  cette  partie  ali' 
quote  est  contenue  dans  la  fortune  du  joueur  :  puisqu'il  ne 

risque  que  —  de  sa  fortune ,  à  chaque  partie ,  il  ne  pourra  se 

trouver  ruiné  avant  la  partie  dont  le  rang  est  désigné  par  m  : 
pour  qu'il  le  fut,  en  effet,  à  cette  partie,  il  faudrait  qu'il  la 
perdît  après  avoir  perdu  toutes  les  précédentes  :  s'il  en  gagne 
une^  et  qu*il  perde  toutes  les  autres ,  il  ne  se  trouvera  ruiné 
qu'après  m  -}-  i  parties  ,  ce  qui  suppose  zn  +  ^  parties  :  s'il  en 
gagne  une  seconde,  il  ne  pourra  plus  être  ruiné  qu'après  m+a 
parties  ,  ce  qui  suppose  m-f-  4  parties ,  et  il  est  aisé  de  voir  , 
en  général ,  que  p  étant  un  nombre  quelconque  ,  il  faudra  , 
pour  qu'il  ne  reste  rien  au  joueur,  que  le  nombre  de  toutes  les 
parties  soit  m  -+-  2/) ,  le  nombre  des  parties  qu'il  gagne  étant 
p ,  et  celui  des  parties  qu'il  perd  étant  m  +  p. 

Soit  -  le  rapport,  à  chaque  partie,  entre  le  nombre  des  cas 
favQraJ>les  et  celui  des  contraires  :  la  probabilité  de  gagner  une 
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partie  sera  — ? — ,  et  la  probabilité  de  la  perdre ,  sera  — - — .  Si 

l'on  veut  avoir  la  probabilité  ^e  p  parties  gagnées  et  m  -f-  p 
parties  perdues  se  succéderont  dans  un  ordre  déterminé  ^  il 
faudra >  conformément  au  (m*  Principe )|  faire  le  produit 

de  p  facteurs  égaux  à      *[  ^  ,  et  de  m  -f-p  facteurs  égaux  à 

^,  ce  qui  donnera  ,—jf--; 

Otta  probabilité  reste  là  même  pour  tous  les  arrangemens 
qit*on  peut  imaginer  entre  les  parties  gagnées  et  perdues  ;  et 
comme  ils  sont  absolument  indépendans  ,  il  est  évident  que 
la  probabilité  précédente  doit  être  multipliée  par  le  nombre 
de  cps  arrangemens ,  en  observant  qu'il  faut  faire  abstraction 
de  ceux  qui  nauraient  pas  permis  au  joueur  de  parvenir  à  la  par- 
tie que  nous  considérons  ^  en  le  privant  de  sa  fortune  dès  les 
parties  précédente^.  Soit  m+ar  le  rang  d*une  de  ces  parties  : 
r  étant  ^p ,  il  faudra  rejeter  tous  les  arrangemens  de  p  parties 
gagnées  et  de  /n+P  parties  perdues^  dont  les  m -f<âr premières 
parties  renfermeraient  r  parties  gagnées  et  m  -f*  >"  parties  per- 
dues^ parce  que  ce  sont  ces  arrangemens  qui  auraient  ruiné  le 
joueur  après  m  -t-  ar  parties» 

Sans  cette  restriction^  le  nombre  des  arrangemens  serait 

m+ftp    m-^op — 1    m-f-ap — a  m4-p+i  .  . 

~1 — •         â        •         3        p       ••••••tu, 

en  ol>servant  que  le  nombre  total  des  arrangemens  de  m  +  ap 
choses ,  étant 

i.a.3 (m4-p)(m  +  p+i)-.....(m  +  ap), 

il  faut  le  diviser  par  le  nombre  des  arrangemens  des  m  -f-p 
parties  perdues^  et  encore  par  le  nombre  des^afrangemens  des 
p  parties  gagnées ,  pour  n'avoir  que  le  nombre  des  arrange^- 
mens  entre  les  parties  gagnées  et  perdues.  Pour  savoir  ce  qu'il 
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devient  après  la  correction  annoncée  plut  haut ,  exprimom  ta 
général  par  A^O  le  nombre  quelconque  l  de  parties  qui  améarnl 
la  ruine  du  joueur  précisément  à  la  dernière  t  de  ce*  paitiei ,  (1) 
itant  un  indice  et  non  un  exposant  :  d'après  cette  notation ,  lu    . 
nombre  dont  nous  cherclioiu  la  valeur  ,    sera  représenté  ptt  | 
_AC"'-»-=f)j  et  A'"'*'"^  rappellera  le  nombre  des  arraugemeos  de  r  I 
parties  gagnées  et  de  m  +  r  parties  perdues  ,  qui  auraient  ruîi^  I 
le  joueur  à  une  des  parties  précédentes  dont  le  rang  est ,  en  g^  J 
aérai ,  déaigué  par  m  -\-  sr ,  r  étant  <Cp.  '        I 

Si  l'on  joint  p  —  r  parties  gagnées  et  autant  de  partie*  per*  i 
dues  à  cfaacun  de  ces  derïiiers  arrangeinens  dont  le  uombre 
est  At"+"î,  on  en  formera  de  p  parties  gagnées  et  de  m  +  p 
parties  perdues  ,  qui  devront  être  retranché*  de  la  formule  (i)  , 
afin  qu'après  avoir  donné  à  r  loutes  les  valeurs  potsîbles  en 
nombres  entiers  ,  depuis  r^  o  jusqu'à  r  i=p —  \  ,  il  ne  rMie 
que  les  arraagemens  dont  le  nombre  est  A''"'*^'!  :  or  le  nombrs 
des  arrangemens  de  ap  —  ar  choses  est ,  d'après  ce  qu'on  a  dît  . 
précéder 


a  ■   '  ^         ^— -r      . '■ 


qu'il  faut  prendre  A('"^0  fois  :  on  a  donc  pour  le  nombre  dei 
arrangement  k  retrancher , 


Faisant  successivement  r=p~-  i  ,=p  —  a,  ^/i  — 3,etc., 
ou  trouvera  pour  les  dilFêreiites  Taleurs  de  i'expression  pré- 
cédente , 

à'oà  on  conclura 
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^  '  a  â  o  p 

1  1  a  1    a    3 


•  • 


1      *         a       '         3  "  *  *    p—'' 

m+ap    m+ap— i     m+flp-— fl  m+p+i 

1       '         a        *         3       '       P 

1  1    a    3 


• 


y— ar— 1  ap-ar^a  ap— ar--5 p—r+^^r^^^^^, 

1        '        a       *        3       ""*p— r— 1 

Pour  avoir  une  valeur  de  A^"*^^^^  indépendante  des  quan- 
tités AC'^'P-O,  AC^-^'/^O,  AC'"-^'^^ AC"^0,  etc. ,  on  ob- 
servera que  le  joueur  ne  peut  se  ruiner  à  la  partie  dont  le  raiog 
est  désigné  par  m  -4-  ap  >  à  moins  que ,  dans  les  m  -f-  ^p  —  i 

parties  précédentes  ,  il  n  ait  été  réduit  à  la  fraction  —  de  sa 

TU 

fortune  primitive ,  puisque  nous  avons  exprimé  par  cette  frac- 
tion^ la  mise  qu*il  hasarde  à  chaque  partie.  Il  est  nécessaire  pour 
cela  que  sur  ces  m+  op  ^-^i  parties ,  il  y  en  ait  p  gagnées , 
et  Tn-^p —  1  perdues.  On  voit  d'ailleurs  que  le  nombre  des 
arrangemens  difFérens  qu'on  peut  donner  à  ces  parties ,  sang 
supposer  qu'aucune  d'elles  ait  ruiné  le  joueur ,  doit  être  égal  à 
celui  des  arrangemens  de  p  parties  gagnées  et  m  -|-p  parties 
perdues ,  dont  le  nombre  est  représenté  par  A^"*'***''^ ,  puisque 
chacun  de  ceux-ci  se  forme  d'un  des  premiers ,  en  y  ajou- 
tant une  partie  perdue.  Nous  tirerons  de  cette  considératioa 
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une  autre  yalenr  de  A^""*^)  que  nous  égalerons  à  la  pré- 
cédente. 

Le  nombre  des  arrangemens  qu*on  peut  faire  avec  m-|-2]|p— i 
parties  ,  est  en  général  y  d*après  (i) , 

l         •         l        •  3        ~^  • 

formule  qui  reyient  à  celle-ci , 

m+p    m+ap— 1     m+sip — a  m+p+i    . 

"~"-^"  •        ■  _         •  '        î    '    •  •  •  •  •  •  '■  ' • 

1  a  o  p 

Il  ne  s*agit  donc  plus ,  pour  avoir  la  valeur  de  A^"***'^,  que  de 
soustraire  du  nombre  exprimé  par  cette  formule ,  le  nombre  des 
arrangemens  qui  auraient  ruiné  le  joueur  dès  les  parties  pré* 
cédentes,  lesquek^  ainsi  que  nous  l'avons  vu  précédemment^  se 
forment  évidemment  des  arrangemens  de  r  parties  gagnées  et 
m+r  parties  perdues,  dont  le  nombre  est  représenté  par 
^(«4^0^  pris  avec  tous  ceux  de  ap— ar— i  parties  dont  p^^r 
gagnées  et  p  —  r  —  i  perdues ,  et  qui  peuvent  se  faire  de 

ap — ar— 1    lap — ar — a    ap^^ar — 5            p— r+j  —^ 

1*3*3        p — r — 1 ^^ 

manières  différentes . 

En  raisonnant  ici  comme  dans  le  calcul  précédent ,  on  verra 
que  le  nombre  total  des  arrangemens  à  retrancher,  se  trouvera 
en  donnant  successivement  à  r  toutes  les  valeurs  possibles  en 
nombres  entiers,  depuis  r=p  — i  jusqu'à  r=o  dans  la  for- 
mule (3)  multipliée  par  A^'"**^0  :  si  Ton  réunit  ensuite  tous  les 
résultats  obtenus,  savoir, 

AC'n+»;-.)       ?  AC'"^*^-"^) ,     ^Àa^'^p-^,     etc., 
on  aura 


• 
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jj^C"t4^)=  ^+/^ .  m^2p—i  ^  m+ap—a m+p+i 

fl      *         fl         '         3       p 

1                      1    1^   3 
' I 


ap^nr — 1    ap — ar — a    i^^>— ar — 3         p— r-f-i   ,^^^^^ 
i  a  o  p— r— 1 

.  —  etc. 

£n  doublant  les  deux  membres  de  cette  équation ,  on  obtient 
la  suivante^ 

(I)  ,.:iAf'^'^=  ^"^'*'^P    ^+y— ^   m+ap—a     m+p+i 

—  a AC«+v-*)  —  a .  -  AC"^Pr4)-^  a.- .  ^ .  I AC"^^"^ 

1  1   a  3 


_a.ïZ:£!î=i.  flp— flr-a  ap-ar— 3 p— r— i  ^^,^^^ 

1        *         a        *        3        p'^r — i 

-—et*,  g 

€t  en  retranchant  réqoation  (a)  de  cette  équation  (/(),  il  yient 
pour  différence  ^ 

(5)...AC^rt=^.^=±^£=i.2i=ï^=^ 2i£±i; 

^  '  1  a  o  p 

fbrmnle  remarquable  par  son  élégante  simplicité^  et  qu'on  aurait 
&cilement  obtenue  par  induction. 

Substituons  pour  AC"*^/*)  cette  valeur  dans  l'expression  de  la 

probabilité  qui  est  AC"^*^>  X  -7 — ,      ^m^  >  ^  nous  aurons 

^j.  m  m+gp — 1   m+ap— a        m-i-p+i  q^ 

^ 7-         a        '        3       ••••       ^       •(T+ïr^' 

4o.. 
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En  faisant  succesâîvement  p=o,p=i,p  =  Q,p=3,  etc., 

on  aura  les  probabilités  suLyantçs  que  le  joueur  se  rainera  : 


A  la  partie  m""' (ï+^F  * 

m  m+a  g 


A  la  partie  (m+i)*'*' 
A  la  partie  (m+a)""»* 
A  la  partie  (/n+S)""" 

Si  dans  la  formule 


etc. 


11     '(i-H)"^*' 
m  m+5  m4-4         ^' 


m(7»— 0(m— a) (m — n-f-^) 

i.a.3 n 

qui  compte  le  nombre  des  produits  dififérens  de  m  lettres 
prises  /t  à  /i ,  on  fait  m  =:  m'+ ap  ^  n  =  p  ^  on  aura  la  suivante, 

(/n^-f-ap)     m^+ap — i     (yn^4"^P — a)  m'+p+i 

1         '  a         •  3  p        » 

qui  ne  diffère  du  second  membre  de  (5)  que  par  le  premier 
facteur  qui  manque  du  terme  î2p  ;  ensorte  qu  en  désignant  par 
P(m-H»p) ,  (p)  ^^  nombre  des  produits  diiFérens  de  m  +  2p 
lettres  p  ùl  p ,  on  a 

et  conséquemment  Texpression  (6)  de  la  probabilité  devient 

(1+7)""*""''  """        m+2p        '^  (1+9)"»^/»' 

On  pourrait  maintenant  restreindre  la  question  précédente , 
et  supposer  que  deux  joueurs  jouent  constamment  l'un  contre 
Tautre.  Il  faudrait  d'abord  calculer  la  probabilité  que  l'un  de» 
joueurs  se  trouve  ruiné  à  la  dernière  d'un  nombre  quelconque 
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de  parties.  Snpposens  encore^  à  l'effet  de  rendre  le  calcul  plm 
simple ,  que  la  somme  jouée  soit  la  même  à  chaque  partie  , 
et  qu'elle  soit  une  aliquote  exacte  de  la  fortune  de  chaque 
)oueur,  contenue  m  fois  dans  la  fortune  du  joueur  B ,  et  n  fois 
dans  celle  du  joueur  C,  m,  n  exprimant  le  rapport  des  deux 
fortunes.  Il  est  évident  que,  dans  cette  supposition ,  le  premier 
joueur  ne  se  trouvera  ruiné  qu'après  m-j-  ap  parties  dont 
p  gagnées  et  m  -f-  p  perdues  -,  d'où  il  suit  qu'en  représentant 

toujours  par  -  le  rapport  entre  les  chances  favorables  et  les 

chances  contraires  à  ce  joueur  >  ^    i    \«.ti;  exprimera  toujours 

la  probabilité  que  le  joueur  B  perdra  la  totalité  de  sa  fortune 
après  m^  ap  parties  dans  tous  les  arrangemens  qu'on  peut 
en  faire.  Cette  probabilité  est  donc  encore  la  même  que  dans 
le  cas  précédent  ;  mais  le  nombre  des  arrangemens  des  m-f*  ^p 
parties  par  lequel  il  faut  la  multiplier  ,  ne  sera  pas  le  même  ^ 
parce  qu'il  faudra  exclure  du  nombre  total  des  arrangemens  de 
p  parties  gagnées  et  de  m+p  parties  perdues ,  non-seule- 
ment les  arrangemens  qui  auraient  ruiné  le  joueur  B  avant  la 
partie  dont  le  rang  est  désigné  par  m  -j-ap  ,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  le  cas  précédent,  mais  encore  ceux  qui  auraient 
amené  la  ruine  de  son  adversaire  avant  la  même  partie ,  puisque 
le  jeu  cessant  nécessairement  dès  que  l'un  des  joueurs  est  ruiné , 
il  n'aurait  pas  pu  être  continué  dans  ce  cas  jusqu'à  la  partie 
pour  laquelle  nous  calculons  la  probabilité  de  la  ruine  du  pre- 
mier joueur. 

n  suit  de  cette  observation  que  la  probabilité  de  la  ruine 
de  l'un  des  joueurs ,  ne  peut  être  calculée  indépendamment  de 
la  probabilité  de  celle  de  Tautre  ;  mais  comme  Tanalyse  qui 
résout  cette  question  est  très-étendue  ,  nous  renverrons  le  lecteur 
au  mémoire  de  M.  Ampère,  on  &  Tonvrage  que  nous  nous 
proposons  de  publier  incessamment  sur  cette  matière ,  et  nous 
nous  bornerons  ici  à  faire  connaître  les  conclusions  {auxquelles 
ce  géomètre  .est  parvenu  :  il  a  trouvé  que  la  limite  des  proba- 


.63o  ANALYSE  ^ 

bilîtés  contraires  au  joueur  B^  est 

i  +  q  +  q-+(f+ +  (7'-^  . 

1  +  9  +  9*+^+ +  9*^/ 

et  que  celle  des  probabilités  contraires  au  joueur^  est 

^"4-^«^'4.(y»-^4- +9*"* 

en  observant  que  /t  =  m  +  't*  La  sonune  de  ces  deux  limites 
est  égale  à  Tunité  qui  exprime  la  certitude ,  ensorte  qu'on  ne 
peut  douter  que  Tun  des  joueurs  ne  finisse  par  se  ruiner.  A 
regard  de  l'avantage  que  donne  au  plus  riche ,  Vinégalité  des 
fortunes ,  il  faut,  pour  le  déterminer  >  supposer  tout  le  reste  égal 
entre  les  deux  joueurs ,  et  par  conséquent  q  z=z  i.  Le  numéra- 
teur de  la  première  fraction  se  réduit  alors  an;  le  numéra- 
teur  de  la  seconde  et  le  dénominateur  eoipmun  deviennent 
respectivement  m  et  A ,  ensorte  que  les  deux  fractions  se  ré- 
duisent à 

Tn-f-zi  in-^/i 

or  m  :  n  est  le  rapport  de  la  fortune  du  joueur  B  à  celle  da 
joueur  C  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  probabilité  que  chaque 
joueur ,  à  jeu  égal ,  ruinera  son  adversaire  ,  est  en  raison  directe 
de  sa  fortune. 

Lorsque  q   est  autre  que  l'unité,  on  peut  réduire  à  deux 
termes  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chaque  fraction  , 

en  les  multipliant  par  q  —  i  ;  on  a  ainsi  -^ pour  la  pro- 

£7*  — ûf* 
habilité  que  C  ruinera  B ,  et  ^ — ^  pour  celle  que  B  rui- 
nera C. 

En  égalant  les  deux  expressions  ci-dessus ,  on  est  conduit 
à  réquation 
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qui  donne  q  lorsqu'on  connaSt  m  et  n ,  ou  qui  fait  connaître 
le  rapport  qui  doit  exister,  à  chaque  partie,  entre  les  chances 
favorables  à  chaque  joueur,  pour  qu'il  en  résulte  en  faveur 
du  moins  riche,  un  avantage  qui  tende  à  compenser  Vinégalité 
des  fortunes  ,  sans  lui  donner  plus  d'espérance  que  n'en  a 
son  adversaire. 

Si  l'on  suppose  inEnie  la  fortune  du  joueur  G ,  par  exemple  ^ 
on  a  7t  =  -  :  alors  le  nombre  m  restant  fini ,   la  fraction 

G 

m 


qui  exprime  la  probabilité  que  ce  joueur  se  ruinera  , 

MM 

a'évanouit,  et  la  probabilité  — r—  qu'il  ruinera  son  adver- 

saire  ,  devient  égale  à  l'unité ,  ce  qui  équivaut  à  la  certitude  : 
le  joueur  B  se  trouve  alors  précisément  dans  le  même  cas  que. 
s'il  jouait  indéfiniment  contre  tout  joueur. 

En  supposant  toujours  le  jeu  égal ,  et  par  conséquent  q^zt  , 
et  faisant  de  plus  m  =  n  y  pour  dire  que  les  deux  joueurs  sont 

également  riches ,  les  deux  fractions  — ^,  — r—  deviennent 

m-f-n    m  +/* 

égales  et  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à  ^  :  la  probabilité  de 

se  ruiner  est  donc  la  même  pour  les  deux  joueurs. 

Problème  XXI.  Une  loterie  étant  composée  de  m  numéros 

1,2,   3 m,  dont  il  sort  n  numéros  à  chaque  tirage  , 

quelle  probabilité  y  a-t-il  que  parmi  les  n  numéros  dun  ti* 
rage ,  il  ne  se  trouvera  pas  deux  nombres  consécutifs  de  la 
suite  naturelle  des  nombres? 

On  peut  chercher  directement  le  nombre  des  combinaisons 
de  cette  sorte  ;  ou  bien  on  peut ,  au  contraire ,  chercher  le 
noml^  de  celles  qui  renferment  deux  numéros  consécutifs  ; 
car  ce  dernier  nombre  retranché  du  nombre  total  des  combi- 
naisons n  k  n ,  donnera  pour  reste  le  nombre  des  combinaisons 
cherché.  Pour  abréger  le  discours  ,  nous  appellerons  amie 
successifs  Ta^semblage  de  deux  numéros  se  succédant  consc- 
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cutivtment  dans  la  suite  des  nombres  Batnnk,  toit  que  cet 
nmméros  soient  seuls ,  soit  qu'ils  fassent  partie  d*nn  plus  grand 
nombre  de  numéros. 

Première  solution.   Nous  nous  élèverons  ici  à  la  formule 
générale  par  la  considération  des  cas  particuliers. 

i".  Dans  le  cas  de  n  =  i ,  le  nombre  des  tirages  quidonn^it 
des  ambes  succe6si£i>  est 

m       m 

1         i  * 

a®.  Dans  le  cas  de  n=  a  ^  le  nombre  des  tirages  qui 
donnent  des  ambes  snccessiâ ,  est  évidemment  m  —  i ,  pui»« 
qu'on  ne  peut  combiner  chacun  des  m  numéros  i^sà^S.^.m, 
qu'avec  son  consécutif,  et  on  a 


m — i        m    m— 1        m— i 

m— a 

lia               1 

a 

3^.  Soit  n  =s  3  :  si  les  numéros  i  et  a  font  tous  deux  partie 
d'un  même  tirage  ^  on  pourra  leur  adjoindre  l'un  quelconque 
des  m  —  a  numéros  restans  :  si  au  contraire  i  doit  faire  partie 
d'un  tirage ,  sans  que  a  doive  s*y  trouver^  il  faudra  lui  adjoindre 
toutes  les  combinaisons  a  à  a  des  m-— a  numéros  restans  qui 
peuvent  fournir  des  ambes  consécutifs  ,  et  dont  le  nombre  est, 
par  ce  qui  précède ,  m  —  3.  Ainsi  le  nombre  des  tirages  ayant 
1  pour  plus  petit  numéro ,  et  représentant  des  ambes  succes- 
sifs ,  sera  (m — 2)  +  (m — 3)  :  pareillement  le  nombre  de  ceux 
qui  auront  2  pour  plus  petit  numéro ,  sera  (m — 3)  +  (^ — 4)  • 
le  nombre  de  ceux  qui  auront  3  pour  plus  petit  numéro ,  sera 
(m — ^4)  +  (^ — ^)  >  ®^  ^i°^^  ^6  suite  jusqu'à  l'anté-pénultième 
numéro.  Il  sera  bon  d'observer  que ,  dans  la  combinaison  i ,  2, 5 
qu'on  obtient  en  prenant ,  par  exemple  ,  i  et  2  avec  cfiacun 
des  m  —  a  numéros  restans ,  il  y  a  les  deux  ambes  successifs 
1  et  2,  a  et  3  ;  mais  qu'on  ne  doit  compter  que  le  premier 
ambe  ,*  parce  que  le  second  est  ensuite  amené  par  les  tirages 
de  trois  numéros  ayant  a  pour  plus  pçtit  numéro  :  nous  ne 
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reriendrons  plus  sur  cette  observation.  Ainsi  le  nombre  total  des 
tirages  de  trois  numéros  qui  présentent  des  ambes  successifs  » 
fera 

[(m— a)  +  (/n— 3)]  +  [(ni-3)  +  (m-^)] 

+Kn^4)  +("i-5)]+ +  (i+o) 

=  l(m^a)  +  (m-3)  +  (m-4)+ +  i] 

+C(77i-3)+(m— 4)+(m— 5)+ +  i] 

^__  m — 1     m — a      m— a    m— 3 

1  ai  a 
m    m — 1     m— a       m— a    7n— 3    m— 4 

— T''"r"""'3        r"""3~*"F"' 

en  observant  que  cbacune  de  ces  deut  suites  est  une  suite  de 
termes  par  équi-dilTérences  dont  le  terme  sommatoire  est  connu 
(Alg.  !'•  section). 

4°.  Soit  n  =  4  •  ^^  ^^^  nombres   i  et  a  doivent  à  la  fois 
faire  partie  dun  même  tirage,   on    pourra  leur   adjoindre 

,  j     771— -a    m— 3        !..     .  %     r       •  1 

chacune  des . combmaisons  a  a  a  lournies  par  les 

1  a  *^ 

m  — a  numéros  restans.  Si  au  contraire  i  doit  faire  partie  d*un 

tirage ,  sans  que  a  doiire  s'y  trouver ^  il  faudra  adjoindre  à  ce 

numéro ,  toutes  celles  des   combinaisons  3  à  3  des    m  -—  a 

numéros  restans,   qui  présenteront  des  ambes  successifs j  et 

dont  le  nombre  est ,  par  ce  qui  précède , 

m— 3    m— 4  _i_  "^"""^    w*"~5 
1  ai  a 

ainsi  le  nombre  des  tirages  de  quatre  numéros  qui ,  présen* 
tant  des  ambes  successifs ,  auront  i  pour  leur  plus  petit 
numéro,  sera 

m— a    m— 3       to— -3    m— 4    i   ^w— — 4    ^^"^5 

• -f- .  '  + . 

1  a  1  2        '       1  a 

lie  nombre  des  tirages  de  cette  sorte  qui  auront  a  pour  leur  plus^ 
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petit  numéro ,  deyra  donc  être         ^ 

m— 3    711—4    I    tn-^^j^    jîi— 5        m— 5    m— ff 
— - — .  — 1-  — . —  .  — ^ 1 — . 


Pareillement  le  nombre  de  ceux  qui  auront  3  pour  leur  plus 
petit  numéro ,  sera 

m^^/^    m— 5    ^^  771—5    77i«^S   ^^  771—0    771-^7 
1  fl       '        1  a       '       I  a 

et  ainsi  de  suite. 

n  résulte  de  là  que  le  nombre  total  des  tirages  de  quatre  nu* 
méros  ,  qui  donneront  des  anibes  successifs ,  sera 

C771 — a    7n — ^3  j.   m — 3    m — 4  1  ^ — 4    ''i— 5"1 
r~  'a"^i'ai^*aj 

r"77l— 3      771—4    1^  771-4      ''l^^S  j^  771—5      771— GT 

""L    ^     *      ^  1     '      â^  »       1     '      a   J 

p77l 4      ''^ 5  _l    ''^ 5      771'— 6  771 — 6      771— 7"^ 


-l-  .   .  .   .   . 

+  [    6 

+      3 

'     •     •     • 

+      ï 

•      •       • 

3 

+  C    3 

+      I 

+      o 

3 

+  C    1 

+      o 

+      o 

3, 

les  trois    dernières  lignes  étant  dues  aux  h}'pothèses  succes- 
sives 771  =  6,  771=5,  m  =  4  dans  l'expression 

m — 2     771 — 3        m — 3    rn— 4    i_  ^ — 4     tti— 5 

1  2  1  2-  1  2 

obtenue  plus  haut  :  si  Ton  range  horizontalement  l^s  lignes 
verticales  de  la  formule  précédente,  on  aura  (ch.  XXIIT,  n**  i34) 
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Cm—a  m— 3  ,  m— 3  m— 4  ,  m— 4  m^5         ,  -  ^  ,    T 

Li/21         ai         fl  J 

4.r!îIZ:^  î»=5_^m-^  m-6     m-6  n^^ +e+3+il 

Li         fli         ai         1  J 

^__  7iu^-i   Tïi— a  m— 5      m— a  m— 3  m — ^4 

— ~r"'"~-~3""''"ir -"T"' ""3" 

m — 3  m— 4  7ii^"-5 

+-r— r-— 3~ 

m    TU— 1    TU— a    tu— 3      wi— 3  771—4  "*— 5  n*— S 

en  obseryant  que  lorsqu'on  a  trouvé  le  terme  sommatoîre  de  la 
première  suite  de  nombres  figurés  , 

,  5.  ,  /»  ,         ,  m^^A  m— 5      771— 3  m^^jL  ,  /n^-^a  m— 3 

1        a^i         a'i        a' 

il  suffit  d'y  changer  m  en  tti— 1,  en  771  —  a  pour  avoir 
ceux  des  nombres  figurés  qui  forment  les  deux  dernières 
lignes. 

La  loi  des  formules  que  nous  venons  d'obtenir  >  est  facile  à 
saisir  ;  et  à  raison  de  la  marche  uniforme  du  procédé  ,  on  en 
peut  conclure  celle  qui  donne  le  nombre  des  tirages  de  n  numé- 
ros qui  présentent  des  ambes  successifs. 

Seconde  solution.  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  ci-dessus ,  on 
peut  chercher  à  calculer  directement  le  nombre  des  chances 
favorables  ,  c'est-à-dire ,  le  nombre  des  tirages  dilFérens  qui  ne 
présentent  pas  de  numéros  consécutifs  ,  n  désignant  le  nombre 
des  numéros  qui  sortent  à  chaque  tirage ,  et  en  divisant  le 
nombre  des  cas  favorables  par  celui  de  tous  les  cas  ou  de 
toutes  les  chances  possibles  ,  qui  est  le  nombre  total  des  tirages 
possibles  de  t^ numéros  parmi  7n ,  on  aura  la  probabilité  deman*- 
dée  par  l'énoncé  de  la  question. 
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Nous  supposerons  qu'on  a  fait  des  cbances  cherchées  ,  âiyen 
groupes  f  en  plaçant  dans  le  premier  groupe  toutes  celles  dont 
le  plus  petit  numéro  est  i ,  dans  le  second  tontes  celles  dont  le 
plus  petit  numéro  est  2  ;  dans  le  troisième ,  toutes  celles  dont 
le  plus  petit  numéro  est  3  ;  et  ainsi  de  suite. 

1^.  n  est  évident  que  s'il  ne  doit  sortir  qu'un  seul  nu- 
méro à  chaque    tirage^  le   nombre   des  chances  favorables 

sera  le  nombre  total  des  tirages ,  c'est-à-dire ,  m  on  — . 

a^.  S*il  doit  sortir  deux  numéros  à  chaque  tirage,  celles 
des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  1 ,  ne 
pourront  être  complétées  que  par  quelqu'un  des  m — a  numéros 
3 ,  4  >  ^*  *  <  •  ni  :  le  nombre  de  ces  chances  sera  donc  m  —  a. 
Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  a , 
ne  pourront  être  complétées  que  par  quelqu'un  des  m  — 3 

numéros  4  >  S  ,  6 m  :  le  nombre  de  ces  chances  sera 

donc  m  —  3.  Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit 
nnméro  sera  3  ,  ne  pourront  être  complétées  que  par  quelqu'un 

des  771—4  numéros  B  ,  6 ,  7 tti  :  le  nombre  de  ces  chances 

sera  donc  m  —  4  >  ^^  ^i"si  de  suite  jusqu'à  la  chance  favorable 
dont  le  plus  petit  numéro  sera  m  —  2,  laquelle  sera  unique  , 
puisqu'elle  ne  peut  être  complétée  que  par  le  seul  numéro  m. 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  n=  2 ,  le  nombre  total  des  chancet 
favorables  sera 

-..-_-.     ^              .^     .  I         .  Tn-^^       771—1 

(^_2)  +  (m— 3)  +  (^—4)  + +2+1  =  — J—  .  ~^f 

c'est-à-dire,  le  (771 — a)*"' nombre  triangulaire  (eh.  XXin,n®  i3a). 

3°.  S'il  doit  sortir  trois  numéros  à  chaque  tirage  ,  celles  des 
chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  1  ,  ne  pour- 
ront être  complotées  que  par  celles  des  combinaisons  a  à  2  des 

771 —  2   numéros  3,  4>   5 tti  qui  ne  présenteront  pas 

de  nombres  consécutifs  ^  et  dont  le  nombre  est ,  par  ce  qui 
précède  , 

(m — vt)  —  2     (m  —  1)  —  3  m — 4   ^  —  -^ 

• —  _— — , ^ 

l  2  12' 
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Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  '  petit  numéro  sera 
a. ,  ne  pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinai- 
sons a  à  a  des  m  —  3  numéros  4  >  ^  >  ^ ^   qui  ne 

présentent  point  de  nombres  consécutif ,  et  dont  le  nombre 
est^  par  ce  qui  précède  , 

(m—^y—i   (m — 3) —  1  m — 5  m — 4 

—.———__  •  — ^— — — ^^■^—  _«  ^— —  ,  • 

1  a  1  a 

Celles  des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  3> 
ne  poiuTont  être  complétées  qiie  par  celles  des  combinaisons 
a  à  a  des  m  -—  4  numéros  5^6^  7 m  qui  ne  pré- 
sentent point  de  nombres  consécutifs ,  et  dont  le  nombre  est , 
par  ce  qui  précède , 

(tu — 5) — 1    (m — ^4)""^  ^^ — ^  m— 5 

1  a  1  a     * 

et  ainsi  de  suite  ,  jusqu  à  la  chance  favorable  dont  le  plus 
petit  numéro  sera  m — 4>  laquelle  sera  unique,  attendu  qu'elle 
ne  pourra  être  complétée  que  par  les  deux  seuls  numéros 
m  —  a  et  m. 

Ainsi  y  dans  le  cas  de  71= 3,  le  nombre  total  des  chances 
favorables^  est 

711—4  ni— 3  ,  m— '5  7n— 4  .   wi-"-6  711^—0    ,  1  .»  • 

1  a^i  ai         a  '■ 

771—4  771—3  771 — a 

c'est-àr-dîre  ,  le  (m-^/Q^'  nombre  pyramidal. 

4^.  S*il  doit  sortir  quatre  numéros  à  chaque  tirage ,  celles 
des  chances  favorables  dont  le  plus  petit  numéro  sera  1  ,  ne 
pourront  être  complétées  que  par  celles  des  combinaisons 
3  à  3  des  77»  —  a  numéros  3,4*5 ^  >  ^1  ne  pré- 
sentent point  de  nombres  consécutifs  ,  et  dont  le  nombre  est , 
par  ce  qui  précède , 

(771—4) — ^  (p^'^'^ — ^  (j^ — a)— a      771 — G  771 — 5  m — 4 

— — — —  .  — — — —  ,  Si  — T*  .  — —  .  „       • 

1  a  o  1  a         o 

# 
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Celles  des  clianoes  Givorablt^  dont  Je  pins  petit  nnniéro  sert  ft  > 
ne  pourront   être  complétjSes  qne  par  œlles  des  combÎMÎ* 

sons  3  i  3  des  m— 3  numéros  4»^»  ^ m-qm,  ne  pré« 

sentent  point  dénombres  consécnti&  j  et  dont  le  nombre  est  ^ 
par  ce  qui  précède  , 

(m — G)— i   (i»— B)-*-!  (iF>*-4)"— I m— 7  m— 6 


S 


Celles  des  chances  favorables  dont  le  pins  petit  numéro  sera  3 , 
ne  pourront  être  complétées  que  par  cellesf  des  combinaisons 
3  i  3  des  m-— 4  numéros  S^  6, y*..,. m  qui  ne  présentent 
point  de  nombres  consécutifii^  et  dont  le  nombre  est^  par  ce 
qui  précède, 

(m— 7W1  (m— €)— i  (m^-5)— 1       nt—S  m — 7  m*-6 
1  ■     n  3  1         il       .  3    * 

et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  la  chance  favorable  ajant  m  -—  5 
pour  son  plus  petit  numéro ,  laquelle  sera  unique^  attendu 
qu'elle  ne  pounra  être  complétée  que  par  lés  trois  seuls  nur* 
méros  m— S,  n*"— n,m« 

Ainsi ,  dans  le  cas  de  n  =:  4  >  le  nombre  total  des  chances 
favorables,  est 

m— 6  771—5  ni— 4    •_  wi— — 7  "i™"^  m— 5 
1  a         3     ^      1  fl         3 

m— 8  m — 7  m-~6   ,  i_/ , 

m — 6  m— 5  m — 4  m— ^ 
1  a  3         4    • 

c'est-à-dîre,  le  (m — G)"*'  nombre  figuré  du  quatrième  ordre. 

La  marche  parfaitement  uniforme  de  ce  procédé  y  conduit  à 
conclure,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de. pousser  Tinduction  plus 
avant,  qu'en  général  n  désignant  le  nombre  des  numéros  qui 
sortent  à  chaque  tirage,  le  nombre  des  tirages  qui  ne  présentent 
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point  de  naméros  consécutifâ,  est  le  (m— fl;^^-fl)«'  nombre 
figuré  du  n"*"'  ordre ,  c  eat-à-dire, 

m — an-f-g  m — an+5  m — 2714-4  ^ — 'i+i 

I     '      fl  "'      3     ;i     » 

ce  qu'il  serait  d'ailleurs  facile  d'établir  par  un  raisonnement 
rigoureux. 

Si  présentement  on  considère  que  le  nombre  total  des  tirages 
possibles  de  n  numéros  parmi  m  ^  est 

m  m— 1    m— a  m— 71-f-i 

— •  — — .  —5 — ■        : 

1        a  0  n  * 

on  en  conclura  que  la  probabilité  cherchée  est 

m^an+a  m^27i+3  m— 2n+4  771— 7i-(-i 

m        '      m — 1  m-^o:     tw*— n-f-i* 

Problème  XXII.  Une  loterie  étant  composée  de  m  numéros 
X  y  a^  3. . .  .m  I  dont  il  sort  n  à  chaque  tirage ,  quelle  proba^ 
bilité  y  a-t-il  que  parmi  les  n  numéros  d'un  tirage  ,  il  ne  se 
troussera  pas  k  nombres  consécutifs  de  la  suite  naturelle  ? 

On  a  résolu  dans  le  problème  précédent  ^  le  cas  où  parmi  les 
nombres  extraits ,  il  y  en  a  deux  qui  suivent  l'ordre  des  nombres 
naturels ,  ou  qui  forment  un  ambe  successif. 

On  demande  le  nombre  des  cas  dans  lesquels ,  parmi  les  nu- 
méros extraits ,  il  y  en  a  trois  qui  suivent  l'ordre  des  nombres 
naturels  ou  qui  forment  un  terne  successif.  Nous  introduirons 
à  la  solution  de  cette  question  par  des  cas  particuliers. 

I*^  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  trois  :  celui 
des  ternes  successifs  sera  évidemment  m—  a. 

//'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  quatre  : 
1^.  si  l'on  a  pris  le  numéro  1  avec  les  deux  numéros  suivans  , 
à  ce  terne  successif  peut  se  joindre  ^  un  à  un  ^  chacun  des 


1 
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fii'i-S  numéros  rattra  \  l6  noinhrB  des  cêb  est  aoiii6,  iii-^S:'  I 
«u  num&co  a  pris  à?ec  les  deux  eonséctfdb ,  on  pourra  jobAwi   \ 
nu  à  UB ,  chaôin  des  m  — 4  ''^'^éros  restans  :  pareillement  m 
nnméro  3  ^  pris  avec  les  denzsuivaus,  on  ponm  joindre  i  m  à 
lan,  chacun  des  numéros  restans  en  nombre  nt^Sj  cequidon- 
nera  cette  première  suite  de  ternes  sucoessib, 

(i»— 3)  +  (ri— «û + (»>— 5)  +....+ 1  =5 


Reyenons  au  numéro  i  :  s'il  est  tiré  avec  le  numéro  n  sans  le 
numéro  5,  puisque  le  terne  successif  i  «  n«  3  Tient  d'être 
compté ,  on  n'a  plus  que  m  —  n  numéros  qu'on  prend  deux 
à  deux,  ce  qui  ne  peut  donner  lieu  i  des  ternes  snccessift.  Si 
le  numéro  i  est  tiré  sans  le  numéro  n ,  les  m— a  numéros 
restans  donnent  lieu ,  d'après  ce  qui  précède ,  à  m— 4  ternes 
succeasift.  Si  le  numéro  a  est  tiré  aans  le  numéro  3,  les 
m— 3  numéros  restans  donnent  lieu  à  m'^5  ternes  sno- 
cessifii,  et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  cett» antre  série  de  ternes 
successifs , 


(m^-4)  +  (III--5)  +  (m— 6) +. .  • .+ 1  ==:^îî=^ 

Ensorte  que  le  nombre  cherché  de  ces  ternes  successifs  »  sera 

771^3  m— a  ,   nt'^^A  m-^S       ,        _.. 

. ^. =:  f/n— 3r. 

1  a       '       1  a  "^  ' 

Les  détails  donnés  sur  ce  cas  ,  ne  laissent  pas  de  difficultés  sur 
les  suivans. 

///'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  cinq  : 
1  ^.  si  le  numéro  i  est  tiré  avec  les  deux  numéros  suivans  ,  à  ce 
terne  successif  peuvent  se  joindre ,  deux  à  deux ,  les  m  —  3 

numéros  restans  :  le  nombre  des  cas  est  donc ^. • 

a  1 

a®.  Si  le  numéro  i  est  tiré  avec  le  numéro  a  sans  le  numéro  3 , 

puisqu'on  vient  déjà  de  supposer  ce  terne  successif  amenée  il 
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reste  m  —  3  numéros  dont  on  en  tire  trois  :  le  nombre  des 
ternes  successifs  auxquels  ces  m  —  3  numéros  donnent  lieu  ^ 
eut  m  —  5. 

3®.  'Que  le  numéro  1  soit  extrait  sans  le  numéro  a  ^  il 
reste  m  —  a  numéros  dont  on  en  tire  quatre  :  le  nombre  des 
ternes  successifs  auxquels  ces  m-— fl  numéros  donnent  lieu,  est 

m  —  5  7n—/i    1^  m— 6  m— 5 

1  â  '  1  2 

De  là  le  nombre  total  des  ternes  successifs  auxquels  donne 
lieu  Textraction  de  cinq  numéros  sur  m,  est  la  somme  des  m — 5 
premiers  nombres  naturels ,  et  celle  des  (m— 6)*'*',  (m — 5)""" 
et  (m — ^4)"**  premiers  nombres  triangulaires.  Ce  nombre  de 
cas  est  donc  (  chap.  XXIII^  n?  i34) 

m— 5  m— 4        ni— 6  m-^5  m^^J^     ' 
i  a     ^       i  a  3     ^  ' 

,    171—5     771^4    ^' 


+ 


1     •      a    •     3 

771-^-4  ''i""3  771— a 
1  a  3 


IV  cas.   Que   le  nombre  des  numéros  extraits  soit  six  : 
1^  que  le  numéro  1  soit  tiré  avec  les  deux  numéros  qui  le 


{*)  En  remontnnt  aux  formules  trouTi'es  (chap.  XXIII,  no  i34}  pour  U 
f  ommation  d^uoe  &<:rie  de  termes  de  l'une  de  ces  formes 

m     m-f-i      m    m-+-i     m-^^       m    m-^i     m-|-a     m-f-3 
1         ai         a  3'i         a  3  4 

on  reconnaît  que  le  terme  sommatoire  se  compose  toujours  du  plus  grand 
des  termes  de  la  suite,  c'est-à-dire,  du  premier  terme,  multiplié  par  un  fac- 
teur consifcutif  au  plus  grand  de  ceux  de  son  numérateur,  et  divise  par  un  fac- 
teur consécutif  au  plus  grand  de  ceux  de  son  dénominateur.  Ainsi  le  termt 

,     ,       .  -      ,                                                   M — 6    m— 5 
sommatoire  de   la  série  de  termes,  qui  commence  par  — — ^  . est 

m — 6    m — 5    m — 4 
I  a  3 

4» 
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mivent  ;  à  co  terne  succeasir  peuvent  se  joindre  les   m  — 3 
numéros  suivana  ,  pris  trois  à  trois  :  le  nombre  des  cas  est  dooc 
m  —  S     m— 4    m— 5 
I      "      a      ■      3     • 
a".  Çue  le  numéro  t  soit  amené   avec  le  numéro    2    sans  le 
numéro  3  :  il  reste  m  —  3  numéros  dont  on  en  tire  quatre  ; 
le  nombre  des  ternes  succesi^iËi  auxquels  ils  doanent  lieu  e«^., . 
par  ce  qui  précède  ,  ^M 

m— S    m— 5        m-^  m— G  ^ 

1      ■     a       ''"      1      ■     a     ■ 
3°.  Que  le  numéro  i  soit  tiré  Bans  le  numéro  a  :  il  reste  m  —  9 
numéros  dont  on  en  tire  cinq  ;  le  nombre  des  ternes  successif 
auxquels  ces  m — s  numéros  donnent  lieu,  eat^   d'après  U 
formule  précédente  dans  laquelle  on  change  m  eam—a, 

■  1      ••  ~    1      «      s      ^ 
;.-■■-.    ■■  ■  +  .  --î— TT 


De  II  le  nombre  des  teraes  succeui&  auxquels  l'extractioii 
da  fix  numéros  sur  m  donne  lieu,  est 

m— 6  m— 5   m— 4  j^  m-~B  Tn— 4  m— 3  m— a 
1     '"a    ■     t     ■'"      1    ■     a    ■     3    ■     4 

+      m — 7  m — 6  m — 5    .   n*— S  m — 5  m — A  m— 3 
s.— — ^. -■ .  ■  ',j--  +  I  ,  —  ^~.    Il 

I  a      ^       '        .  o  ïT^       ^ 


I    n>-~7  "••""6  m— 5  m^4 


+ 


-r— î^-?— 1- 


^'  e<u.  Que  la  nombre  des  numéros  extraits  loît  tept  .- 
I*.  qua  la  unniro  i  soit  tir£  arec  Iw  deux  aumfroa  qui  la 
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•uiyent  :  à  ce  terne  succe^^if  peuvent  ae  joindre  les  m  —  3 
numéros  suivans  pris  quatre  à  quatre  :  le  nombre  des  cas  est 
donc 

m— 3   m^^j^  m— 5  m— 6 

1  a  .        3  4 

a?.  Que  le  numéro  1  soit  amené  avec  le  numéro  a ,  sans  Ip 
numéro  3  :  il  reste  m  —  3  numéros  dont  on  en  tire  cinq  ;  le 
sombre  des  ternes  successifs  auxquels  donnent  lieu  ces  m  —  3 
numéros  ^  est ,  en  changeant  m  en  m  —  3  dans  la  formule 
qui  donne  le  nombre  des  ternes  successifs  qu*on  peut  faire 
avec  cinq  numéros  , 

m— 8  m— 7        w*"^  m-^8  m— 7 
X  â  1  a  3 

+  Tn^^y  m— o  tji— 5 
1  a         3 

5^.  Que  le  numéro  1  soit  tiré  sans  le  numéro  a  :  il  reste 
m— «a  numéros  dont  on  en  tire  six;  le  nombre  des  ternes 
successif  auxquels  ces  m —  3  numéros  donnent  lieu^  s'obtient 
en  changeant  m  en  m  —  a  dans  la  formule  qui  compte  les 
ternes  successifs  auxquels  donne  lieu  l'extraction  de  six  nu* 
méros  sur  m ,  et  on  trouve 

m— 8  771—7  yn— D    1^  tn^y  wi^— 0  in— 5  tti— 'X 
1  a  3  1  a  3         4 

7Jl-*'9    771—8    771—7      1^  771—8    171—^    771-0    771—5 

-r  ^•—r-—^'-T"^  ~T  •~T~'~ir'~4' 

Tn-"^^    771—^    771'     7    ^  '   ^ 


m — lo  m— q  ro — 8  m— 7 


^     1     •     a    •     3    •     4    ' 

De  là  le  nombre  total  des  ternes  successifi  auxquels  donne  lita 
l'extraction  de  sept  numéros  sur  77^,  est 

41  •* 


G44  ANALYSE 


m— ^  m— 7   ni— "G    ^^  m— ^  tr— 6  m— 5  ni— 4 

m — 6  m — 5  m — /^  m — 3  m — a 


+ 


i    ■     a    •     3    •     4         5 


,         771—8  771—7  771—6    771—5 


+ 


+  3. 


1    *    a    •    3    •     4 

771—7    ''^■"■O     771—5     771— '4    771^—3 

1     *     a    '     3    '     4""'      5" 
771— g  771 — 8  771—7  "1-^6 


m — 8  m — 7  m — 6  m — 5  m — 4 

■*" —T"' ~1~- ~3"- ~4~- ~5~ 

-L.  ^"^9     ni 8    771 7     771 6     771^5 

"*"  ~T"  •  ~T~  •  ~T"  •  ~4~  •  r~5~ 

,    771—10  ni— 9     771—8     771^7    771—6 

■*"~T~-~7^- "T"  •  "~r"~5~* 

Ces  exemples  paraissent  suffire  pour  indiquer  la  marche  à  suivre 
dans  cette  recherche ,  et  pour  montrer  que  le  cas  proposé  sur 
un  certain  nombre  de  numéros  extraits ,  est  toujours  ramené 
aux  deux  cas  dans  lesquels  le  nombre  des  numéros  extraits  est 
inférieur  d'une  et  de  deux  unités. 

Recherchons  le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels 
donne  lieu  l'extraction  de  n  numéros  sur  tti  numéros ,  et  pro- 
cédons encore  par  des  cas  particuliers. 

/""  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  quatre  : 
on  forme  les  quaternes  successifs  ,  en  prenant  le  premier  nu- 
méro avec  les  trois  suivans ,  le  second  avec  les  trois  suivans  , 
et  ainsi  de  suite  ;  et  comme  le  dernier  de  ces  quaternes  eï.t 
formé  des  m — 4  derniers  numéros,  il  est  clair  que  le  nombre 
total  de  ces  quaternes  successifs  ,  est  jn  —  3. 

//'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  cinq  .- 
1**,  Que  le  numéro  i  soit  tiré  avec  les  trois  numéros  suivans  : 
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i  ce  quaterne  successif  peuvent  se  joindre  les  m-^j^  niiméros 
restans,  pris  un  à  un  3  le  nombre  des  cas  est  donc  m  — 4- 
Que  le  numéro  a  soit  tiré  avec  les  trois  suivans  :  à  ce  qua« 
terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m  —  5  numéros  restans , 
pris  un  à  un^  ce  qui  donne  m  —  5  cas.  Que  le  numéro  3  soit 
tiré  avec  les  trois  suivans ,  quaterne  auquel  on  peut  joindre  les 
m  —  6  numéros  restans  ,  un  à  un  ^  et  on  aura  m— -6  cas ,  e 
ainsi  de  suite  ,  en  finissant  par  4  >  3  ^  a  ^  i .  â°.  Les  numéros  1 
et  a  étant  amenés  chacun  sans  aucun  des  deux  suivans ,  les  numé- 
ros consécutifs  à  ces  derniers  ,  sur  lesquels  on  en  tire  trois,  ne 
donnent  pas  lieu  à  des  quaternes  successifs.  3®.  Le  numéro  1 
étant  tiré  sans  le-  numéro  a  ,  il  reste  m  —  a  numéros  dont  on 
en  tire  quatre  ;  le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels 
ces  numéros  donnent  lieu  ,  est  m — 5  :  le  numéro  a  étant  tiré 
sans  le  numéro  3  ^  il  en  reste  m — 3  dont  on  tire  quatre^  ce  quj 
donne  lieu  à  m  —  6  quaternes  successifs  :  le  nombre  3  étant  pri 
sans  le  nombre  4  >  on  peut  former  m—  7  quaternes  successifs 
et  ainsi  de  suite  jusqu  à  4  >  3  ,  a ,  1  quaternes  successifs. 

De  là  le  nombre  des  quaternes  successifs  auxquels  donne 
lieu  l'extraction  de  cinq  numéros  sur  m ,  est 

7n  — 4    7)1—3    ,    m  —  5    m  — A       ,  ... 

2. . =  (m  —  4)\ 

1  a        '        I  a  V  t/ 

///'  ccLS,  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  six: 
]^  si  le  numéro  1  est  tiré  avec  les  trois  numéros  suivans  ,  à 
ce  quaterne  successif  peuvent  se  joindre  les  m  —  4  numéro» 
suivans  ^  pris  deux  à  deux  :  le  nombre  des  cas  est  donc 

m — ^^4    "* — ^ 

"■   ■  ■  »  ■  ■       • 
1  a 

a*.  Si  le  numéro  1  est  amené  avec  les  numéros  a  et  3  sans  le 
numéro  4>  1^^  ^ — 4  numéros  suivans  parmi  lesquels  on  en 
tire  trois  ,  ne  donnent  pas  lieu  à  des  quaternes  successifs^ 
5°.  Qu*on  amène  les  numéros  1  et  a  sans  le  numéro  3  :  il 
reàte  zn  — •  3  numéros  sur  lesquels  on  doit  en  tirer  quatre  ^  et 


«46  ANALYSE 

qui  donnent   lien  à  m  —  G  quatemes  «uccesû^.  4*'  Q*>*  1* 

ntiméro  i  soit  amené  sans  le  nnméro  a  :  il  reste  m  —  9  tm- 
méraa  qui  doivent  être  tiré»  cinq  à  cinq,  el  qui  donnent  liai 
À  un  nombre  de  quatemes  successifs  ,  exprimé  par 


m-S     m-b    ^    m-7 


^ 


Parlant ,  le  nombre  total  des  quatlroes    socceasit  auxquels 
donne  lieu  l'extraction  des  s 


+  =5, 

m-i 

m-3 
3 

+  -^. 

m-5 

^, 

,    "—7 

m-e 

I1.-5 

I 


Tf^'  ras.  Que  le  nombre  des  numéros  extraits  soit  sept 
l",  que  le  nmnéro  i  soit  tiré  avec  les  trois  suivais  :  à  ce  qua- 
terne  successif  peuvent  se  joindre  les  m  —  4  numéros  si 
pris  trois  À  trois  ;  le  nombre  des  cas  est  donc 

m — 4    "* — 5    m — 6 


g^,  Qae  le  numéro  i  toit  amené  avec  les  deux  numéros  suivani 
sans  le  numéro  4  ■  >1  reste  m  —  4  numéros  dont  oa  tir«  quatre , 
et  qui  donnent  lieu  à  m  — 7  quaternes  successif).  3*.  Que  le 
numéro  1  soit  tiré  avec  le  numéro  3  sans  le  numéro  3  :  il  reste 
m-^-Smunéros  dont  ou  tire  cinq,  et  qui  donnent  lieu  à 


qnatemes  successif.  4"-  Q»^  ^^  numéro  1  soit  tiré  sans  le 
numéro  a  :  il  reste  m  —  a  numéros  qai ,  pris  six  à  six  , 
'.donnent  lieu   à  im  nombre   de    quaternes    successif  ,   tar» 
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primé  par 

•  — - —  -f- . .  — ç— 


+ 


1     •      a     ■     3 
m— <)     711—8     iî>— 7 


Ainsi  le  nombre  des  quatemes  successifs  auxquels  donne  lieu 
r extraction  de  sept  numéros  sur  m,  est 

711^7       ni— 0      ^^    Ttl-^'J       711-0        771—5  ^ 

I  fl  1  a  3 

,     77J— O        771—5        771—4        fnf^^ 


+a. 


1      •      a     •      3     •      4 

771—^       Tli'^^       771—0 


1  a     •      3 

j^  771—7        ''^ — ^        771^^5        771-^4 
771—8        771-^7        771— O        771—5 

+  —7-  •  —^  •  -3-  •  -^- 

771-^9      771—8     Tn-"^     77^— s 

1^34 


+ 


V'  cas.  Que  le  nombre  des  numéros. extraits  soit  huit: 
1*.  le  numéro  1  étant  amené  avec  les  trois  numéros  sui- 
vans  ,  à  ce  quateme  successif  peuvent  se  joindre  les  171—4 
numéros  suivans ,  pris  quatre  à  quatre  ,  ensorte  que  le  nombn 
des  cas  est 

771  —  4     771  —  5     ^—6     771—7 
1  a  3  4 

s*.  Le  numéro  1   étant  tiré  avec  les  deux  numéros  suivans , 
sans  le  numéro  4  >  il  f^^te  m^^/^muaéro^  dont  on  tire  cinq , 


648 

et  qui  donne  lieu  à 


quateraes  successifs.  3".  Le  numéro  I  étant  amené  avec  le  rw- 
inéro  a  sans  le  numéro  3j  il  reste  m  —  3  numéros  qu'on  pent 
prendre  six  a  aix ,  et  qui  donnent  lieu  à  im  nouibi*  do  qu»- 
teroea  successif,  exprimé  par 

o*— 9     m— 8    I   w—  8     m — 7     m — 6  ^™ 


»"-»;   -"«-S*  %-7 


qaaCeniea  8HccMsi&. 


Le  nombre  total  des  quaternea  luccestifs  auxquels  donne 
lieu  l'extractioii  de  hiût  numéros  sur  m ,  est  donc 
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jn— 8    m— 7    m— 6  ,  m— 8    771—7    ''l'^S    m— 5 


+2. 

+  2. 


711^-7      771-^^      m 5      mr—^      771—3 

1 

771—9  771-^-8     771^7 


+  ~^     •      2     •      3     •     X     •      5 


1      '      2      '       3 
771—9  772—8    771—7      "ï^^ 


1234 

771—8     771- 7     m — s     771 — 5     7n — ^4 

i     *     2    *     3     *     4    *      5- 

_   771 10      m 9      771 — 8      771—7 

1  234 

771—9    771—8    7n— 7    m — 6    771— 5 

771^—10     771-9     ^ 8      771—7      Wl— fî 

771 Il     771— 10     771 9     7n— 8    771—7 

"1     •  ~^~'  ~t''  ~4""'  T"* 

Ces  exemples  sullîsent  pour  indiquer  la  marche  à  suivre  dans 
cette  recherche  qu*on  pourrait  étendre  aux  quines  successifs 
qu*on  peut  faire  avec  771  numéros. 

n  est  essentiel  d*observer  que  le  cas  proposé  sur  un  certain 
nombre  de  numéros^  est  toujours,  ramené  à  un  certain"  nombre 
de  cas  semblables  dans  lesquels  les  nombres  de  numéros  ex- 
traits  sont  moindres.  Ainsi ,  par  exemple  ,  la  recherche  des 
quatemes  successifs  ,  quel  que  soit  le  nombre  des  numéro» 
extraits  >  dépend  de  la  même  recherche  sur  tti  — -  4  >  sur  771 — 3 
et  sur  771  —  2  numéros. 

Problème  XXIII.  Étant  donnés  m  numéros  1 1  2>  3. .  .m  « 
formant  une  loterie  dont  on  extrait  n  numéros  à  chaque  tirage, 
déterminer , 

i**.  Quelle  est  la  probabilité  que  les  n  numéros  dun  tirage  y 
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<teiMrp»Ù  p  léries  dé  nombres   consécutifs  de  là'suUe'ni^ 

■  s*.  ^uetU  est  la  probabilité  <}ue  parmi  ces  séries  ,  il  s'en 
•  .trouvent  m  composées  d'un  nombre  déterminé  de  numéros  , 
.  €  tlill^iil  l'i  d'un  autre  nombre  déterminé  de  numéros  ,  r 
'   ^un  troisième  nombre  déterminé  de    numéros  ,    et  ainsi  da 

-J*.  Quelle  «t  enfin  la  probabilité  que  ces  diverses  séries 
'  €OI!fid0ées  seulement  par  rapport  au  wmhre  des  termts  qui 
It0  tùB^ient ,  auront  un  ordre  déterminé  parmi  tes  nombres 

(^qnMbwwrMlWwAffMutfpCrlaasBiftnttHiÂ»  . 
tteigmcdiiB  dfc  tfr^i  qni  wtirftèt  kUm  JÊmMm,  kT^t- 
.  wmihn  «t  wptba*  pv  l'wam  dâ»  fiMAala  ipi»  wmmBm».  ' 


•wrent  àl>«idrticM|'^  a— yarfolMi   ' 
'  pei  tsUnt  a,  &.e,  <{.■... .  Miioin^^âc, f»i'A>vt.âil»- 
née* ,  on  sait  qne  1^  nombra  du  prodnita  diCTéreDi  n  Jk  n  qu'elles 
peuvent  fournir,  est  exprima  par 

m     m — 1      m — a  n» -^  »  +  i 

7  •  "~5~  ■  ~3~ ;;    • 

ConccToiM  qu'on  ait  formé  ton*  ces  dilFéreiu  prodnitt ,  et  que, 
daoa  chacun  d'eux ,  on  ait  disposé  1«  factenn  «q^vant  l'Mdi» 
alphabétique ,  de  la  première  lettre  à  la  dernière  :  comme  dam 
chacun  de  cet  produits ,  il  manquera  m—  n  des  lettres  a,  b, 
e ,  d. .. .,  les  lettres  qui  les  composeront ,  ne  se  snccédenint 
pas  toutes  consécutivement,  eusorte  qu'un  de  ces  produits  , 
pris  au  hasard ,  pourra  présenter  d'abord  un  certain  nombre  ds 
lettres  consécutives  ,  puis'  un  antre  nombre  de  lettres  aussi  con- 
sécutives entr'elles,  mais  non  consécutives  aux  premières  i  poia 
encore  un  antre  nombre  de  lettres  coniécntires  entr'elles ,  mais- 
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ncm  oonsécutiyes  à  celles  qui  composent  la  seconde  série ,  et 

ainsi  de  suite.  Soit^  par  exemple,  le  produit  abdepiikl:  ea 

l'écrivant  ainsi  ^ 

€ib.def.hikl , 

on  voit  qu'il  est  composé  de  trois  facteurs ,  lesquels  sont  eux- 
mêmes  des  produits  dont  les  facteurs  sont  consécutifs. 

Dans  ce  qui  suit ,  nous  considérerons  comme  produits  dune 
même  classe  ,  tous  ceux  qui  y  décomposés  comme  nous  venons 
de  le  faire ,  présenteront  le  même  nombre  de  séries  de  facteurs 
consécutifs  ;  et  un  produit  sera  dit  de  première  classe ,  si  tous 
ses  facteurs  sont  consécutifs  ;  de  seconde  classe ,  s'il  est  formé  de 
deux  séries  de  facteurs  consécutifs  dans  chaque  série ,  mais  non 
consécutiËi  de  la  première  à  la  seconde  série.  Un  produit  sera 
dit  de  troisième  classe  ,  s'il  présente  trois  séries  de  facteurs  con- 
sécuti&  y  dans  chacune  d'elles ,  mais  noii  consécutifs  d'une  série 
a  l'autre,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  diviserons  ensuite  les  produits  d*une  même  classe  en 
genres ,  en  appelant  produits  dun  même  genre ,  ceux  qui  non-  • 
seulement  renfermeront  un  même  nombre  de  séries  de  facteurs 
consécutifs ,  mais  qui  de  plus  seront  tels  que  chaque  série  dans 
l'un ,  aura  autant  de  facteurs  qu'une  série  de  l'autre.  D'après 
cette  définition ,  les  deux  produits  de  même  classe 

ab .  def.  hikl,      abc .  ef,  hikl 

•ont  de  même  genre ,  parce  que  ,  dans  chacun  d'eux ,  il 
y  a  une  série  de  deux  facteurs  ,  une  série  de  trois  ,  et  une 
de  quatre. 

Enfin  deux  produits  d'un  même  genre  seront  dits  de  même 
espèce,  si  les  diverses  séries  de  facteurs  consécutifs  qui  les  com- 
posent ,  considérées  uniquement  par  rapport  au  nombre  de  leurs 
facteurs ,  y  sont  rangées  dans  le  même  ordre  :  tels  sont,  par 
•xemple ,  les  deux  produits 

ab.defg.ikl  y        bc.efgh.klm* 

A  l'avenir ,  pour  plus  de  clarté  et  de  simplicité ,  nous  in'-* 


i^rieis^ 
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diqueroDs  les  produits  dans  lesquels  tl  se  trotirera  des  s^ricio 

'■,  C,  V facteurs    consécutifs  ,    en    écrivant    la   lettie* 

m  ,  i,  V séparées  par  des  virgules  ,  entre  des  crocfaeb  ,     | 

'  #t  lei  plaçant  suivant  le  rang  des  séries  de  la  première  à  la    i 
dernière.  Ainsi ,  par  exemple  ,  le  symbole  fy  ,  «,  •  ,  *]  dé»j-     j 
jnera  un  produit  de  quatrième  classe,  dans  lequel  la  première 
nérie  aura  y  facteurs  ,  la  seconde  »,  la  troisième  t  et  la  qua- 
biême  a.  On  voit  d'après  cela  que  les  produits 

Lv.  *,  »,  *■!.        [f.  A,  <r,  9], 
•eront  de  même  classe  sans  être  de  même    genre  ;  que  let 
produits 

Zv,  *,  »,  O.      Cj*.  y.  -.  '] 

•ont  à  la  Toîa  de  même  classe  et  de  même  genre  ;  qn'euGa  lotu 
tes  produits  désignés  par  l'expression  symbolique 

[y. -.  «.  A3. 

■ont  à  la  fois  de  même  classe ,  de  même  genre  et  de  même 
■  «Mpèce. 

Cci  préliminaires  étabJû ,  l'iibjet  que  novs  nous  psopotoni 
ici,  est  de  détenoiner  pafmi  tous  les  produits  de  n  facteurs  qu'on 
peut  faire  avec  m  lettres ,  i".  le  nombre  de  ces  produits  d'uDe 
classe  déterminée  quelconque  ;  a",  dans  une  même  classe,  le 
nombre  de  ces  produits  d'un  genre  déterminé  quelconque  ; 
S°-  dans-  un  même  genre,  le  nombre  de  ces  produits  d'une  e»- 
pèce  déterminée  quelconque. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  recherche  du  nombre  des  pro- 
duits d'une  mérae  classe.  Désignons,  en  général,  par  Q) 
te  nombre  des  produits  de  la  classe  p,  c'est-à-dire,  1» 
nombre  des  produits  dans  lesquels  il  entre  p  séries  de  facteora 
consécutifs. 

D'abord  pour  les  produits  de  première  classe  ,  ou  de  n  lettres 
consécutives,  on  voit  que  chacune  des  lettres  a,  b,  c. . ,  -,  à 
l'exception  des  n  —  i  dernières  ,  peut  être  combinée  avec 
1m  R  ^  )  lettres  qui  la  suivent  immédiatement  ;  eusoFt»-  qu-'ba 
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doit  ayoir 

^  C   =  ^  — (^  —  O  _  m  —  ^  +  ^. 
*  1  1        • 

Pour  parvenir  à  Texpression  de  C»  qui  rappelle  le  nombre 
des  produits  de  la  seconde  classe ,  produits  que  nous  désigne- 
rons par  («,  71  — «),  cherchons  d*abord  ceux  d'entr'eux  qui 
renferment  la  lettre  a  :  pour  les  former,  il  faudra  joindre  à  la 
lettre  a  les  « —  i  lettres  qui  la  suivent  consécutivement;   et 
comme  la  Ibttre  qui  suivra  immédiatement  la  dernière  de  ce 
produit,  nd  pourra  être  employée,  on  ne  pourra  lui  adjoindre 
que  les  prodiiits  de  première  classe,  qu'il  sera  possible  déformer 
avec  les  m  — «—  i   lettres  restantes  prises   n  —  «  à  ti—  #  : 
le  nombre  de^ces  derniers  produits,  qui  sera  le  même  que  le 
nombre  total  des  produits  de  deuxième  classe ,  qui  doivent  ren- 
fermer la  lettre  a  ,  se    trouvera   donc   en  changeant  m   en 
m  — «— 1   et  n  en  71  — «  dans  la  précédente  formule,  ce 
qui  donnera  77i  —  n  pour  le  nombre  dés  produits  de  la  forme 
[]«,  71  — «]]  dans  lesquels  entre  la  lettre  a  :  faisant  successive» 
ment  «=i ,  =a ,  =3 ,  etc.  =71  —  i ,  le  nombre  total  des 
produits  de  seconde  classe  dont  a  fait  partie ,  sera  exprimé  par 

(71  —  1  )  (771  —  7i)  : 

a  est  clair  qu'on  ne  peut  supposer  «  =  71 ,  puisqu'à  cette  hy- 
pothèse répondraient  des  produits  de  première  classe. 

Ayant  ainsi  fait  de  la  lettre  a  tout  l'emploi  que  comporte  la 
nature  de  la  question ,  on  déterminera  le  nombre  des  produits 
de  seconde  classe  où  a  n'entre  pas  ,  mais  où  entre  b  ,  en  cher- 
chant combien  on  peut  '  faire  de  produits  de  cette  classe  avec 
m  —  1  lettres ,  nombre  qui  sera 

(71 — 1)  (771  — 71— 1)  : 

on  trouvera  pareillement  que  le  nombre  de  ceux  dans  lesquels 
il  n'entre  ni  a  ni  b,  mais  qui  contiennent  e,  est  exprimé  par 

(71  — i)(77i  — 71— a), 


654  ANALYSE 

«t  x!nsi  de  suite.  Enaorte  qu'on  aurx  popr  le  nombre  total  4 

produits  de  la  seconde  classe  , 

C,=C'»-OC('n-")+C'"-'— iH-Cni-n-a) +3+3+1^ 

c'est-à-dire  ,  en  observant  que  la  suite  entre  crochets ,  ett  n 

progression  par  différences  égales , 

C.   : 


.   (/t  -  O      "t~n+i 


Passons  aux  produits  de  troisième  classe.  Désignons  totijotm 
par  «  Ifl  nombre  de*  facteurs  qui  composent  la  première  série, 
et  cherchons  d'abord  ceux  de  ces  produits  qui  renferment  la 
lettre  a  :il  faudra  ,  comme  ci-dessus  ,  écrire  d'abord  à  la  droits 
de  cette  lettre ,  les  •  —  i  lettres  qui  la  suivent  consécutiTe»; 
ment  ,  supprimer  la  («+  i)"""  lettre,  et  faire  tous  les  pro*' 
duita  de  seconde  classe  que  peuvent  fournir  les  m  —  «  —  t 
lettres  restantes  ,  prises  n  — ^  «  à  n  — ■  •  ;  changeant  donc  m 
en  m  —  ■ —  i  et  n  en  n  — «  dans  l'expression  de  C, ,  il  «-iendrt' 
pour  le  nombre  des  produits  de  troisième  classe,  où  entre  a,  A 
où  la  première  série  contiendrait  «  facteur.<, 


fabant  les  b^othèsea  succeasiTCs  a^i,  ^a,  =3....:^n^9, 
et  observant  que  dans  ces  prodnita  de  troîaîème  classe ,'  le 
nombre  des  lettres  facteurs' dans  l'une  des  séries  ,  ne  peut 
excéder  n  —  a ,  on  aura  pour  la  totalité  de  cenx  dea  prodnili 
de  la  troisième  classe  dont  a  fait  partie , 


De  cette  formule  on  conclura  le  non^ire  des  produits  qui 
se  renfiiniiaQt   pat  a ,  contieiuieiit  b  ;  la  nombre  de    ceux 
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qui  ne  renfermant  ni  a  ni  &  ^  contiennent  c  \  et  ainsi  de  suite  ^ 
en  y  changeant  successivement /comme  ci-dessus^  m  en  m —  i , 
en  m  —  a  ^  en  m  —  3. ...  ;  et  remarquant  que  le  dernier  de 
ces  nombres  ^  doit  être  n  -f*  ^  >  parce  qu*il  faut ,  au  moins ,  ce 
nombre  de  lettres ,  sous  la  condition  d*en  passer  deux  dans 
chaque  produit  de  troisième  classe  :  on  trouvera  ainsi 

Cs= • •-  [(m — 7i)(77i*-n— i)+(7ii-n-i)(m-n-a)+. . . . 

+4.3+3.a+a,i], 

ou ,  en  sommant  la  série  comme  on  Ta  vu  plus  haut, 

■ 

71 — I     n— a    m — n+i    m — n    m — n — i 


C,=: 


a 


On  aperçoit  facilement  la  loi  de  ces  résultats ,  et  l'induction 
conduit  à  poser  généralement , 


^  n — 1     n — a  n — p^i     m— ti+i 


i  a  p — i  1 

m— 71  m-*— /»— p+a 

•~^ ~p     ' 

inddctîon  qui  se  vérifie  d'ailleurs  par  ub  raisonnement  très-usité 
en  pareil  cas. 

n  est  clair  que  le  nombre  total  des  produits  differens  nkn 
que  peuvent  fournir  les  m  lettres  a,  b^  c,,.,  est  égal  à  la  somme 
des  nombres  qui  expriment  combien  il  y  en  a  dans  chaquo 
classe  ;  ensorte  qu*on  a 

m    m— 1     m— a  m— n+i 

1  *      a  3     n 

=  C/+  C.+  C3  + +  Cp+ +C,; 

mettant  dans  cette  équation  pour  Ci ,  C. Cp C» , 

leurs  valeurs ,  on  parviendra  à  ce  résultat  qui ,  indépendâfmment 
d#  1^  théorie  des  combinaisons ,  présente  un  fait  analytique  assez 


M. 


%^ 


+"-^-^^^ 


+ 

„_,  „_3      n-p+1  m-n+x 


en  observant  que  Cn  résulte  de  C^  eu  changeant  p  en  n  daiu 
l'expresaioa  de  C^,  et  Fainant  les  réductiong. 

Eraminnns  combien  il  peut  y  avoir  ,  dan*  cliaque  classe  ,  de" 
produits  de  chaque  genre  et  de  chaque  espèce. 

Conyenoua  de  dé^gner  généralement  par  G,,  le  nombre  det 
produits  d'un  genre  donné  qui  se  trouvent  dam  la  classe  p,  et 
par  E;,  ie  nombre  de  ceux  d'une  espèce  donnée  qui  se  trouvent 
dans  un  genre  donné  appartenant  à  la  même  classe  p. 

n  est  d'abord  évident  que  tous  les  produits  de  la  première 
classe ,  sont  à  la  fois  de  même  genre  et  de  même  espèce , 
eiuorte  qu'on  a 

G,  =  "- ■+■  ,       E   =  "-''+' 

1  1 

Passons  aux  produits  de  la  seconde  classe  ,'  et  considérons  ea 
particulier  ceux  de  l'espèce  [^m,  n  —  « 3  =  "*'*"  rechercherons 
d'abord  combien  il  y  a  de  ces  produits  qui  renferment  la 
lettre  a.  Cette  lettre  a,  suivie  des  •  — i  qui  lui  succèdent 
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dans  Tordre  alphabétique,  devant  être  combinée  avec  lea 
produits  de  71  -—  «  lettres  consécutives ,  ou  avec  les  produits 
de  première  classe  que  fournissent  les  m  —  «  —  i  dernières 
lettres ,  prises  /t— «  à  n—  m  ,  en  observant  que  de  «  à  ti-— «  ^ 
il  y  a  une  lettre  passée  ,  il  faudra ,  pour  avoir  le  nombre  des 
produits  de  cette  espèce  ,  changer  dans  C( ,  G|  ou  £, ,  lo 
nombre  m  en  m  —  #— i  etn  en  n— «,  ce  qui  donnera 
m— -n  pour  le  nombre  des  produits  de  Tespèce  [^m,  n— «]] 
qui  renferment  la  lettre  a,  comme  on  Ta  trouvé  précédemment. 
Faisant  successivement  m  =  m— i,  =771  —  !î....  =  /i+i> 
pour  avoir  ceux  de  ces  produits  qui  ne  renfermant  pas  a ,  con- 
tiemient  A ,  qui  ne  renfermant  ni  a  ni  6 ,  contiennent  c,  etc. , 
ot  sommant  la  série ,  on  trouvera 

m — 71+1      m  — 71 
JE»  ^  ~  •  — — . 

1  â 

Pour  passer  de  l'espèce  £•  au  genre  G» ,  on  rémarquera 
qa^en  général  le  nombre  des  produits  de  ce  genre ,  est  égal  au 
sombre  des  arrangemens  différens  dont  «  et  n  —  «  sont  suscep- 
tibles, nombre  =  i.â;  on  aura  donc 

^  -  771 — n-}-i      rn  —  n 

!>•=  1.S.J!m|=  l.fl.  •  ■     • 

1  fl 

Ginsidéroas  ensuite  les  produits  de  troisième  classe  ,  et  re- 
cheithons  combien  il  s*en  trouve ,  dans  cette  classe ,  de  l'es- 
pèce []«,  Cy  n  —  «—  ^3'  P^ce  que  de  là  il  sera  facile  de 
passer  aux  produits  de  troisième  genre.  Ne  considérons  d'abord 
que  ceux  des  produits  de  troisième  classe  qui  renferment  la 
..  kt^e  a  :  cette  lettre  doit  y  être  suivie  des  «  —  1  lettres  qui  lui 
sont  consécutives  dans  l'ordre  alphabétique  ,  et  cette  première 
série  dpit  être  combinée  avec  tous  les  produits  de  second» 
clasfe,  et  de  l'espèce  [C,7t — «  —  C]  que  peuvent  fournir 
les  771  —  m  —  1  dernières  lettres ,  prises  n  —  «  à  n — «  :  chan- 
geant donc  dans  Ea  les  nombres  771  et  71  en  771  —  «  —  1  et 
n  -^  «,  ^  aur^  pour  le  nombre,  des  produits  de  cette  espèce 

4a 
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«jui  renferment  la  lettre  a , 


changeant  successivement  m  en   m — i  ,  m^a R -f-B 

dam  cette  formule ,  et  ijommant  la  série  résultante ,  il  lieaib 


Quant  à  G3 ,  il  est  clair  qu'il  sers  égal  à  E3  multiplié  pv 
U  nombre  des  arraugemens  dont  ',  C,  n  —  m  —  C  sont  sus- 
ceptibles ;  et  comme  lorsque  ces  trois  quantités  sont  diffA 
rentes  ,  le  nombre  des  arrangemens  est  i .  a .  3  ,  on  aura 

Gj  =  i.a.3. ■ .  — -—  . 5 . 


On  pourrait  facilement  poursuivre  de  cette  manière  ;  mait 
il  est  déjà  facile  d'aperccToir  ,  et  il  est  aisé  de  se  convainor» 
par  un  raisonnement  rigoureux,  qu'on  doit  avoir  ,  en  géoéral , 


i^=ii.a.5...p 


a     ■         3        

m— n+i   m—n  m-^it— 1 


-noû  il  «st  -eMootiel  de  remarquer  que  cette  dernière  foramlf 
n'est  exacte  ,  qu'aotant'  que  Isa  nombrae  ■ ,  C ,  y  ,  etc.  s«Dt 
tovà  joégaiBE.  BaoB  le  ou  où  quelque»Mins  d'eBtr'enx  tonl 
igaiK ,  il  arrive,  en«S«t,que  le  nombre  de*  anangemeas  dod 
^  ils  sont  auaceptU^M  ,  «e  troare  diminué.  Supponna  donc  qui 
l'on  ait  m  nombres  égua  à« ,  ff  noodnes  égaux  i( ,  y  nombrei 
iffàai  i  y  >  et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui  dcaseni 


/+^  +  »'+ =  ,; 


\ 


ALGÉBRIQUE.  639 

la  valenr  de  G^  deviendra  alors 

^      — ■ —  —  — -  — —  - Ë -  . ^ 


Of 


I»— n+i      m  —  n  m— *yi — p+st 

PS  "^^"^  •        '         ••••••  • 


Ces  formules  C^,  E^,  Gp   sont  celles  qui^  divisées  par  le 
nombre  des  tirages  possibles ,  résolvent  les  questions  énoncées. 

Problème  XXIV.  On  pourrait  aussi  demander  :  Quelle  est  la 
probabilité  que  les  numéros  propres  à  former  un  tirage  dune 
classe ,  fun  genre ,  ou  (Tune  espèce  déterminés ,  sortiront 
dans  un  ordre  déterminé  ? 

On  résoudra  cette  question  en  multipliant  la  probabilité  que 
les  numéros  sortans  satisferont  à  la  première  condition ,  par  la 
probabilité  que  ces  numéros  y  satisfaisant ,  auront  un  ordre 
de  eortie  conforme  à  la  seconde. 

Problème  XXV.  Concevons  dans  une  urne  r  boules  marquées 
du  n^.  i  ,  I  boules  marquées  du  n^,  a ,  r  boules  marquées  du 
n*.  5  9  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  n^,  n;  ces  boules  étant  bien 
mêlées  dans  l'urne ,  on  les  tire  toutes  successivement  y  et  on 
demande  la  probabilité  quil  sortira  »  au  moins,  une  de  ces 
boules  y  au  rang  indiqué  par  son  numéro. 

Une  boule  ne  pouvant ,  suivant  la  condition  énoncée ,  sortir 
à  son  rang  que  dans  tes  n  premiers  tirages  ,  on  peut  faire 
abstraction  des  tirages  suivans. 

Calculons  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  les  n  pre^ 
miers  tirages. 

Considérons  une  des  boules  marquées  du  n**.  i ,  et  supposons 
qu'elle  sorte  à  son  rang  ou  la  première  :  il  restera  m  —  i  boules 
fpd  9  dans  les  n  —- 1  tirages  consécutifs  ,  donneront  lieu  à 

(m—  i)(n»  — a) (m  —  »+i) 

«rrangemens  :  comme  cette  supposition  pents'appliqueràcbacune 
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des  r  boules  du  n^.  i ,  on  aura 

r  (m— i)  (m'— a) (m— -n-f-i) 

pour  le  nombre  des  cas  relatifs  on  favorable»  à  Thypotlièse 
quune  des  boules  marquées  n^.  i^  sortira  à  son  rang.  Le 
même  résultat  ayant  lieu  sous  Vhypothèse  qu'une  quelconque 
des  m  boules^  sortira  au  rang  indiqué  par  son  nnméro, 
on  aura 

rn{m —  i)(r/i—  a) (m — »+i). (a) 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule,  au  moins» 
sortira  à  son  rang,  pourvu  qu*on  en  retranche  les  cas  répétés, 
comme  nous  allons  l'expliquer. 

Pour  déterminer  ces  cas ,  considérons  une  des  boules  du  n**.  i 
sortant  la  première ,  et  une  des  bonles  dn  n*.  %  sortant  k 
seconde  :  ce  cas  est  compris  deux  fois  dans  ta  formule  pHk^ 
dente  \  car  il  est  une  fois  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la 
supposition  qu'une  des  boules  numérotées  i,  sortira  à  son  rang, 
et  une  seconde  fois  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  siq>posh* 
tion  qu'une  des  boules  numérotées' a,  sortira  à  son  rang  ;  et 
comme  cette  observatîoa  s'étend  à  deux  boules  quelconques 
sortant  à  leur  rang ,  on  voit  qu  il  faut ,  du  nombre  des  cas  pré- 
cédens ,  retrancher  tous  les  cas  dans  lesquels  deux  boules 
iiortent  à  leur  rang. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  deux  boules  de  numéros  dif* 

férens,  est  r*  :  en   effet,   le  nombre  des  numéros 

a 

étant  n  ,  leurs  combinaisons  deux  i  deux  sont  en  nombre 
: ,  et  dans-  chacune  de  ces  combinaisons ,  qui  se  ré- 
duisent à  des  produits ,  on  peut  combiner  les  r  boules  marquées 
d'un  numéro,  avec  les  r  boules  marquées  de  l'autre  numéro  ; 
il  faut  donc  multiplier  la  formule  précédente  par  r*.  Pour  cha- 
cune de  ces  combinaisons  ,  le  nombre  de  celles  des  m  — a 
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boules  restantes  ,  prises  an  —  an— «Ajest 

(m— a)  (m  — 3).  .  .  .  .  (m  — n+i)*^ 

Ainsi  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposition  que  deux 
boules  sortent  à  leur  rang ,  est 

"^"~'V(m  — a)(m— 5) (m— n+i); 

en  le  retranchant  du  nombre  (a) ,  on  aura 

nr(ra  —  i)  (m  — a) (rn—n+i) 

— ^i2:iiir*(m— a)(m— 3)....(nl— B+i) (a') 

m 

pour  le  nombre  de  tous  1^  cas  dans  lesquels  une  boule  ^  au 
moins ,  sortira  à  son  rang ,  pourvu  que  Ton  retranche  encore 
de  bette  expression  les  cas  répétés,  et  qu'on  lui  ajoute  ceux  qui 
manquent. 

Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  trois  boules  sortent  à  leur  rang  : 
en  nommant  h  ce  nombre ,  il  est  répété  trois  fois  dans  le  pre- 
mier terme  de  Texpression  (a')  ;  car  il  peut  résulter,  dans  ce 
terme ,  des  trois  suppositions  de  chacune  des  trois  boules  sortant 
à  son  rang  :  le  même  nombre  k  est  pareillement  compris  trois 
fois  dans  le  second  terme  de  la  même  fonction  ;  car  il  peut  ré- 
sulter de  chacune  des  suppositions  relatives  à  deux  quelconques 
des  trois  boules  sortant  à  leur  rang  ;  mais  ce  second  terme  étant 
aifecté  du  signe  — ,  le  nombre  k  ne  se  trouve  pas  dans  la  fonc^ 
tion  (a^)  ',  il  faut  donc  le  lui  ajouter ,  pour  qu'elle  contienne  tous 
les  cas  dans  lesquels  une  boule ,  au  moins ,  sorte  à  son  rang  :  le 
nombre  ctes  combinaisons  de  n  numéros ,  pris  trois  à  trois ,  est 

— 4^ '  ,  et  comme  on  peut  combiner  les  r  boules 

a. 3  ^ 

d'un  des  numéros  de  chaque  combinaison  ,  avec  les  r  boules  du 

second  numéro,  et  avec  les  r  boules  du  troisième  numéro  ,.  le 

nombre  des  combinaisons  de  trois  boules  de  numéros  difTérens  > 
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»era  ^^-^ ^ .  ^  :  d'ailleurs  le  nombre  des  coaûn- 

naiaoQs  des  m — 3  boules  restantes,  prises  n— 3  à  n — 3,  est 
Cm-5)Cm-4) C-n-n+O; 

donc  le  nombre  total  des  combihaisona  dans  lesquelles   trois 

boules  sortent  à  leur  rang,  est 

}"*'"~^^3°~°Vx(m-3)  (r»-4) Cm-„+,v' 

Si  l'on  ajoute  ce  produit  à  la  fonction  (a") ,  on  aura 

„r(™-.)  (™-2) (™-n+0 

^r"  (ra— a)  (rn— 3) (ra— n+i) 


-('»— i)^ 


1 


fonction  qui  exprime  le  nombre  de  tons  les  cas  dans  lesquels 
'  une  boute  ,  zw,  moins  ,  sort  à  son  rang  ,  pourvu  que  l'on  re- 
tranche encore  les  cas  répétés,  c'est-à-dire,  ceux  dans  lesquels 
quatre  boules  ,  au  nioins  ,  sortent  à  leur  rang.  Si  l'on  applique 
les  raisoimemetis  précédens  à  la  rbchercbe  de  ces  cas,  du  trou- 
vera que  leur  nombre  est  , 

^^3^;^ rtl"»— 4)  C"*— 5) (m_n+i). 

En  continuant  ainsi ,  ou  aura  pour  l'expression  du  nombre  des 
-  cas  dans  lesquels  une  boule ,  au  moins  ,  sort  à  son  rang , 
/ir(ni— 0  (m— a) (m — n+i)^ 


"("-0 


T'en»— a)  (m— 3) (m— n+i)/ 


+  "^"""^y"^H("*-3)  (m-4) (m-n+i)/'  (A), 

-"^''~'^^g:y""^^'<"--QCm-5)'-C^-'H-) 
-)-etc., 
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la  série  étant  continuée  auMi  loin  qu'elle  peut  l'être.  Danâ  cette 
fonction ,  chaque  combinaison  D*est  pas  répétée  :  ainsi  la  con>« 
binaîson  de  s  boules  sortant  à  leur  rang,  ne  s^y  tronte  qu'une 
fois  ;  car  cette  combinaison  est  comprise  5  fois  dans  le  premier 
terme  de  la  fonction ,  puisqu'elle  peut  résulter  de  chacune  des 

s  boules  sortant  à  son  rang  :  elle  est  retranchée  -^^ — ;— ^ 

s 

fob  dans  le  second  terme  ,  puisqu'elle  peut  résulter  des  eoB>* 
binaisons  deux  à  deux  des  s  boules  sortant  à  leur  rang  ;  elle 

est  ajoutée  -^^ -^ fois  dans   le  troisième  terme, 

a. 3 

puisqu'elle  peut  résulter  des  combinaisons  des  s  boules ,  trois 

à  trois  ,  et  ainsi  de  suite  :  elle  est  donc,  dans  la  fonctiou(A)^ 

comprise  un  nombre  de  fois  exprimé  par 


S  fl.O 

En  dîfisant  la  fonction  (A)  pal*  le  nombre  des  cas  possibles , 
exprimé  par 

m(ns— i)(i7i  — fl).  .....  (m — n+i), 

on  aura  pour  expression  de  la  probabilité  qu'une  boule ,  au 
moins ,  sortira  à  son  rai^ig , 

fl(m—  1)"^  a.3(m — i)(m— >a) 


a.3.4(m— i)(m— a)(n>~3) 

M.  Laplace,  en  généralisant  ce  problème,  a  cherchél'ex- 
pression  de  la  probabilité  que  s  boules ,  au  moins ,  sortiront  à 
leur  rang  ;  mais  nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  cette 
solution. 

188.  On  a  vu  (1 83  et  ,184)  la  différence  qui  existe  entre  l'espé^ 
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rance  matbématîqne  et  l'espérance  morale  ;1' espérance  malliém»; 
tique  résultante  àe  l'attente  probable  d'un  ou  de  plmieur»  biens, 
étant  le  produit  de  ces  biens  par  la  probabilité  de  )ea  obtenir^ 
elle  peut  être  évaluée  par  l'analyse;  l'espérance  morale  étant  la  ( 
produit  de  la  fortune  morale  par  Ift  probabilité  de  l'obtenir,,  j 
la  difficulté  est  d'assigner  cette  fortune  morale.  A  cet  effet,  . 
X  étant   la    fortune  physique   d'un  individu ,  l'accroissemeitt 
infiniiuent  petit  qu'elle  reçoit  et    que  nous   oommerons  dx, 
produit  à  l'bdividu  ud  bien  moral  réciproque  à  cette  forttiM  1 
(i85);  l'accroissement   de  la  fortune  morale  peut  donc  étra  4 

exprime  par ,  k  étant  une  constante  ;  ainsi  en  désignant   ' 

par  y  la  fortune  morale  correspondante  à  la  fortune  physique  Xp 
on  aura  (Cale.  dilT.  et  iutég. ),  i 

_y  =  —  ,      d'où      y  =  hlx  +  Ih, 

h  étant  une  constante  arbitraire  queVon  détenniaera  anmoyoi  j 
d'une  valeur  de  y  correspondante  à  une  valeur  donnée  de  x. 

Problème  XXVI.  Deux  joueurs  A.  etB  jouent  à  croix  et  pi]» , 
aiTc  la  condition  que  A  paie  ri  B  detiv  francs  si  croix  arri\-e 
tm  premier  coup;  quatre  francs  si  croix  arrive  au  second  coup  ; 
huit  francs  si  croix  arrive  au  troisiinte  coup ,  et  ainsi  de  suite 
just}u'au  n"*  coi^  ;  on  dethande  ce  que  B  doit  donner  à  k  en 
commençant  le  jeu,  pour  légalité  maikéma^ue  du  jeu? 

Il  est  TÛîble  que  l'avantage  de  B  ,  relatif  au  premier  coup , 
est  un  franc  ;  car  il  a  ^  de  probabilité  de  gagner  a'  i  ce  coup  : 
son  avantage  relatif  au  second  coup,  est  pareiU«ment  nn 
franc  ;  car  il  a  j  de  probabilité  de  gagner  4'  it  ce  coup ,  et 
ainsi  de  suite ,  ensorte  que  ta  somme  des  avantages  relatib  aux 
n  coups  ,  est  n  &ancs  que  B  doit  donoer  d  A  pour  t'égalité 
mathématique  du  jeu  :  cette  somm^  déviant  infinie  si  le  jeu  , 
continae  à  l'infini.  Cependant  personne  oe  risquera  à  et  jeu  > 


l 
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une  somme  même  modique ,  telle  que  loo  francs.  Pomrpeu  que 
Ton  réfléchisse  à  cette  contradiction  entre  le  résultat  du  calcul 
et  l'indication  du  simple  sens  commun ,  on  yoit  qu*elle  tient  i 
ce  que  si  l'on  suppose ,  par  exemple  ,  n  =  5o ,  ce  qui  donne 
sfi^  pour  la  soDune  que  B  peut  espérer  an  5o*  coup ,  cette 
somme  immense  ne  produit  point  à  B  un  avantage  moral  pro- 
portionnel à  sa  grandeur  ;  car  il  y  a  pour  lui  un  désavantage 
moral  à  exposer  5o  francs  pour  obtenir  a^  avec  la  probabilité 


1 


extrêmement  petite  -3^.  de  réussir. 


or 


Nous  allons  reprendre  h  solution  de  cette  question ,  en 
faisant  entrer  la  formule  morale  en  considération ,  d*après  le 
principe  précédemment  établi. 

Nommons  a  la  fortune  de  B  avant  le  )«n ,  et  x  ce  qu*il 
donne  au  joueur  A;  la  fortune  de  B  devient  a-— x-f-a^  si 
croix  arrive  an  premier  coup  ',  elle  devient  w^x  +  a^,  si 
croix  arrive  au  second  coup ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  coup  n , 
où  elle  devient  a— -x-f-a",  si  croix  n'arrive  qu'au  /i""*'  coup. 
Mais  la  fortune  de  B  est  a  7-  x  ^  si  croix  n'arrive  pas  dans 
lesi  n  coups  après  lesquels  la  partie  est  supposée  finie.^  événe* 

ment  dont  la  probabilité  est  -;^.  En  multipliant  les  logarithmes 

de  ces  diverses  fortunes  par  leurs  probabilités  respectives  et 
par  k ,  puis  à  cette  somme  ajoutant  Ih ,  d'après  la  formule 
précédente,  on  aura-la  fortune  morale  de  B,  en  vertu  des  con-« 
ditions  du  jeu ,  égale  à 

iW(a— x+a)  +  ^W(a— x+a*).... 

••  ••  +  "î*'(^"~*^  +  ^")  +  ";i  W(a— x)+  /.A. 

Mais  \  avant  le  jeu  ,  la  fortune  morale  de  B  était  kl,a+J.ki 
égalant  donc  ces  deux  formules ,  pour  que  B  conserve  toujoun 
la  même  fgrtune  morale  j,  on  aura  d'abord^  après  avoir  divi^ 
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par  h  et  supprimé  de  part  et  d'autre  i.h , 


Faisons  a  —  a:  =  o",  d'où  a=a'  +  Xf  et  nous  aurons 

;  («■+»)'  t"'+>'r {a'+»")'^  «'"•  =  /  (a'+i). 

ïlâîntenant,  on  peut  passer  des  logarithmes  aa  nombre,  ceqm 
donnera  l 

(..■+a)V-Hi-)'. .  ..(<.'+a-}"^«'"^=  Co'+i). . .  .(I)  :        i 
faisons  de  plus  ^=:«,  et  cette  formule  deviendra  J 

«■''*"°^"^' ■  "^"^"^(1 -H-rc.+a'.r . . .  (1 +s.r= «-(1 +«:): 

les  facreim  (i+3«)*,  (i  +a*«)''  ,  etc. ,  vont  en  diminuant  sa» 
cesse,  et  leur  limite  est  l'unité;  car  en  considérant  deux  da 
ces  facteurs  couaécutifB ,  on  a 

Ci+a'-)»'>(i  +  a'-«-'«)^. 

En  effet,  |en  élevant  de  part  et  d'antre  i  la  puissance  a**" , 

ce  qui  reTieot  à  rault^er  le  premier  membre  par  (i-f-a'*}*! 
on  aura 

1  +  a^'-+  a"»*  >  1  +  a^« , 

et  sons  ceRe  ferme  >  l'inégalité  devient  évidente.  De  plus ,  W 

logarithme   do  (  i  +  a'a  )' 


^ 


# 
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«t  il  6fit  yiaible  i^iie  cette  fosotion  d«neat  wllc  dans  le  ois  de 

i  infini  ^  ce  qui  çuge  que«  dans  ce  cas  »  (  1  -{-  a'«)^'  apit  l'uniti* 
Soit  n  infini  dans  Téquadon  (1)  ,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
avantageux  à  B ,  puisqu'alors  la  partie  se  prolonge  à  Tinfini  ; 
sous  cette  hjrpothèse,  et  en  remplaçant  a!  par  sa  valeur  a^x^ 
et  supposant  a-^  x=s  100 ,  Téqnation  (1)  deviendra 

1  »  i 

(ioo+q)*(ioo+4)'(ioo+8)*  +  etc.  =â, 

d*où  il  s'agit  de  déduire  la  valeur  numérique  de  a  ;  mais  d'après 
l'observation  précédente  ,  il  faudra  employer  un  très^and 
nombre  de  facteurs ,  et  j*ai  trouvé  qu'en  prenant  vingt  de  ces 
facteurs^  la  somme  de  leurs  logarithmes  était  a^oSaagaS^  qui 
répond  au  nombre  107,719,  ou  à  peu  près  107^,7» ,  et  qu'alors 
on  n'est  pas  même  certain  des  dixièmes.  Pour  pouvoir  compter 
sur  le  chiffre  des  centièmes  ,  il  faut  pousser  le  calcul  beaucoup 
plus  loin ,  et  on  est  conduit  à  cette  valeur  a  =  107,89.  Ainsi 
la  fortune  physique  de  B  étant  primitivement  de  107^,89,  il 
ne  doit  risquer  prudemment  que  7^,89  au  lien  de  la  somme 
infinie  que  le  résultat  du  calcul  indique ,  lorsqu'on  fait  abstrac-* 
tion  des  considérations  morales.  Ayant  ainsi  la  valeur  de  a  rela« 
tive  à  a'  =  100  ,  il  est  facile  d'en  conclure  sa  valeur  relative 
à  a'  =  aoo  :  en  eifet,  on  a  ,  dans  ce  dernier  cas,  et  en  obser- 
vant que  le  nombre  des  facteurs  est  infini , 


a=(aoo-{-2)*(2oo+4)**etc.==a(ioo+0*(ioo-|-a)*(ioo+4)',etc. 
Mais  on  vient  de  trouver 
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(100  + a)* (100 +4)»  etc.  =  (i07,89)»  ; 


ANALYSE  ALGÉBRIQUE. 


Aïiui  la  fortune  physique  de  B  étant  primltiTemeat  ao8^^ , 
il  ne  peut  risquer  prudemment  à  ce  jeu  au-delà  de  8^78. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  la  solution  de  cea  qoestioas, 
nous  réservant  de  reprendre  cette  matière,  et  d'en  faire  le  sujet 
d'un  traité  particulier,  à  la  portée  de  ceux  des  lecteurs  qui  bW 
raient  étudié  que  nos  deux  sections  de  l'Algèbre. 
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1850. 
LIBRAIRIE 

)UR    LES  MATHÉMAllQUES,  LA  MARINE  ET  LES 

SCIENCES  EN  GÉNÉRAL. 

EXTRAIT  DU  CATALOGUÉ 

es  Livres  qui  sê  irouvêni  chez  Bachelia  (SacC  de  feu  M"*TeaTe 
Gn7RCi£R)i  libraire^  quùideê  AuguêikiB,  n*SS,  a  Paau. 
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IlBLES  de  LOGA1IITH1IE8,  de  LALAINDE,  itnâun  h  SEPT  DECI- 
IIALES9  par  IVIamie,  prccedces  cl*une  Instrnctiop.  dons  laquelle  on  fuie  coiv- 
uttrc  les  lioiitet  dfs  erreun  qui  pçiiyent  résulter  de  IViQploi  des  Logarithmes  des 
lombrcs  et  des  liîincs  trigonométriques;  par  Je  Baron  Rethaud,  ezamioateur  des 
aindidais  |K>ur  TÉicole  P«ily technique,  etc.  i8ag;  1  toI.  in-ia,  5  fr.  5o  c. 

lUYRAGES  ADOPTÉS  PAR  L*UHIVERSITÉ  DE  FRANCE, 

POUR   li'EVSEIOKnCEMT   DANS  LES  OOX«LiGSS,    etC.  y   etC. 

,  f rafles  de  M.  LACROIX,  Afem^re  de  Vinstitut  et  de  la  Lérion-d* Honneur , 
Doyen  des  Sf^iences  h  i*Unwert\téy  Professeur  au  Collège  ao  France ^  etc. 

»l]RS  DE  MATHÉMATIQUES  à  l'usage  de  l'École  centrale  des  Qnatrr- 
iflatîooB,  OuTTagc  adopté  par  le  Goamnement  pour  les  Lycées,  Ecoles  secoii- 
«ires,  Collég««,  etc.,  10  vol.  in^. ,  ^  fr. 

Chaque  volume  du  Cours  de  M.  Lacioît  se  vend  séparément ,  savoir: 

lilc'clcmentaired^Arithinctique.iS"  édition,  i83o,  9  fr. 

rnens  d* Alaèbre ,  1 4*  édition ,^  i8q5  ,  i  fr. 

nicnsde  Ucomélrtey  1^* édition,  f83o,  ^  4  fr. 

I  ité  élémentaire  de  Trigonométrie  rcctilîgne  et  sphériqne,  et  d'Application  de 
JVlcèbre  fc  la  Géométrie,  8*  édition ,  1897,  A  fr. 

'aaplcmen t des  Elémeus  cr Algèbre ,  5*  édition .  i8a5,  4  f*** 

nplémcnt  des  Elémens  de  Géométrie  |  ou  Elémens  de  Géométrie  descriptiTe, 
■édition,  1819,  3  fr. 

île  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  iniésral,  4*  édit.,  1837,  8  fr. 
&is  sur  renseignement  en  général,  rtsnr  celui  des  Mathémniiqnes  en  particulier, 
ca  Manière  d^étudier  et  dVnsciffner  les  Mathématiques,  1  volume  iii'^.;  troisième 
rlilion,  revue  et  augmentée,  1838,  5  fr. 

ité  clcmentairo  du  Calcul  des  Probabilités,  in-8 ,  3*  édition,  1899,  avec  une 
I  anche,  "*  5  fr. 

odnction  k  la  Géographie  mathématique  et  physique,  a*  édit.,  în-8.,  avec  cartes, 

MÎË  COMPLET  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INllÈGRAL,  3  vol.* 
^-4,  (56  fr. 

e  Traité  élémentaire  d*j4rithmétique;  les  Elémens  d*Afgèbre  y  qui  ne 
tiennent  que  les  principes  et  les  méthodes  d'une  application  usnclle;  les  Élé- 
1^  de  Géométrie^  où  rAutcnr  a  t&ché  de  concilier  les  rigueurs  des  démonsira- 


'niiel  et  ile  Calcul  intégral,  L'Auteur  a  érité  IVmploi  des  formules  de 
^èbre  supérieure,  afip  de  ne  pas  retarder  rentrée  des  Elèves  dans  la  Mécanique 
^•applications,  qui  sont  ordmairement  le  but  principal  do  Pétndc  des  Matné- 
icjnes.  Il  n'a  cc^se,  à  chaque  édition,  de  perfectionner  les  deuils  de  ses  ouvrages 
s  veiller  h  leur  correction. 

UROON,  Inspecteur  de  C  Université  de  Paris,  Ernptinateur  des  jispirane 

l' École  poWtechniqut,  ELÉMENS  D'ARITHMETIQUE,  1  vol.  ini8., 

'ëditimi.  i83o,  .     "  5  fr. 

*  ELÉMENS  D'ALGÈBRE 9  5«  édition^  1  foriToI.  îa-8.,  i8a8,    7  fr.  5o  c 


(^)  1 

BOURDON.    APPLICATION    Dt    D'.ILG^BBF,  A    LA    GÉOMÉTRIE; 

.'    a»  éJiiipn,  un  Tan  loL  io-B.  nec  i5plaact>«,  loiH,  î  fr.  So  r. 

Bih'i,  TM>îh.htr  â«  l'In.tiwl,  bcotaaat  w  CnlUîst  de  PrWre,  «le,  TRAITÉ 

ELEMENTAIRE  D'AS'fRONOMtE  PlOfSItjlJE,  lUiine  i  l*«aeigmeni«il 

dii»l«CoIlr«ei,etc.;3fan>>o).<n-H.,  iBm.  3o  fr. 

*.  PHYSIQUE  MÉCAISlgUE,  ttutuio  de  ['«Ueniaad  de  Fucber,  otm  onua. 

^'.jdicicin,  concii^iiMwieiitausTQcnicta,  iu-»,  i8}u.  ?  ït.  StàJ, 
ESSAI  DESECK«ETRffiANALYnQtE.pi<Ut|ii<«in«ci»wh«.  et  sM»^ 

fiera  do  («'(in4oirft«Lm-Ë.,aHc  lopl.,  iflaS.j'erl.,  rn.'.eofr,  «(«ue™.  bf.  5i>û 

^'NDlTOTiS  ELEMÈnTAlRfS  DE  STATIQU)-:  aMEimi  «uk  )<iiiu«.mS 

qui  M  pr^Arent  poor  I'ÈcoIb  PoiytccIiDÎqne  et  nui  ■uiTont  lii  Cuun  itc  t'Ëc<u' 

■Jo  Sainl-Cjr;  i  toI.  ii>-S.,  iSaB ,  ^  Sfr.^Se^ 

SPEFEBVWE  DE  FOUHCÏ  ,  Einmianw.ir  de-.  Antiran.  ft  V¥.t«lt  roralc  Pqjj.b*. 

«tiatie,  docwntÈvuicQco.tir.  LEj;0»!)  UEtiÊUHETJlŒ  ANA^YXIDUÊU 

dunnéeiau  CoU^eraj:il  du  SainL-Louii,  dans  IL-Ujudtcaon  uiitedc*  Prolifli^J 

,        daiermini'*,  delii  licne  droite  ctdo(  lunef  duluL-onilnnlrr;  i  vol.  hi-S. ,  S f.  R a>  ] 


dci  Candidau  du  l'Ecole  Polytcch. ,  etc7,  in^. ,  i3>  lidii.  iicnot. ,  l'flsS,  3  ft.  Sa  c 
La  tttte purte  vend  tûtianimeat,  *tu. 

Lc4  Noir*  se  fcnilcnt  aussi  ii-nan.'meni ,  »  A-.  SftiA 

AL.GESHE  ei  Atiplicaiicm  Ae  cciM  loicnca  k  l'Arîihnâlqaa  H  i  b  Gi!oiin!m«> 

nnQTcllv^iiion,  r«»ue  *l  BuamenWe^Snieiforiiimduea;  par  A.'A.-L.  R»*  ■ 

MIOD,  Eviminaunc  des  Candiduii  à  I  Ecole  Polj'tcelmi^e,  etc. ,  ia-9,,  18)9,^/. 

Le  texte  pur  10  Tend  (^[JnMU,  i  À< 

Le*  IVatrs  SL-  vendent  auui  iiiinnnieiil,  j  &, 

•^  GÉOMEÏHIE  cniiteimnt  la  Trieçnomécrie  (.-(ilifjiifl  el  U  Tripnonttrir . 

■pliériqae;  Dolea  tac  la  Géamtxtic,  Elément  du  GéomAtM  descrijuitc  et  Pw» 

blémcaj  puREmuD,  7*  ^ib  avec  ai  planches,  181g.  6nf 

'■e  texte  pur  ic  vend  it-paiiimenl ,  i  ^' 

risNolet  se  tendent  aLssi  sepurdment ,  4  '*' 
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DEB _  -_ 

Vtnaiiîet.   MANUEL  D'ËLECThlCiTÈ' , . 

l'Actîm BDinlIi  dei  condaateua  éleciriqiui  udw  aimau,  Mrtrk  MovdlB 
TbcMia  du  MaûéiifOM,  pour  faire  luiia  à  toiu  le*  tittaù  Ot  Phrtlfm 

BAUT.  THAiTÎÈ  ËLEM^^Araë'DEÏâtSIQUfi,  adoptf  nu  kCMM^ 
ranl  4«  rioMnictioa  {iBbliqDe  pour  renseignement  dtEUlMCall^M,tMiWtet 
MttiOD,  contid^rnblemeni  anemenle'a,  1  roi.  în4. ,  iTee  latA,:  ,      iSIr, 

MONG&  TRAITE  KLEMENTAIRE  DE  STATIQUE,  t l'nMg*  dei  Éei^de 
la  Marioe;  G*  ^itlon,  ia.fi.,  mfte  par  M.  HacLAie,  ex-ltMdiatein  k  l'Beste 
Polyiedmiqne,  ProfeMeiiT  d«  MaiMmatiqnea,  eto.,  iSjS,         .   -       3  f r.  Soc. 

LEROY  rt^fetwor»  TÈenle  Poljtacliniqùe).  COURS  DEX'ECOLE  POLY- 
'rECHnlQUE;  ANALYSE  APPLIQUEE  A  LA  GÉOMÉTRIE  DES  TROLH 

-  DIMENSfOHS,  conunani  lei  lurfacei  dn  1*  ordre  avec  h  théorie  ftaÉnUs  tha 
futÙLca  Courbet  et  de*  ligmk  double  cDurburbiiu-8.,  iSig»  Str. 

OUVRAGES  OESnNÉS  aUX  CANDIDAl'S  DE  L^COLE 
POLYTECUNI'QUE  ET  DES  ECOLES  MJtlTAlItËS. 

Oufngei  lie  M.  la  baron  REYtfAUt),  ExàlninatMir  Jet  CenOâtUt  de  PÉmI» 
PotrUetutU/ue  et  de  CEcoU  tpieiala  atUitain. 


ALGEBRE,!  l'nsaee4nÉt*Tc*ilniM4t*diNMil'Be«>l*tO*>l« 

'ïïS^ÎP'31"'  *  ■'«^'»l«  ipeciale  militaire,  r  wW.  tii-8.,  7*  cdrt>,  «8a8,5  tSo. 
lUEBRE,  «lie.  édii.,  a*  Mttton,  1  ni.  (ii4.,  Ai^,  :  Uw, 
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4«.  TAIOONOMÉTRIE  RECriLIGTIE  KT  SPHÉRIQUE;  >àlilion,  ioivic 
det  TABLES  DfB  LOGARITHMES  dct  nombres  et  dvi  Jignes  trigonomc- 
tricriMs  de  LALANDEi  in-i8,  ayec  figuras,  1818,  3  i'r. 

Les  TaMtt  do  Logttrithmet  dt  LALA^DE  seules  ,  sam  la  Trigonométrie  »  êe 
vendent  s^pprément ,  .         ,    ft  fr. 

5».  IRAillB  D'APPLICATION  DE  L^ALGEBRE  A  LA  GÈaMÉTRIE 
Kl'  DE  TRIGONOMÉTRIE,  h  l'usage  des  Elèves  qui  se  desUaent  h  l*Kcole 
Polyteclinicine,  .eee.  :  1  vol.  in-8.,  avec  10  planches,  1810,  6  fr^ 

6K  COURS  ELEMENTAIRE  DE  MATHÈMA TIQl/fe ,  DE  PHYSIQUE 
El'  DE  CHIMIE ,  su iVi  de  quelques  notions  d'Astronomie ,  à  Tusage  des  dèvcs 
qui  se  il*ftineni  k  subir  les  examens  pour  le  Baccalanveat  ès-leitras ,  i  voL  in-8 
avec  14  planches,  »•  édition,  sous  presse» 
Ce  Cuurs  est  eniièrcmcnt  conforme  au  programme  qui  a  été  publie  par  ordre  de 

rUiAvcraiirf,  dans  le  Manuel jNMir  le  Baccalauréat  ès-letires. 

7«>.  REYNAUD  kt  DUHAMEL.  Problèmes  et  Dévcloppemenv  sur  divenes parties 
des  Mathcmafimics,  in-8.|  18^3,  avec  11  planches,  6  fr. 

8*.  ARrniMËl  IQUE  à  l'usa^îe  des  Ingénieurs  du  Cadastre ,  in-8. ,  5  fr. 

go.  BIAMUEL  de  rittgénienr  du  Cadastre;  par  MM.  Pommiés  et  Reynaud,  în^j., 

la  fr. 

10*.  TRAITÉ  DE  TRIGONOMÉTRIE  de  Lagrive,  avec  les  Notes  de  Reyuand, 

—^  ET  NICOLLET., COURS  DE  BCATHÉMATIQUES,  àPusage  desÉwks' 

de  Marine  et  des  AapiFsns  à  ces  Ecoles  ;  3  vol.  ia-8. 
f  vol.  Arithmétique  et  Algèbre,  par  M.  Reynaud.  5  fr. 

«•  vol»  Géométrie  e|  Trigonométrie ,  foir  M.  Nicollet.  7  fr. 

3*  irol.  Statique  et  Équilibre  des  Machines,  soiU  presse. 

Notes  surSetout ,  par  M.  le  baron  Reynaurt, 

11».  NOTES  SUR  L'ARITHMÉTIQUE ,  f3«  édit.  ia^.,  i8a6,  a  fr.  5o  c. 
,v».  —  SUR  LA  GEOMEITIIE,  in.8. ,  ?•  édir. ,  181B,  4  fr. 

i3*.  — ^  SUR  L'ALGEBRE  et  Application  de  TAlgèbce  k  la  Géométrie,  in-8., 

i8ni  4  ^^' 

Ouvnigesde^  GAKNIfiR,  es^Profisseur  à  l'Kcole  Polytechnique^  Docteur 

de  là  Faculté  des  Sciences  de  l'Unit^ersité ,  Projesseur  de  Malnématiques  a 

i'È.eôle  royale  militaire, 

TRAIÏHt D'ARITHMÉTIQUE,  a*  cdit. ,  in-8. ,  1808,        ,  «  fr.  5o  e. 

•^-^  ELEMENS  D'ALGËBRE,  A  l'usage  des  Asçirans  à  rËc oie  Polytechnique; 
3*  édit. ,  in-8. ,  181 1 ,  revue ,  corrigée  vt  augmentée ,      .  6  fr. 

——  SuiiedeccsÉlémens,  a*  partie,  ANALYSE  ALGEBRIQUE,  nour.édit., 
considétvblçment  augmentée .  in-8. ,  i8i4  #  7  ^i** 

.< —  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  ou  Application  de  TAIgèbrcà  la  Géométrie; 
secnfeide  édition ,  revue  et  augmentée ,  i  vol.  m-S..  avec  i4  planches,  18 13,        6  fr. 

— -  LES  RECIPROQUES  de  la  Géométrie,  sûmes  d'un  Recueil  de  Problèmes  et 
d«  lliéorèmes ,  et  delà  construction  des  Tables  trigonométriqnes  ,  iB-8. ,  a^édit.^ 
ctiufidôrablcmeot  augmentée.  1810. 

-.—  ELEMENS  DE  GÉOMÉTRIE,  conrcnant  les  deux  Trigonométrie,  les  Elé- 
flMatdela  Polygonométrie  et  du  levé  des  Plans,  et  l'Introduction  à  la  Géométrie 
deteripiîve:  i  vol.  in-8.,  avccplaaches,  181  a,  5  fr. 

*-  LEÇONS  DE  STATIQUE,  à  l'usage  des  Aspirans  k  l'École  Polytechnique  ; 
I  vol.  in-8,  avec  la  planches ,  i8t  i ,  ,  .  5  fr. 

—  LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL,  avol.in-S., 
avec  4 planches,  18 II  et  i8ia.  i4  fr. 

p— _  TX^S^X:TION  DE  L'ANGLE ,  suivie  de  Recherches  analytiques  snr  le  même 
sujet,  in-8.,  i8oc),    "  .  a  fr.  5o  c. 

< —  DISCUSSION  DES  RACINES  des  Eanntions  déterminées  du  premier  degré 
à  plusieurs  inconnues,  et  élimination  entre  deux  équations  de  degrés  quelconques  à 
dôix  inconnnes;  a*  édit. ,  i  vol.  in-8.,  i  fr.  60  c. 

FRANCtËUR,  Professeur  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  ex-Examinateur  dfs 
Candidnis  de  l'Ecole  Polytechnique,  etc.  COURS  COMPLET  DE  MATHE- 
MATIQUES PUR>::S,  défilé  4S.  M.  Alexandre  I<r,  Empereur  de  Russie  ;On- 
vrige    flcstiné  aux  Élèves  des  Écoles  Normale  et  Polyiechiiiq^,  cl  auxCaa« 
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fVidatt  qni  wpnfpapeDt  à  y  être  admit,  eto.;  3«  ddiUoa,  Mme  ei  angmenicr , 

3Tol.  in-8.«  avecii^nret,  1838,!     ,    ,     ,  i5  fr. 

.  URANOGRAPHIE  ou  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D*A$TROMOMIE, 

à  rDMfccdes  penonnet  fien  vcnccs  dans  les  MatbëmatiqiMS,  «ccommii^é  de  pU- 
nifplières,  etc.;  4'«''t'vcnn«dfr^b.  atiçin.,  1  vol.,in-H. ,  avrc  pi.,  i8a8,  Q  ù  So^. 

FRANCŒUR.  TRAITÉ  DE  MECANIQUE ÉLEM£KTAlRE,5«cdit.,  18A 

7  fr.  Soc, 

SUZANNE,  Doctear  ^ft-Sciencea,  Prctf<nsenr  de  Mathdmn tiques  an  LycceChsr- 
lemagne.  à  Paris.  DE  LA  MANIERE  D'ÉTUDIER  LES  MATHËMA- 
TIQIJES;  Onvraso  riostiné  h  servir  de  gnidc  aux  jeuiics  gens,  è  ceux  sorfoiit 

Soi  veulent  nppri)fondir  celte  Science,  ou  qui  aspirent  è  Sirc  admît  h  rÉcoic 
iormale  on  à  PEcolc  Polytechnique,  3  gros  vol.  in  S.,  avec  figores. 
Chaqne  partie  se  vendsc'p^rcraent,  savoir: 

Première  partie,  PlŒCEFrES  GÉNÉRAUX  et  ARITHMÉTIQUE;  se- 
conde édition  ,  considéra blrrocnt  augmentée,  in-S.,  6  fr. 

—-Seconde  partie,  A L(jKn RE, epuitee. 

Troisième  partie,  GÉOMÉTRIE ,  in-8. ,  6  fr.  5o r. 

BOUCHARLAT.  Professeur  de  Mathématiques  transcendantes  aux  Écoles  mili- 
uircs.  Docteur  ès-Sciences,  etc.  ÉLËMENS  DE  CALCUL  DIFFEHENTIFL 
ce  de  Calcal  int^ral,  3*  cdiL.  revue  et  augmentée,  in-8* ,  avec  pi.,  1816,  6'fr. 

THÉORIE  DES  COURBES  et  des  Surfaces  du  second  ordre ,  précédée  ^ 

principe*  fondamentaux  de  Ja  Géométrie  analjtiqne,  3*  édit.,  aog.,  in-8.         6  £r. 

— -  ELëMENS  DE  MÉCANIQUE»  in-8.,  a*  édition^  revue  et  conaiderablenent 
augmentée,  nvec  planches  y  1837.  jfr. 

POISSON ,  Membre  de  l'Institnt,  Professeur  k  I'ËcoIa  Polyteclinianc  et  h  h 
Faculté  fies  Sci<>nces  de  Paris,  et  Membre  adjdînt  du  Bnrean  det  Longiiodcs. 
ll^AITË  DE  MÉCANIQUE,  a  vol.  in-8.,  de  plus  de  Swt  pages  chacun,  avec 
8  planches,  1811  ,  11  fr. 


1  vol.  in-8. ,  a«  éJii. ,  sous  presse. 

LAPLACE  (M.  le  marquis  de).  Membre  de  rinaiitot,  EXPOSITION  VV 
SYSTEME  DU  M()^DE,  5«  édition,  i8a4,  in-4.,  avec  portrait,  i5  tr. 

—  Le  iiichiit',  a  vol.  in-8.,  i8aj. 

— KSSAl  PHJL()S()PHIQUESURLT';SPRORARrLlTÉS,in-8.,.'ïoéd.,  18?:..  \f. 

IMOINGK,  Mcmhic  do  rin^iiiiit,  cic.  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE.  5»  cdi'ior. 
aiigmcniéc  d^lne  théoritMlcs  Ouibri's  et  de  Ja  Perspcclive ,  citiaitc  dos  papinf 
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